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Prefacio 


La creciente importancia del estudio de la fisica pura en las universiaades latino- 
americanas, debido a la necesidad de incrementar el desarrollo cientifico-industrial 
de estos paises, hace cada vez mâs imperiôsa la necesidad de contar con textos de es-, 
tudio que den énfasis en el aspecto fundamental mâs bien que en el tecnolôgico. El ës 
una de las obras de mayor prestigio y mejor conocida en este aspecto y, sin duda, una 
ayuda valiosa para los estudiantes de ciencias e ingenieria. Por esta razôn, hemos 
acometido con gusto la traducciôn de los 40 primeras capitulos de esta obra, cons¬ 
cientes de las dificultades con que tropezariamos en esta empresa. 

Hemos tratado de seguir lo mâs fielmente posible el texto original en inglés para 
permitir al lector encôntrar en cualquier instante la contrapartida de la traducciôn. 
En esto estâ, en realidad, la dificultad mencionada anteriormente, ya que Feynman 
usa un lenguaje de la vida diaria, acompafiado de modismos e historietas, en general, 
muy poco familiares para los hispanohablantes. Hemos, por lo tanto, sacrificadô 
parte de la elegancia en la traducciôn, en aras de la conservaciôn del carâcter de la 
obra original. 

Otra dificultad que podriamos seflalar estriba en la falta de un équivalente ûnico 
en espafiol para muchos términos ingleses. En estos casos hemos utilizado los térmi- 
nos de uso mâs frecuentes, tanto en nuestro pais, como en otros de Latinoamêrica. 

La reaüzaciôn de esta traducciôn ha sido posible gracias al trabajo en equipo 
emprendido por varios docentes del Instituto Central de Fisica de la Universidad de 
Concepciôn. Agradecemos la colaboraciôn prestada por los colegas M.C. Bustos, R. 
Vera, M.A. de Orüe/J. ViUegas, G. de la Hoz, V. Sagredo y H. Sagner. 


Concepciôn Enrique Oelker l. 

mayo de 1971 H uco Espinosa D. 


El prefacio de los profesores Espinosa y Oelker contiene casi todo lo que hu- 
biêramos querido decir; sin embargo, creemos conveniente agregar algunas palabras. 
Por necesidades éditoriales, nos encargamos de la traducciôn de los ültimos doce 
capitulos de este volumen. Estâbamos conscientes del peligro que se corria con res¬ 
pecté a la unidad de la obra. Hemos hecho lo posible, consultando con el profesor 
Oelker, para unifîcar la terminologia y, en cuanto ha sido posible, el estilo. Espera- 
mos que el lector nos disculparà si no hemos alcanzado plenamente nuestro objetivo, 
concediéndole mayor importancia al hecho de poder disponer de un texto en espa¬ 
flol de la calidad de èste. Expresamos nuestro agradecimiento a los cobgas del De- 
partamento de Fisica de la Universidad de Oriente, procedentes de diversas partes de 
Latinoamêrica y Espafla, por haber atendido nuestras frecuentes consultas sobre la 
terminologia. 

Carlos Alberto Heras 
Juan Martin y Marfil 


Cumanâ 
mayo de 1971 




Prefacio de Feynman 


Estas son las lecciones de fïsica que di el ano pasado y el antepasado a los es- 
tudiantes de los primeros anos en el Instituto Tecnolôgico de California (Caltech). 
Por supuesto que éstas no son textuales; han sido editadas, a veces con gran exten¬ 
sion y a veces con muy poca. Las clases constituyen solo parte del curso completo. 
El grupo total de 180 estudiantes se reunia dos veces por semana en un aula grande 
para atender a las explicaciones, y luego se dividia en grupos pequenos de 15 a 20 
estudiantes en secciones de discusiôn y prâctica bajo la guia de un ayudante de 
docencia. Habia, ademâs, una secciôn de laboratorio por semana. 

Con estas ciases tratâbamos de resolver un problema especial: mantener el infé¬ 
rés de los estudiantes muy entusiastas y bàstante despiertos que regresaban de la 
escuela secundaria para entrar en el Caltech. Muchos habian oido hablar de lo 
interesante y estimulante que es la fisica: la teoria de la relatividad, la mecànica 
cuàntica y otras ideas modernas. Pero al terminar los dos anos del curso antèrior al 
nuestro, muchos de ellos se sentian descorazonados porque realmente se les prèsen- 
taban muy pocas ideas géniales, nuevas o interesantes. Se les hacia estudiar pianos 
inclinados, electrostàtica y cuestiones por el estilo. 


y después de dos anos era como para volverse tonto. Se trataba,. pues de ver si 
podiamos hacer un curso que salvara a los estudiantes màs avanzados y animados 
manteniéndoles el entusiasmo. 

Aunque mi intention no fue convertir las clases en un campo de estudio e inves¬ 
tigation préparé las lecciones para los màs inteligentes de la clase a fin de asegu- 
rarme, si era posible, que aun los estudiantes màs inteligentes no podrian abarcar 
completamente el contenido de cada leccion; para ello introduje recomendaciones 
sobre la aplicaciôn de las ideas y conceptos en diversas direcciones, las cuales se 
apartaban de la linea principal de ataque. Por esta razôn, sin embargo, traté 
concienzudamente de hacer que todos los enunciados fueran lo màs precisos posi- 
bles de senalar en cada caso dônde encajaban las ecuaciones en el cuerpo de la 
fisica y cômo -cuando aprendieron mâs- se modificarian las cosas. Pensé, ademâs, 
que para los estudiantes es importante indicar qué es lo que deben ser capaces -si 
son suficientemente inteligentes- de comprender por deducciôn de lo que se ha dicho 
antes y qué se esta introduciendo como cosâ nueva. Cuando se presentaban nuevas 
ideas, traté de deducirlas si eran deducibles o de explicar que era una nueva idea sin 
base alguna en lo que ya habian aprendido y que se suponia que no era demostrable, 
sino simplemente un agregado. 


Al comenzar estas lecciones supuse que los estudiantes traian cierto conocimien- 
to de la escuela secundaria -tal como ôptica geométrica, ideas simples sobre 
quimica, etc.-. Crei, también, que no habia ninguna razôn para dictar las lecciones 
en un orden determinado, en el sentido de que no deberia mencionar algo hasta que 
no estuviera en condiciones de estudiarlo en detalle. Habia abundante material que 
surgiria, pero sin discusiôn compléta. Las. discusiones complétas se harian mâs 
tarde cuando hubiera mayor preparaciôn para seguirlas. Ejemplos de esto son el 
tratamiento de la inductancia y el de los niveles de energia, que primero se introdu- 
cen en forma muy cualitativa y luego se desarrollan en forma mâs detaüada. 

Al fnismo tiempo que me dirigia al estudiante mâs activo, quise cuidar del 
individuo para quien los adomos en demasia y las aplicaciones latérales son mera- 
mente intranquilizadores, cuando no se puede esperar, de ningûn modo, que apren- 
dan la mayor parte del material. Para ese estudiante traté que hubiera un nûcleo 
central o columna vertébral de material que pudiera captaF. Ténia la esperanza de 
que no se pondria nervioso aunque no entendiera todo el contenido de una lecciôn. 
No esperaba que comprendiera todo sino los rasgos centrales y mâs directos. Natu- 
ralmente que se necesitaba cierta inteligencia de su parte para ver cuâles eran los 
teoremas e ideas centrales y cuâles los resultados y aplicaciones latérales mâs 
avanzados que solo podria entender en. anos posteriores. 

Habia una difïcultad séria para dar estas lecciones: por la forma en que se daba 
el curso, no habia una retroacciôn del estudiante hacia el profesor que indicara 
cômo estaban yendo las lecciones. Esta es una difïcultad muy séria que me impide 
saber con certeza hasta qué punto, en realidad, fueron muy provechosas mis clases. 
Todo era esencialmente un experimento. Y si lo hiciera nuevamente no lo haria en la 
misma forma -iespero que no tenga que hacerlo de nuevo!-. Creo, no obstante, que 
en lo que respecta a la fisica las cosas anduvieron muy satisfactoriamente el pri¬ 
mer ano. 

El segundo ano no quedé tan satisfecho. En la primera parte del"curso, que 


trataba de la electncidad y el magnétisme), no pude encontrar ningùn modo realmente 
unico o diferente de hacerlo -ninguna manera que fuera especialmente mâs estimu- 
iante que la forma habituai de presentarlo-, Por lo tanto, no creo que hice mucho 
en las clases sobre electncidad y magneüsmo. Al final del segundo ano habia pensa- 
do ongmalmente continuar dando, después de la electncidad y el magnetismo 
algunas clases sobre las propiedades de los materiales, pero con el interés de expli- 
car los modos fondamentales, las soluciones de la ecuaciôn de difusiôn, los sistemas 
vibrantes, las funciones ortogonales,... desarrollando, asi, las primeras etapas de lo 
que usualmente se denomina “métodos matemâticos de la fisica”. Pensando retros- 
pectivamente, creo que si lo hiciera de nuevo volveria a esa idea original. Pero 
como no se habia contemplado que yo daria estas clases nuevamente, se sugiriô que 
séria conveniente tratar de dar una introducciôn a la mecânica cuàntica —que es lo 
que ustedes encontraràn en el tercer volumen. 

Queda perfectamente claro que los estudiantes que sigan fisica deberàn esperar 
hasta el tercer ano para estudiar mecânica cuàntica. Por otra parte, se esgrimiô el 
argumenta de que muchos de los estudiantes de nuestro curso estudian fisica como 
base para su especiaiizaciôn en otros * campos. Y la forma habituai de 
tratar la mecânica cuàntica hace que el tema sea casi inalcanzable para la gran 
mayoria de los estudiantes debido a que necesitan mucho tiempo para aprenderlo. 
No obstante, en sus aplicaciones concretas -especialmente en sus aplicaciones mâs 
complejas, como en la ingenieria eléctrica y en la quimica- realmente no se usa la 
maquinaria compléta del tratamiento con ecuaciones diferenciales. Por ello, traté de 
describir los principios de la mecânica cuàntica de un modo que no exigiera un 
conocimiento bàsico de la matemâtica de las ecuaciones diferenciales. Creo que aun 
para un fisico es muy interesante presentar la mecânica cuàntica de esta manera 
inversa —por varias razones que se pueden ver en las lecciones mismas- Sin embar¬ 
go, creo que el expérimenta en lo correspondiente a la mecânica cuàntica no tuvo 
éxito compléta -en gran parte debido a que no tuve tiempo al final (por ejemplo, 
deberia haber tenido très o cuatro lecciones mâs para tratar detenidamente temas 
taies como las bandas de energia y la dependencia espacial de las amplitudes)-. 
Ademâs, nunca habia presentado antes el tema de este modo, por lo que la falta de 
retroacciôn fue particularmente séria. Ahora creo que se debe dar la mecânica cuân- 
tica mâs tarde. A lo mejor algun dia tenga la oportunidad de hacerlo de nuevo. 
Entonces lo haré mejor. 


La razôn de que no haya lecciones sobre cômo resolver problemas se debe a que 
habia secciones de discusiôn y prâctica. Aunque en el primer ano inclui très leccio¬ 
nes sobre cômo resolver problemas, en este curso no pude hacerlo. También habia 
una lecciôn sobre guia inertial que debe estar ciertamente después de la lecciôn so¬ 
bre sistemas rotantes, pero que desafortunadamente se omitiô. Las lecciones quinta 
y sexta fueron dadas por Matthew Sands porque yo estaba fuera de la ciudad. 


La pregunta es, por supuesto, hasta que punto este expérimenta ha tenido éxito. 
Mi punto de vista -que, sin embargo, no lo comparten la mayoria de los que traba- 
jaron con los estudiantes— es pesimista. No creo haber obtenido gran éxito en lo 
que respecta a ellos. Cuando recuerdo el modo en que éstos manipulaban los proble¬ 
mas en los exâmenes, pienso que el sistema es un fracaso. Por supuesto, mis amigos 
me indican que hubo una o dos docenas de estudiantes que -muy sorprendentemen- 
te— comprendieron casi todo el contenido en todas las lecciones y que fueron muy 


activos trabajando con el material y preocupandose con animaciôn e interés por 
muchos topicos. Estos individuos tienen actualmente, creo, una base de primera 
Imea en fisica -y son, después de todo, aquellos a quienes queria llegar-, Pero 
entonces “El poder de la instrucciôn es, en general, poco eficaz, excepta en las fe- 
hces disposiciones en que es casi superfluo” (Gibbons). 

De todos modos, no queria dejar ningùn estudiante completamente atrasado, 
como quizâs lo hice. Creo que un modo mâs efectivo de ayudar al estudiante séria 
médian te la adiciôn de tiempo y esfuerzo en el desarrollo de un conjunto de pro¬ 
blemas que aclare algunas de las ideas contenidas en las lecciones. Los problemas 
dan la oportunidad de aumentar la comprensiôn del material expuesto haciéndolo 
mas real, estructurado y accesible para el proceso de fijaciôn. 

Pienso, sin embargo, que la soluciôn a este problema educativo no es otra que 
darse cueata que la ensenanza solo puede realizarse cuando hay una relaciôn indi- 
vidual directa entre un estudiante y un buen profesor, situaciôn en la cual el 
estudiante discute las ideas, piensa en las cosas y habia sobre ellas. Es imposible 
aprender simplementé asistiendo a una clase, o simplemente resolviendo los proble¬ 
mas asignados. Pero en los actuales momentos tenemos tantos estudiantes a quienes 
ensenar que tenemos que encontrar un sustituto de lo idéal. Quizâs mis lecciones 
ejerzan alguna contnbucion. Quizâs en algun lugar pequeno donde sea posible una 
relaciôn mdividual entre profesores y estudiantes, éstos obtengan alguna inspiraciôn 
o algunos conceptos de estas lecciones. Quizâs entonces, también el proceso de 
njar el material sea mas alegre y placentero para ellos y dé origen al desarrollo de 


Richard P. Feynman 


Sntroduccién 


Este libro se basa en un curso de lecciones de introduction a la fisica, dado por 
el profesor R. P. Feynman en el Instituto Tecnolôgico de California (Caitech) duran¬ 
te el ano acadénuco 1961-1962; cubre el primer ano de un curso introductivo de dos 
anos seguido por todos los alumnos de primero y segundo aiios del Caitech, y con¬ 
tinua en 1962-63 con una sene similar que comprende el segundo ano. Las lecciones 
constituyen la mayor, parte de una révision fundamental del curso introductorio 
desarrollado en un periodo de cuatro anos. 

La necesidad de una révision bâsica ha surgido debido tanto al râpido desarrollo 
de la fisica en las décadas recientes, como al hecho que los estudiantes novicios han 
demostrado una habilidad matemâtica cada vez mayor como resultado de mejoras 
del contenido de los cursos matemâticos en la escuela secundaria. Esperàbamos 
ciertas ventajas de esta base matemâtica mefjorada y también de la introduction 
de suficientes temas modemos para que el curso fuera como un reto, interesante y 
mâs représentativo de la fisica actual. 

A fin de generar una variedad de ideas acerca de qué material incluir y de cômo 
presentarlo, se alentô a un numéro sustancial de miembros de la facultad de fisica 
para ofrecer sus ideas en forma de bosquejos de los tôpicos para un curso revisado. 
Varios de éstos fueron presentados y discutidos exhaustiva y criticamente. Hubo 
acuerdo casi inmediato de que una révision bâsica del curso no podia lograrse, ni 
por la simple adoption de un texto diferente, ni aun esçribiendo uno ab initio , 
sino que el nuevo curso debia centrarse alrededor de un conjunto de lecciones, que 
se presentarian a razôn de dos o très por semana; el material apropiado para el 
texto se produciria entonces como una operation secundaria a medida que el curso 
avanzara, y también se dispondria de los experimentos de laboratorio apropiados 
para completar el material de las lecciones. De acuerdo con esto, se estableciô un 
bosquejo aproximado del curso, pero se reconociô que éste era incompleto, tentativo 
y sujeto a modifieaciones considérables por todos aquellos que tenian la res- 
ponsabilidad de preparar realmente las lecciones. 

En lo que respecta al mecamsmo por el cual se le daria vida al curso, se consi- 
deraron varios planes. Estos planes eran en su mayoria mâs bien similares, compren- 
diendo el esfuerzo cooperativo de N miembros del personal que compartirian la 
carga total en fonna simétrica e igual: cada persona tendria la responsabilidad de 
\/N de la materia, distribuiria las lecciones y escribiria su parte del texto. Sin 
embargo, la falta de disponibilidad de personal suficiente y la dificultad de mantener 
un punto de vista uniforme debido a las diferentias en personalidad y en filosofia 
de cada uno de los participantes hizo parecer inopérantes taies planes. 


La idea de que poseiamos realmente los medios para crear no solo „„ ^ 

fisica nuevo y diferente, sino uno posiblemente ùnico, fue una inspiration feliz 
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Ademas de las lecciones que constituyen una parte centraimente importante del 
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El orograma de révision estuvo bajo la direcciôn de los profesores R B. Leighton, 
H V Neher y M. Sands. Participantes oficiales del programa fueron los profeso 
R P Feynman, G. Neugebauer, R. M. Sutton, H. P. Stabler*, F. Strong y R Vog^, 
de la section de Fisica, Matemâticas y Astronomia, y los profesores T. Caughey, 
M Plesset y C H Wilts de la section de Ciencias de la Ingeniena. Se reconoce con 
^atitudlavSosd coopération de todos aqueUos que 

de révision. Estâmes particularmente reconocidos a la Fundacion Ford, sin cuy 
coopération Fmanciera este programa no habna podido desanollarse. 


Robert B. Leighton 


1961-62, mientras estaba 
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Atomos en movimiento 


!-! ïntroduccion 1-3 Procesos aîôtnicos 

1-2 La materia esta formada de âtomos 1-4 Reacciones quimicas 


1-1 Introducciôn 

Este curso de fisica de dos anos se présenta desde el punto de vista de que 
usted, el îector, va a ser un fisico. Este, desde luego, no necesariamente es el caso, 
pero, ;es lo que supone cada profesor en cada tema! Si usted va a ser un fisico, 
tendrâ que estudiar mucho: doscientos anos del campo de conocimiento de mâs 
râpido desarrollo que existe. Tanto conocimiento, en efecto, que usted pensaria que 
no lo podria aprender todo en cuatro anos y realmente no puede; jdeberâ ir, ade- 
mâs, a la escuela de graduados! 

Es bastante sorprendente que, a pesar de la cantidad tremenda de trabajo que ha 
sido realizado en todo este tiempo, es posible condensar en gran parte la enorrne 
masa de resultados -esto es, hallar leyes que resumen todo nuestro conocimiento. 
Aun asi, las leyes son tan dificiles de entender que es injusto para usted comenzar 
a explorar este tremento tema sin algün tipo de mapa o bosquejo de la relaciôn de 
una parte a la otra del contenido de la ciencia. De acuerdo a estas notas prelimi- 
nares, los primeras très capitulos darân, por lo tanto, un bosquejo de la relaciôn de 
la fisica con el resto de las ciencias, las relaciones de las ciencias entre si y el 
significado de ciencia, para ayudarnos a desarrollar una mejor comprensiôn de este 
tema. 

Usted podria preguntar por qué no podemos ensenar fisica dando simplemente 
las leyes bâsicas en la pagina uno y luego mostrar cômo operan en todas las cir- 
cunstancias posibles, tal como lo hacemos en geometria euclidiana, donde establece- 
mos los axiomas y luego hacemos toda clase de deducciones. (Asi que, no satisfecho 
con aprender fisica en cuatro anos, £la quiere aprender en solo cuatro minutos?) 
No lo podemos hacer de esta manera por dos razones. Primera, aun no conocemos 
todas las leyes bâsicas: existe una frontera de ignorancia en expansion. Segundo, 
el planteamiento correcto de las leyes de la fisica contiene algunas ideas muy poco 
familiares que requiere matemàtica avanzada para su descripciôn. Por esta razôn 
se necesita una cantidad apreciable de entrenamiento preparatorio para entender 
lo que significan estas palabras. No, no es posible hacerlo de esta manera. Solo po¬ 
demos hacerlo parte por parte. 

Cada parte del todo de la naturaleza es siempre solo una aproximaciôn a la ver- 
dad compléta o la verdad compléta hasta donde la conocemos. En realidad, todo 


lo que sabemos'es solo una cierta forma de aproximaciôn, porque sabemos que aûn 
no conocemos todas las leyes. Por eso, las cosas deben ser aprendidas, solo para 
luego desaprenderlas o, mâs a menudo, para corregirlas. 

El principio de la ciencia, casi la defmiciôn, es la siguiente: La comprobaciôn 
de todo conocimiento es el expérimenta. El experimento es el ùnico juez de la "ver¬ 
dad cientifica. Pero, ^cuâl es la fuente del conocimiento? ^De donde provienen 
las leyes que deben ser comprobadas? El experimento mismo ayuda para producir 
estas leyes, en el sentido que nos da sugerencias. Pero también la imaginaciôn es 
necesaria para crear a base de estas sugerencias las grandes generalizaciones —adi 
vinar sus admirables, simples, pero muy extranos esquemas que hay detràs de todas 
ellas, y luego experimentar para comprobar nuevamente si hemos hecho la suposi- 
ciôn correcta. Este proceso de imaginaciôn es tan dificil que existe una division de 
las labores en fisica: hay fisicos teôricos que imaginan, deducen y hacen suposicio- 
nes acerca de nuevas leyes, pero no experimentan; y luego hay los fisicos experi¬ 
mentales que experimentan, imaginan, deducen y hacen suposiciones. 

Deciamos que las leyes de la naturaleza son aproximadas: que primera encon- 
tramos las "equivocadas” y luego encontramos las "correctas ", Pero, ^cômo puede 
un experimento estar “equivocado"? Primera, en forma trivial: si algo anda mal 
con los aparatos y ustedes no se dieron cuenta. Pero estas cosas se arreglan fàcil- 
mente y se comprueban en todos los sentidos. Pero sin aferrarnos a estos problemas 
menores, £cômo pueden estar equivocados los resultados de un experimento? Solo 
siendo poco precisos. Por ejemplo, parece que la masa de un objeto nunca cambia: 
un trompo que gira tiene la misma masa que cuando estâ en reposo. Asi se inventô 
una “ley”: la masa es constante e independiente de la velocidad. Se sabe ahora que 
esa “ley” es incorrecta. Se encuentra que la masa aumenta con la velocidad, pero 
aumentos apreciables requieren velocidades cercanas a la de la luz. Una ley verda- 
dera es: si un objeto se mueve con una rapidez menor que cien millas por segundo, 
la masa es constante dentro de una parte por millôn. De esta manera aproximada 
esta es una ley correcta. Se podria pensar que en la pràctica esta nueva ley no da 
diferencia apreciable. Bueno, si y no. Para velocidades ordinarias podemos olvidarla 
por cierto y usar la ley de masa constante como una buena aproximaciôn. Pero para 
velocidades altas nos equivocamos y mientras mayor sea la velocidad tanto mâs 
equivocados estamos. 

Por ûltimo, y esto es lo mâs interesante, filosôficamenle estamos completamente 
equivocados con la ley aproximada. Nuestra imagen compléta del mundo debe alte- 
rarse incluso si la masa cambia solamente un poco. Esto es un asunto muy peculiar 
de la filosofia o de las ideas que hay detràs de las leyes. Aun un efecto muy pequeno 
requiere a veces profundos cambios en nuestras ideas. 

Ahora bien, ^qué debemos ensenar primera? ^Debemos ensenar la ley correcta, 
pero poco familiar con sus ideas extranas y conceptualmente dificiles, por ejemplo, 
la teoria de la relatividad, el espacio-tiempo cuadrimensional, etc.? iO debemos en¬ 
senar primera la ley sencilla de “masa constante”, que es solo aproximada, pero no 
incluye ideas tan dificiles? Lo primera es mâs excitante, mâs maravilloso y mâs en 
tretenido, pero lo segundo es mâs fâcil de comprender de inmediato, y es el primer 
paso para un verdadero entendimiento de la segunda idea. Este punto aparece repe- 
tidas veces al ensenar fisica. En diferentes ocasiones debemos resolverlo de maneras 
diferentes, pero en cada paso vale la pena aprender lo que se sabe ahora, hasta qué 
punto es exacto, cômo se ajusta a todo lo demâs, y cômo podrà cambiarse cuando 
aprendamos mâs. 


1-1 


1-2 




Sigamos ahora con nuestro bosquejo, o mapa general, de lo que sabemos hoy 
dia de ciencia (en particular de la fisica, pero también de otras ciencias que estân 
en la periferia), de manera que cuando nos concentremos mâs tarde en algûn punto 
particular tengamos alguna idea de los fundamentos, por qué ese punto particular 
résulta interesante y cômo se ajusta dentro de la gran estructura. De esta manera, 
£,cuàl es nuestra vision general del mundo? 

1-2 La materia esta formada de âtomos 

Si en algün cataclismo fuera destruido todo el conocimiento cientifico y sola- 
mente pasara una frase a la generaciôn siguiente de criaturas, <,cuâl enunciado con- 
tendria el mâximo de informaciôn en el minimo de palabras? Yo creo que es la hi- 
pôtesis atômica (o el hecho atômico, o como quieran llamarlo), que todas las cosas 
estân formadas por âtomos -pequenas particulas que se mueven con movimiento 
perpetuo, atrayéndose unas a otras cuando estân separadas por una pequena dis¬ 
tancia, pero repeliéndose cuando se las trata de apretar una contra otra. En esa 
sola frase, verân ustedes, hay una cantidad enorme de informaciôn referente al mun¬ 
do, si se aplica solo un poco de imaginaciôn y pensamiento. 



Fig. 1-1. Agua aumentada mil millones. 


Para ilustrar el poder de la idea atômica, supongamos que tenemos una gota de 
agua de medio centimetro de lado. Si la miramos muy de cerca, no vemos mâs que 
agua -agua pareja y continua- Incluso si la aumentamos con el mejor microscopio 
ôptico disponible — aproximadamente dos mil veces— entonces la gota de agua va a 
tener unos diez métros de tamano, casi tan grande como una pieza grande, y si mi- 
râramos de cerca, veriamos todavla agua relativamente pareja, pero de vez en cuan¬ 
do cuerpos parecidos a una pelota de fütbol nadando de aqui para alla. Muy inte¬ 
resante. Estos son paramecios. Pueden detenerse en este punto y ponerse tan curiosos 
acerca de los paramecios con sus vibrantes cilios y cuerpos en contorsion, que no 
van a ir mâs alla, excepto tal vez para aumentar el tamano del paramecio aûn mâs 
y ver su interior. Esto, desde luego, es un tema de la biologia, pero por el présente 
lo dejamos y miramos con mayor atenciôn aün el material del agua misma, aumen 
tândolo nuevamente dos mil veces. Ahora la gota de agua se extiende por unos veinte 
kilômetros y si la miramos muy de cerca vemos una especie de hormigueo, algo que 
ya no tiene una apariencia pareja; se parece a una multitud en un partido de fütbol 
visto desde bastante distancia. Para ver qué es este hormigueo, lo aumentamos dos 
cientas cincuenta veces mâs todavia y veremos algo parecido a lo que nos muestra 
la figura 1-1. Esta es una representaciôn del agua aumentada unas mil millones de 
veces, pero idealizada en diferentes aspectos. En primer lugar, las particulas estân 
dibujadas de manera sencilla con bordes defmidos, 


J 

lo cual no es exacto. Segundo, por simplicidad, estân bosquejadas en forma casi es- 
quemàtica en un arreglo de dos dimensiones, pero se mueven desde luego en très di- 
mensiones. Nôtese que hay dos tipos de “pompas” o circulos para representar los 
âtomos de oxigeno (negro) e hidrôgeno (blanco) y que cada oxigeno tiene dos hidrôge- 
nos unidos a él. (Cada pequeno grupo de un oxigeno con sus dos hidrôgenos se 
denomina una molécula.) El dibujo està idealizado mâs aûn en el sentido que las ver- 
daderas particulas en la naturaleza vibran y rebotan continuamente, rotando y 
contorsionândose la una alrededor de la otra. Deben imaginarse esto mâs bien como 
una representaciôn dinâmica y no estàtica. Otra cosa que no puede representarse en 
un dibujo es que las particulas estân “pegadas entre si” -que se atraen unas a otras, 
esta tirada por aquélla, etc.-. El grupo completo estâ “encolado en un conjunto”, por 
decirlo asi. Por otra parte, las particulas no pueden atravesarse unas a otras. Si tratan 
de juntar dos de ellas demasiado cerca, se repelen. 


Los âtomos tienen un radio de 1 ô 2 x 10~ 8 cm. Ahora bien, 10~ 8 cm se deno¬ 
mina un angstrom (un nombre como cualquier otro), de manera que decimos que 
tienen un radio de 1 ô 2 angstrom (A). Otra manera de recordar su tamano es esta: 
si una manzana se aumenta al tamano de la tierra, entonces los âtomos de la man- 
zana son aproximadamente del tamano de la manzana original. 

Ahora imaginense esta gran gota de agua, con todas estas particulas agitândose 
unidas entre si y moviéndose lentamente en conjunto. El agua mantiene su volumen; 
no se deshace debido a la atracciôn mutua entre las moléculas. Si la gota estâ en 
una pendiente, donde se puede mover de un lugar a otro, el agua escurrirâ, pero 
no desaparece simplemente -las cosas no se deshacen asi tan fâcilmente-, debido a 
la atracciôn molecular. Ahora bien, el movimiento de agitaciôn es lo que nosotros 
representamos por calor: cuando aumentamos la temperatura, aumentamos el movi¬ 
miento. Si calentamos el agua, la agitaciôn aumenta y aumenta el volumen entre 
los âtomos, y si el calentamiento continua llega el momento en que la atracciôn en¬ 
tre las moléculas ya no es suficiente para mantenerlas unidas y ellas, ahora si, vue- 
lan en todas direcciones y se separan unas de otras. Desde luego, ésta es la manera 
cômo producimos vapor a partir del agua -aumentando la temperatura-; las par¬ 
ticulas vuelan en todas direcciones debido al aumento del movimiento. 

En la figura 1-2 tenemos una representaciôn del vapor. Esta representaciôn del 
vapor falla en un aspecto: a presiôn atmosférica ordinaria puede que haya solo unas 
pocas moléculas en toda la pieza y seguramente no habria tantas como las très en 
esta figura. La mayoria de los cuadrados de este tamano no contendràn ninguna, 
pero nosotros tenemos accidentalmente dos y media o très en el dibujo (de esta ma¬ 
nera no estarâ completamente vacio). Ahora bien, en el caso del vapor vemos las 
moléculas caracteristicas con mâs claridad que en el caso del agua. Por simplicidad, 
las moléculas estân dibujadas de manera que haya un ângulo de 120° entre ellas. 
En realidad el ângulo es de 105°, 3' y la distancia entre el centro de un hidrôgeno 
y el centro del oxigeno es de 0,957 À, de manera que conocemos estâ molécula bas- 
tante bien. 

Veamos cuàles son las propiedades del vapor de agua o de otro gas cualquiera. 
Las moléculas, estando separadas entre si, van a rebotar contra las paredes. Ima¬ 
ginense una pieza con un numéro de pelotas de tenis (unas cien o algo asi) rebotando 
en todas direcciones en movimiento perpetuo. Cuando bombardean la pared, esto 
empuja la pared apartàndola. (Desde luego que tendremos que empujar la pared de 
vuelta.) Esto quiere decir que el gas ejerce 
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una fuerza a golpecitos que nuestros burdos sentidos (no habiendo sido aumentados 
nosotros mismos mil millones de veces) sienten como un empuje medio. Para confi- 
nar un gas debemos aplicar una presiôn. La figura 1-3 muestra un recipiente comùn 
para contener gases (empleado en todos los textos), un cilindro con un piston en él. 
Ahora bien, no importa cuâl sea la forma de las moléculas de agua, de manera que 
por simplicidad las dibujaremos como pelotas de tenis o pequenos puntos. Estos 
objetos estân en movimiento perpetuo en todas las direcciones. Asi muchas de ellas 
estân golpeando el piston superior todo el tiempo, de modo que para evitar que sea 
botado fuera del tanque por este paciente y continuo golpeteo, debemos sujetar el 
piston mediante una cierta fuerza que llamaremos presiôn (realmente, la presiôn 
multiplicada por el ârea es la fuerza). Està claro que la fuerza es proporcional al 
ârea, porque si incrementamos el ârea, pero mantenemos igual el nümero de molécu¬ 
las por centimetro cûbico, aumentamos el nûmero de colisiones con el piston en la 
misma proporciôn que hemos incrementado el ârea. 
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Figura 1-3 


Coloquemos ahora doble cantidad de moléculas en el tanque, manera de duplicar 
la densidad, y que tengan la misma velocidad, esto es, la misma temperatura. En¬ 
fonces, con bastante aproximaciôn, el nûmero de colisiones sera doble, y como cada 
una de ellas es tan “energética” como antes, la presiôn es proporcional a la densi¬ 
dad. Si consideramos la verdadera naturaleza de las fuerzas entre los âtomos, pode- 
mos esperar un pequeno decrecimiento de la presiôn debido a la atracciôn entre 
los âtomos, y un pequeno aumento debido al volumen finito que ocupan. Sin embar¬ 
go, con una excelente aproximaciôn, si la densidad es suficientemente baja para que 
no haya demasiados âtomos, la presiôn es proporcional a la densidad. 


Podemos ver también algo mâs: Si aumentamos la temperatura sin cambiar la 
densidad del gas, esto es, si aumentamos la velocidad de los âtomos, <,qué le suce 
derâ a la presiôn? Bueno, los âtomos pegan mâs fuerte porque se mueven mâs râ- 
pido, y ademâs pegan mâs a menudo, de manera que la presiôn aumenta. Ven lo 
sencillas que son las ideas de la teoria atômica. 

Consideremos ahora otra situaciôn. Supongamos que el piston se mueve hacia 
adentro, de modo que los âtomos son comprimidos lentamente a un espacio mâs 
pequeno. i,Qué sucede si un âtomo choca contra el piston en movimiento? Eviden 
temente tôma velocidad de la colisiôn. Pueden comprobarlo haciendo rebotar una 
pelota de ping-pong contra una paleta que se mueve hacia adelante, por ejemplo, y 
hallarân que sale con mâs velocidad con la que chocô. (Ejemplo especial: si un âtomo 
resultara estar en reposo y el piston lo golpea, ciertamente se moverâ.) De esta ma¬ 
nera los âtomos resultan mâs “calientes” cuando se alejan 


del piston cj*ie cuando lo chocaron. Por lo tanto, todos los âtomos del recipiente 
habrân adquirido mâs velocidad. Esto quiere decir que cuando comprimimos lenta¬ 
mente un gas, la temperatura del gas aumenta. Asi que, bajo una lenta compresiôn, 
un gas aumentard su temperatura, y bajo una lenta expansion disminuirâ la tempe¬ 
ratura. 

Retornamos ahora a nuestra gota de agua y miramos en otra direcciôn. Supon¬ 
gamos que bajamos la temperatura de nuestra gota de agua. Suponga que la agita- 
ciôn de las moléculas de los âtomos en el agua estâ continuamente decreciendo. 
Sabemos que existen fuerzas de atracciôn entre los âtomos, de modo que después 
de un rato ya no estarân en condiciones de agitarse tan bien. Lo que sucederâ a 
temperaturas muy bajas queda indicado en la figura 1-4: las moléculas se acomodan 
en una nueva estructura que es el hielo. Este diagrama esquemâtico particular del 
hielo estâ equivocado porque estâ dibujado en dos dimensiones, pero cualitativa- 
mente estâ bien. El punto interesante es que el material tiene un lugar definido para 
cada âtomo y se puede apreciar fâcilmente que si de una manera u otra podemos 
mantener todos los âtomos de un extremo de la gota en una cierta ordenaciôn, cada 
âtomo en un cierto lugar, entonces debido a la estructura de interconexiones, que 
es rigida, el otro extremo a kilométras de distancia (en nuestra escala aumentada) 
tendrâ también una ubicaciôn defmida. Asi, si sostenemos una aguja de hielo de 
un extremo, el otro extremo se résisté a ser desplazado, a diferencia del caso del 
agua, donde la estructura estâ destruida debido al aumento de la agitaciôn, de ma¬ 
nera que todos los âtomos se mueven en forma diferente. La diferencia entre sôlidos 
y liquidos es entonces que en un sôlido los âtomos estân ordenados en un cierto 
tipo de estructura, Uamada estructura cristalina, y no tienen una posiciôn al azar 
a gran distancia; la posiciôn de los âtomos en un lado del cristal queda determinada 
por la de los otros âtomos a distancia de millones de âtomos al otro lado del cristal. 
La figura 1-4 es una ordenaciôn inventada para el hielo, y a pesar de contener mu¬ 
chas de las caracteristicas correctas del hielo, no es la verdadera ordenaciôn. Uno 
de los aspectos correctos es que hay una parte de la simetria que es hexagonal. 
Pueden ver que si giran el dibujo en 120° alrededor de su eje, el dibujo résulta 
igual. Por lo tanto, hay una simetria en el hielo que es responsable del aspecto de 
seis caras de los copos de nieve. Otro asunto que podemos ver de la figura 1-4 es 
por qué el hielo se contrae cuando se derrite. La ordenaciôn cristalina particular del 
hielo mostrada aqui tiene muehos “huecos" dentro de ella, tal como la estructura 
verdadera del hielo. Cuando se desmorona la estructura, estos huecos pueden ser 
ocupados por moléculas. La mayoria de las sustancias simples, con la excepciôn del 
agua y el métal de tipos de imprenta, se dilatan al fundirse, debido a que los âto¬ 
mos estân muy compactos en el cristal sôlido y al fundirse necesitan mayor espacio 
para agitarse, pero una estructura abierta sufre un colapso, como en el caso del agua. 


Ahora bien, a pesar que el hielo tiene una forma cristalina “rigida", su tempera¬ 
tura puede cambiar -el hielo tiene calor-. Si queremos, podemos cambiar su can¬ 
tidad de calor. ôQué es el calor en el caso del hielo? Los âtomos no estân quietos; 
estân agitândose y vibrando. De manera que, a pesar de existir un orden defmido 
en el cristal —una estructura definida—, todos los âtomos estân vibrando “en posi¬ 
ciôn". Si aumentamos la temperatura, vibran con amplitud cada vez mayor, hasta 
que finalmente se sacuden a si mismos fuera de su posiciôn. A esto lo llamamos 
fusion. Si decrecemos la temperatura, las vibraciones decrecen y decrecen hasta que, 
en el cero absoluto, queda una cantidad minima de vibraciôn que los âtomos pueden 
tener, pero no cero. Este valor minimo de movimiento que pueden tener los âtomos 
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no es suficiente para fundir las sustancias, con una excepciôn: el helio. El helio so- 
lamente decrece el movimiento âtomico lo mâs que puede, pero aun en el cero ab- 
soluto todavia queda suficiente movimiento como para evitar su congélation. El helio, 
aun en el cero absoluto, no se congela, a menos que la presiôn se haga tan grande 
que los âtomos se aplasten entre si. Si aumentamos la presiôn, lo podemos hacer 
solidificar. 



Fig. 1-4. Hielo. 
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Fig. 1-5. Agua evaporândose al aire. 


1-3 Procesos atômicos 

Ya hablamos bastante de la descripciôn de los sôlidos, liquidos y gases desde 
el punto de vista atômico. Sin embargo, la hipôtesis atômica también describe pro¬ 
cesos, y por eso veremos ahora algunos procesos desde el punto de vista atômico. 
El primer proceso que veremos està asociado con la superficie dèl agua. ^Qué suce- 
de en la superficie del agua? Haremos ahora el cuadro mâs complicado -y màs rea 
lista- imaginândonos que la superficie estâ al aire. La figura 1-5 muestra la superficie 
de agua al aire. Vemos las moléculas de agua como antes, formando un cuerpo de 
agua liquida, pero ahora también vemos la superficie del agua. Sobre la superficie 
encontramos una sérié de cosas: ante todo hay moléculas de agua, como en el va- 
por. Este es el vapor de agua, que siempre se encuentra sobre agua liquida. (Existe 
un equilibrio entre el vapor y el agua que sera descrito posteriormente.) Ademâs 
encontramos otras moléculas -aqui dos âtomos de oxigeno pegados entre si, for¬ 
mando una molécula de oxigeno, alla dos âtomos de nitrôgeno también pegados 
para formar una molécula de nitrôgeno-. El aire estâ formado casi enteramente por 
nitrôgeno, oxigeno, algo de vapor de agua y cantidades menores de diôxido de car- 
bono, argon y otras cosas. Asi que sobre la superficie del agua estâ el aire, un gas. 
que contiene algo de vapor de agua. <‘,Qué sucedc ahora en este cuadro? Las mo¬ 
léculas de agua estân continuamente en agitaciôn. De vez en cuando sucede que una 
de la superficie recibe un golpe un poco mâs fuerte que lo usual y sale. Es dificil 
ver este suceso en el dibujo, porque es un dibujo esiâtico. Pero podemos imaginar 
que una molécula cerca de la superficie acaba de ser golpeada y estâ volando 
hacia afuera, o tal vez otra que ha sido golpeada y estâ volando hacia afuera. De 
este modo, molécula tras molécula. el agua desaparece -se évapora-. Pero si verra 
mos el recipiente por arriba, después de un tiempo hallaremos una gran cantidad de 
moléculas de agua entre las moléculas de aire. De vez en cuando. una de estas mo 
léculas de vapor viene volando hacia abajo hacia el agua y queda aprisionada nue 
vamente. Vemos asi que lo que parece ser una cosa muerta. sin interés un vaso de 
agua con 
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Figure 1-6 

Fig. 1-6. Sal disolviéndose en agua. 

una tapa, que ha estado ahi quizâs por veinte anos-, realmente contiene un fenô- 
meno dinâmico e interesante que prosigue todo el tiempo. A nuestros ojos, nuestros 
imperfectos ojos, nada cambia, pero si pudiéramos verlo ampliado mil millones 
de veces, veriamos que desde su propio punto de vista cambia continuamente: mo¬ 
léculas abandonan la superficie, moléculas regresan. 

<,Por qué no vemos cambio alguno? j Porque tantas moléculas abandonan como 
regresan! A la larga "nada sucede". Si ahora sacamos la tapa del recipiente y so- 
plamos el aire hûmedo a otra parte, reemplazândolo por aire seco. el numéro de 
moléculas que abandonan el liquido sigue siendo el mismo como antes, porque esta 
dépende de la agitaciôn del agua, pero el numéro de las que regresan estâ fuerte- 
mente reducido porque hay tan pocas moléculas de agua sobre el agua. Por consi- 
guiente, salen mâs de las que entran y el agua se évapora. ; Luego, si desean evapo- 
rar agua, echen a andar el ventilador! 

Aqui hay algo mâs. <’,Cuâles moléculas se van? Cuando una molécula se va es 
por una acumulaciôn accidentai extra de un poco màs de energia de lo normal que 
ella necesita si debe escapar de la atracciôn de sus vecinas. Por lo tanto. ya que 
las que se van tienen mâs energia que el valor medio, las que se quedan tienen menos 
movimiento promedio de lo que tenian antes. De esta manera el liquido gradual- 
mente se enfria si se évapora. Desde luego, si una molécula de vapor baja desde 
el aire al agua. hay una gran atracciôn repentina a medida que la molécula se acerca 
a la superficie. Esto acelera la molécula que entra y da como resultado generaciôn 
de calor. De modo que cuando se van quitan calor; cuando regresan generan calor. 
Desde luego cuando no hay evaporaciôn neta, el resultado es nulo -el agua no cam¬ 
bia de temperatura- Si soplamos el agua de manera de mantener una preponderan- 
cia del numéro que se évapora, entonces el agua se enfria. j Luego sople la sopa para 
enfriarla! 



Desde luego deben darse cuenta que los procesos recién descritos son màs com- 
plicados de lo que hemos indicado. No solamente pasa el agua al aire, sino que tam¬ 
bién de cuando en cuando una de las moléculas de oxigeno o nitrôgeno entrarà y 
“se perderâ" en la masa de las moléculas de agua y se las arreglarâ para entrar 
dentro del agua. De este modo el aire se disuelve en el agua; moléculas de oxigeno 
y nitrôgeno se las arreglan para entrar al agua, y el agua contendrâ aire. Si retirâ¬ 
mes repentinamente el aire del recipiente. entonces las moléculas de aire saldrân 
mâs râpidamente de lo que entran y haciendo esto producirân burbujas. Esto es muy 
peligroso para los buzos. como ustedes sabràn. 

Ahora pasaremos a otro proceso. En la figura 1-6 vemos, desde el punto de vista atô¬ 
mico, un sôlido que se disuelve en agua. Si ponemos un cristal de sal en agua, £qué 


17 





Figura 


1-7 


sucederâ? La sal es un sôlido, un cristal, un sistema organizado de “âtomos 
de sal”. La Figura 1-7 es una ilustraciôn de la estructura tridimensional de la sal 
comûn, cloruro de sodio. Estrictamente hablando, el cristal no estâ hecho de âtomos, 
sino de lo que llamamos iones. Un ion es un âtomo que tiene unos pocos electrones 
extra, o que ha perdido algunos electrones. En un cristal de sal encontramos iones 
cloro (âtomos de cloro con un electrôn extra) y iones sodio (âtomos de sodio con un 
electrôn de menos). Los iones estàn unidos unos a otros por atracciôn electrostâtica 
en la sal solida, pero si los colocamos en agua, encontramos, debido a las atraccio- 
nes del oxigeno negativo y del hidrôgeno positivo por los iones, que algunos iones 
se sueltan. En la figura 1-6 vemos un ion cloro soltàndose y otros âtomos flotando 
en el agua en forma de iones. Este dibujo fue hecho con algûn cuidado. Nôtese, por 
ejemplo, que los terminales de hidrôgeno de las moléculas de agua estân mâs prôxi- 
mas al ion cloro, mientras que cerca del ion sodio encontramos mâs a menudo el 
terminal oxigeno, debido a que el sodio es positivo y el terminal oxigeno del agua 
es negativo, y se atraen eléctricamente. ô Podemos decir a base de este dibujo si la 
sal se estâ disolviendo en agua o cristalizando? Desde luego, que no lo podemos 
decir, porque mientras algunos de los âtomos abandonan el cristal otros âtomos 
se vuelven a juntar con él. El proceso es dinâmico, tal como en el caso de la eva- 
poraciôn y dépende de si hay mâs o menos sal en el agua que la cantidad necesaria 
para el equilibrio. Entendemos por equilibrio la situaciôn en la cual la rapidez con 
que se van los âtomos iguala exactamente a la rapidez con que regresan. Si casi no 
hubiera sal en el agua. se van mâs âtomos de los que retornan, y la sal se disuelve. 
Si, por otro lado, hay demasiados "âtomos de sal”, regresan mâs de los que se van 
y la sal se cristaliza. 


De paso, mencionaremos que el concepto de molécula de una sustancia es solo 
aproximado y existe solo para una cierta clase de suçtancias. Estâ claro, en el caso 
del agua, que los très âtomos estân realmente pegados unos a otros. No estâ tan 
claro en el caso del cloruro de sodio en el sôlido. Hay una ordenaciôn de iones sodio 
y cloro en el sôlido. No hay manera natural de agruparlos como "moléculas de sal”. 


Retornando a nuestra discusiôn de soluciôn y precipitaciôn, si aumentamos la 
temperatura de la soluciôn salina, aumenta la rapidez con que los âtomos se retiran, 
y asi también la rapidez con que los âtomos retornan. Résulta, en general, muy 
dificil predecir en qué sentido se realiza, si se disuelve mâs o menos sôlido. La ma- 
yoria de las sustancias se disuelven mâs, pero algunas sustancias se disuelven menos 
al aumentar la temperatura. 




1-4 Reacciones quimicas 

En todos los procesos que han sido descritos hasta ahora, los âtomos y los 
iones no han cambiado sus companeros, pero desde luego hay circunstancias en 
las cuales los âtomos cambian de combinaciôn formando nuevas moléculas. Esto 
se ilustra en la figura 1-8. Un proceso en el cual ocurre un reordenamiento de los 
participantes atômicos es lo que llamamos reacciôn quimica. Los otros procesos 
descritos hasta ahora se llaman procesos fisicos, pero no hay una distinciôn neta 
entre los dos. (La naturaleza no se preocupa de como los denominamos, simplemen- 
te sigue actuando.) Esta figura se supone que représenta carbono que se quema en 
oxigeno. En el caso del oxigeno, dos âtomos de oxigeno estân unidos muy fuerte- 
mente. (<,Por qué no se unen très o cuatro? Esta es una de las caracteristicas muy 
peculiares de taies procesos atômicos. Los âtomos son muy especiales: les gustan 
ciertas estructuras particulares, ciertas direcciones particuiares, etc. Es el trabajo 
de la fisica analizar por qué cada uno quiere lo que quiere. En todo caso, dos àto- 
mos de oxigeno forman, saturados y contentos, una molécula.) 

Se supone que los âtomos de carbono estàn en un cristal sôlido (que podria ser 
grafito o diamante*). Ahora, por ejemplo, una de las moléculas de oxigeno puede 
pasarse al carbono y cada âtomo puede tomar un âtomo de carbono y salir volando 
en una nueva combinaciôn -"carbono oxigeno”- que es una molécula del gas llama- 
do monôxido de carbono. Se le da el nombre quimico CO. Esto es muy sencillo: 
las letras "CO” son prâcticamente el dibujo de aquella molécula. Pero el carbono 
atrae al oxigeno mucho mâs que el oxigeno al oxigeno o el carbono al carbono. Pue¬ 
de ser que el oxigeno llegue a este proceso con muy poca energia, pero el oxigeno y 
el carbono se unirâ con tremenda violencia y conmociôn y todo lo que estâ cerca 
de ellos captarà esta energia. De este modo se généra una cantidad grande de ener¬ 
gia de movimiento, energia cinética. Esto es, desde luego, quemar: obtener calor de la 
combinaciôn del oxigeno y el carbono. El calor se tiene generalmente en forma de 
movimiento molecular del gas caliente, pero en ciertas circunstancias puede ser tan 
enorme que généra luz. Asi es como se obtienen las llamas. 


Ademàs, el monôxido de carbono no estâ satisfecho del todo. Le es posible ligar 
otro oxigeno, de manera que podemos tener una reacciôn mucho mâs complicada en 
la cual el oxigeno se combina con el carbono, mientras que al mismo tiempo 


* Se puede quemar un diamante en el aire. 
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se lleva a cabo una colisiôn con una molécula de monôxido de carbono. Podria unirseun 
âtomo de oxigeno al CO y formar finalmente una molécula compuesta por un car¬ 
bono y dos oxigenos, que se désigna por C0 2 y que se llama diôxido de carbono. 
Si quemamos el carbono con muy poco oxigeno en una reacciôn muy râpida (por 
ejemplo, en un motor de automôvil, donde la explosion es tan ràpida que no le que- 
da tiempo para formar diôxido de carbono), se forma una cantidad considérable de 
monôxido de carbono. En muchos de estos nuevos arreglos se libéra una cantidad 
bastante grande de energia, produciendo explosiones, Hamas, etc., segûn la reacciôn 
Los quimicos han estudiado estas combinaciones de àtomos, y han encontrado que 
todas las sustancias son algûn tipo de combinaciones de àtomos. 

Para ilustrar esta idea, consideremos otro ejemplo. Si entramos en un campo 
de pequenas violetas, sabemos cuâl es su “olor”. Es un cierto tipo de molécula, o 
combinaciôn de àtomos, que ha entrado en nuestras narices. Antes que nada, icômo 
pudo llegar hasta alli? Es bastante sencillo. Si el olor es algûn tipo de molécula en 
el aire, que se agita en todos los sentidos y siendo chocada a cada trecho, podria 
haber entrado accidentalmente en nuestras narices. Ciertamente no tiene ningôn de- 
seo particular de entrar en nuestra nariz. Es solamente una parte desvalida de un 
tumulto de moléculas, y en su vagar sin rumbo este pedazo de materia résulta que 
se encuentra en la nariz. 

Ahora bien, los quimicos pueden tomar moléculas particulares como el olor 
a violetas, analizarlas y decirnos cuàl es el ordenamiento exacto de los àtomos 
en el espacio. Sabemos que la molécula de diôxido de carbono es recta y simétrica: 
O-C-O. (Esto puede ser determinado fâcilmente también por medios fisicos.) Sin em¬ 
bargo, aun para las combinaciones enormemente màs complicadas de àtomos que hay 
en la quimica, uno puede mediante un largo y notable proceso de trabajo detectivesco, 
hallar la combinaciôn de los àtomos. La figura 1-9 représenta el aire en la cercania 
de una violeta; de nuevo encontramos nitrôgeno y oxigeno en el aire, y vapor de agua. 
(i,Por qué hay vapor de agua? Porque la violeta està hùmeda. Todas las plantas 
transpiran.) Pero también vemos un "monstruo'' compuesto por àtomos de carbono, 
àtomos de hidrôgeno y àtomos de oxigeno, que han tomado una cierta forma espe- 
cial para ordenarse. Es una ordenaciôn mucho màs complicada que la del diôxido 
de carbono; es, en efecto. una combinaciôn enormemente complicada. Desgraciada- 
mente no podemos representar todo lo- que realmente se conoce de ella quimicamen- 
te. porque la combinaciôn précisa de todos los àtomos se conoce en realidad en 
très dimensiones, mientras que nuestro dibujo es solamente en dos. Los seis carbo- 
nos que forman un anillo no forman un anillo piano, sino una especie de anillo 
“arrugado". Todos sus àngulos y distancias son conocidos. De este modo una 
formula quimica es solo una representaciôn de la molécula. Cuando un quimico es- 
cribe una de esas cosas en el pizarrôn. trata de "dibujar”, hablando llanamente, en dos 
dimensiones. Por ejemplo, nosotros vemos un "anillo'' de seis carbonos y una "ca- 
dena” de carbonos colgando en el extremo. con un oxigeno en segundo lugar desde 
el extremo, très hidrôgenos unidos a un carbono. dos carbonos y très hidrôgenos 
asomados por aqui, etc. 

^,Cômo encuentra el quimico cuàl es la combinaciôn? Mezcla botellas llenas de 
materiales y, si se vuelve rojo, le dice que consiste de un hidrôgeno y dos carbonos 
ligados aqui; si por otra parte se vuelve azul. se trata de un asunto totalmente di- 
ferente. Este es uno de los trabajos detectivescos màs fantàsticos que se haya hecho 
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nunca —la quimica orgânica—. Para descubrir el ordenamiento de los àtomos en estas 
combinaciones tan enormemente complicadas, el quimico se fija en lo que sucede si 
mezcla dos sustancias diferentes. El fisico jamàs creeria que el quimico sabe de lo 
que està hablando cuando describe las combinaciones de los àtomos. Por unos vein- 
te anos ha sido posible en algunos casos observar estas moléculas (no tan compli¬ 
cadas como ésta, pero algunas que contienen parte de ella) mediante un método 
fisico, y ha sido- posible localizar cada àtomo, no mirando colores, sino midiendo 
donde estân. jY admirense!, los quimicos casi siempre estàn en lo cierto. 

Résulta, en efecto, que en el olor de las violetas hay très moléculas levemente 
diferentes, que se diferencian solamente en la ordenaciôn de los àtomos de hidrô¬ 
geno. 

Un problema de la quimica es darle nombre a una sustancia, de manera que 
sepamos lo que es. jEncuentre un nombre para esta forma! El nombre no solamente 
debe dar idea de la forma, sino decir ademàs que aqui hay un âtomo de oxigeno, 
alla un hidrôgeno -exactamente lo que es cada àtomo y donde està colocado- Asi 
podemos apreciar que los nombres quimicos deben ser complejos para que sean 
completos. Ustedes ven que el nombre de esta cosa en su forma màs compléta que les 
indique la estructura es 4 - (2, 2, 3, 6 tetrametil - 5 - ciclohexanil) - 3 - buteno - 2 - 
ona, y eso les dice que ésta es su ordenaciôn. Podemos apreciar las dificultades que 
tienen los quimicos, y también apreciar las razones para usar nombres tan largos. 
jNo es que ellos deseen ser oscuros, sino que tienen un problema extremadamente 
dificil al tratar de describir las moléculas en palabras! 
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Fig. 1-10. La sustancia representada es 


i,Cômo sabemos que existen los àtomos? Mediante los trucos mencionados an- 
teriormente: hacemos la hipôtesis de que existen àtomos, y uno tras otro resultado 
sale como lo hemos predicho, tal como deberia ser si las cosas estân hechas de âto- 
mos. Hay ademàs evidencias algo màs directas, un buen ejemplo de lo cual es lo 
siguiente: los àtomos son tan pequenos que no se pueden ver con un microscopio 
ôptico -de hecho, ni siquiera con un microscopio electrônico -. (Con un microsco¬ 
pio ôptico solo pueden verse objetos que son mucho màs grandes.) Ahora, si los 
àtomos estàn continuamente en movimiento, digamos en agua, y colocamos una 
pelota grande de algûn material en el agua, una pelota mucho màs grande que los 
àtomos, la pelota se moverà en todas direcciones -muy parecido a un juego de pe¬ 
lota donde mucha gente trata de empujar una pelota muy grande- La gente empuja 
en direcciones diferentes, y la pelota se mueve por el campo con una trayectoria 
irregular. Asi, del mismo modo, la "pelota grande” se moverà por las desigualdades 
de las colisiones de un lado para el otro, de un instante al siguiente. Por eso, si mi- 
ramos particulas muy pequenas (coloides) en agua a través de un microscopio ex- 
celente, vemos 
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una agitaciôn perpétua de las particulas que es el resultado del bombardeo de los 
âtomos. Esto se llama movimiento browniano. 

Podemos ver otra evidencia mâs de la existencia de los âtomos en la estructura 
de los cristales. En muchos casos las estructuras deducidas por anâlisis de rayos X 
estân de acuerdo en sus “formas” espaciales con la forma que realmente presentan 
los cristales tal como se encuentran en la naturaleza. Los ângulos entre las diferen- 
tes "caras” de un cristal concuerdan, a menos de segundos de arco, con los ângulos 
deducidos suponiendo que un cristal està formado por muchas “capas” de âtomos. 

Todo esta formado por âtomos. Esta es la hipôtesis clave. La hipôtesis mâs im¬ 
portante de toda la biologia, por ejemplo, es que todo lo que hacert los animales, 
lo hacen los âtomos. En otras palabras, no hay nada que hagan los seres vivientes 
que no pueda ser entendido desde el punto de vista de que estân heehos de âtomos 
que actûan segûn las leyes de la fisica. Esto no se conocia desde un comienzo: fue 
necesaria alguna experimentaciôn y teorizacion para sugerir esta hipôtesis, pero aho 
ra es aceptada, y es la teoria mâs ùtil para producir nuevas ideas en el campo de la 
biologia. 

Si un trozo de acero o un trozo de sal, que consisten de âtomos uno junto al 
otro, puede tener propiedades tan interesantes; si el agua -que no es sino estas pe- 
quenas gotitas, kilômetros y kilômetros de lo mismo sobre la tierra- puede formar 
olas y espuma y hacer ruidos de torrente y figuras extranas cuando corre sobre ce- 
mento; si todo esto, toda la vida de una corriente de agua, puede ser nada mâs que 
una pila de âtomos, jcuànto mâs es posible? Si en lugar de arreglar los âtomos en 
alguna estructura defmida, que se repita una y otra vez, siempre de nuevo, o incluso 
formando pequenos grupos complejos tal como en el olor de las violetas, hacemos 
una combination que es siempre diferente de lugar a lugar, con diferentes tipos de 
âtomos combinados de muchas maneras que cambian continuamente, no repitiéndo- 
se, ^cuânto mâs maravillosamente es posible que este objeto se comporte? ^.Es posi¬ 
ble que este “objeto” que camina de un lado a otro frente a ustedes hablândoles, 
sea un gran montôn de estos âtomos en un arreglo muy complejo, de modo que su 
mera complejidad hace vacilar la imaginaciôn acerca de lo que puede hacer? Cuan¬ 
do decimos que somos un montôn de âtomos, no queremos decir que somos mera- 
mente un montôn de âtomos, porque un montôn de âtomos que no se repiten del 
uno al otro podria muy bien tener las posibilidades que ven frente a ustedes en el 
espejo. 
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2-1 Introducciôn 

En este capitulo examinaremos las ideas mâs fundamentales que tenemos sobre 
la fisica -la naturaleza de las cosas como las vemos en el présente- No discutire- 
mos la historia de cômo sabemos que todas estas ideas son verdaderas; ustedes 
aprenderân estos detalles a su debido tiempo. 

Las cosas de las’ cuales nos preocupamos en ciencia se presentan en miriadas 
de formas y con una multitud de atributos. Por ejemplo, si estamos parados en la 
playa y observamos el mar, vemos agua, el romper de las olas, la espuma, el movi¬ 
miento chapoteante del agua, el sonido, el aire, los vientos y las nubes, el sol y el 
cielo azul y luz; hay alli arena y rocas de diferente dureza y duraciôn, color y tex- 
tura. Hay animales' y algas, hambre y enfermedad, y el observador en la playa; pue¬ 
de haber aun felicidad y pensamientos. Cualquier otro lugar en la naturaleza tiene 
una variedad similar de cosas e influencias. Siempre serâ tan complicado como 
aquello, cualquiera que sea el lugar. La curiosidad exige que formulemos preguntas, 
que intentemos enlazar las cosas y tratemos de entender esta multitud de aspectos 
tal como resultan quizâs de la acciôn de un numéro relativamente pequeno de cosas 
elementales y fuerzas que actùan en una variedad infinita de combinaciones. 

Por ejemplo: ^Es la arena diferente a las rocas? Es decir, ^es la arena quizâs 
nada mâs que un gran numéro de piedras muy diminutas? ( ',Es la luna una gran 
roca? Si entendiéramos las rocas, (.entenderiamos también la arena y la luna? i,Es 
el viento un chapoteo del aire anâlogo al movimiento chapoteante del agua en el 
mar? ^Qué caracteristicas comunes tienen los diferentes movimientos? iQuè es co- 
mün a las diferentes clases de sonido? ^Cuàntos colores diferentes existen? Y asi 
en tantas otras cosas. De esta manera tratamos de analizar gradualmente todas las 
cosas, de enlazar cosas que a primera vista parecen diferentes, con la esperanza de 
poder reducir el numéro de cosas diferentes y de esta manera comprenderlas mejor. 

Hace algunos cientos de afios, se estableciô un método para encontrar respuestas 
parciales a estas interrogantes. Observaciôn, razonamiento y experimentaciôn cons- 
tituyen lo que llamamos el método cientifico. Tendremos que limitarnos a una mera 
descripciôn de nuestro punto de vista bàsico de lo que a veces se llama fisica fon¬ 
damental, o ideas fundamentales que han surgido de la aplicaciôn del método cien¬ 
tifico. 
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éQué queremos decir por "comprender” algo? Podemos imaginar que este con- 
junto complicado de cosas en movimiento, que constituyen "el mundo”, es algo 
como un enorme juego de ajedrez jugado por dioses y nosotros somos observadores 
del juego. No conocemos las réglas del juego; la ùnico que nos està permitido es 
observar el juego. Por cierto, si observamos un tiempo suficiente, podemos even- 
tualmente darnos cuenta de alguna de las réglas. Son las réglas del juego lo que 
entendemos por fisica fundamental. Sin embargo, aun si entendiéramos todas las 
réglas, podriamos no estar en condiciones de comprender por qué se hace un mo¬ 
vimiento particular en el juego, meramente porque es demasiado complicado y nues- 
tras mentes son limitadas. Si ustedes juegan ajedrez, deberàn saber que es fàcil 
aprender todas las réglas, y aun asi es a veces muy dificil seleccionar la mejor juga- 
da o comprender por qué un jugador mueve de una manera determinada. Asi es 
en la naturaleza, solo que en mayor grado; pero en ûltima instancia podriamos en- 
contrar todas las réglas. En realidad, no tenemos ahora todas las réglas. (Alguna 
vez en algûn momento puede suceder algo como el enroque que todavia no com- 
prendemos.) Aparté de no conocer todas las réglas, lo que podemos explicar real- 
mente a base de aquellas réglas es muy limitado, porque casi todas las situaciones 
son tan enormemente complieadas que no podemos seguir las jugadas usando las 
réglas, mucho menos decir qué sucederà a continuaciôn. Debemos, por lo tanto. 
limitarnos al problema màs bàsico de las réglas del juego. Si conocemos las réglas, 
consideramos que "comprendemos” el mundo. 

£,Cômo podemos decir si las réglas que "adivinamos” son realmente correctas, 
si no podemos analizar el juego muy bien? Existen, hablando a grandes rasgos, très 
maneras. Primero, pueden existir situaciones donde la naturaleza se las ha arreglado, 
o nosotros arreglamos la naturaleza, para ser simple y tener tan pocas partes que 
podamos predecir exactamente lo que va a suceder, y de esta manera comprobar 
cômo funcionan nuestras réglas. (En una esquina del tablero puede haber solamente 
unas pocas piezas de ajedrez en juego y eso lo podemos descifrar exactamente.) 

Una segunda manera ûtil para comprobar réglas es en términos de réglas menos 
especificas derivadas de. aquéllas. Por ejemplo, la régla del movimiento de un alfil 
sobre un tablero de ajedrez es que se mueve solamente en diagonal. Se puede dedu- 
cir, sin importar cuântos movimientos se hayan realizado, que un cierto alfil estarâ 
siempre sobre un cuadro blanco. Asi, sin estar en condiciones de seguir los detalles, 
podemos comprobar siempre nuestra idea acerca del movimiento del alfil, averiguan- 
do si esta siempre sobre un cuadro blanco. Por supuesto que estarà alli por largo 
tiempo, hasta que de subito encontramos que esta sobre un cuadro negro. (Lo que 
sucediô, por supuesto, es que en el interin fue capturado, otro peôn atravesô para ser 
coronado y se transformé en un alfil sobre un cuadro negro.) Asi son las cosas en 
fisica. Por mucho tiempo tendremos una régla que funciona excelentemente en forma 
global, incluso cuando no podemos captar los detalles, y luego en algûn momento 
podemos -descubrir una nueva régla. Desde el punto de vista de la fisica bâsica, los 
fenômenos màs interesantes se encuentran, por supuesto, en las partes nuevas, las 
partes donde las réglas no funcionan — jno las partes donde realmente funcionan!—. 
Es de esta manera como descqbrimos réglas nuevas. 

La tercera manera de decir si nuestras ideas son correctas es relativamente tos- 
ca, pero probablemente la màs poderosa de todas. Esto es, en forma aproximada. 
Aunque no seamos capaces de decir por qué Alekhine mueve esa pieza particular, 
quizàs podamos entender de algûn modo que esta juntando sus piezas alrededor del 
rey para protegerlo, màs o menos, ya que es lo sensato hacer en estas circunstan- 
cias. De la 


misma manera podemos a menudo comprender la naturaleza, màs o menos, sin que 
seamos capaces de ver qué hace cada pequefia pieza en términos de nuestra com- 

prensiôn del juego. 

En un comienzo los fenômenos de la naturaleza se dividieron aproximadamente 
en clases, como el calor, la electricidad, la mecânica, el magnetismo, las propiedades 
de sustancias, los fenômenos quimicos, la luz o la ôptica, los rayos X, la fisica nu- 
clear, la gravitaciôn, los fenômenos mesônicos, etc. Sin embargo, el objetivo es ver 
la naturaleza compléta como diferentes aspectos de un conjunto ûnicade fenômenos. 
Este es el problema bàsico de la fisica teôrica de hoy —encontrar las leyes que hay 
detrâs del experimento; amalgamar estas clases—. Histôricamente hemos sido capa¬ 
ces siempre de amalgamarlas. pero con el transcurso del tiempo se encuentran cosas 
nuevas. Estàbamos amalgamando muy bien, cuando de repente se descubrieron los 
rayos X. Entonces amalgamamos un poco màs y se encontraron los mesones. Por 
lo tanto, en cada etapa del juego éste parece siempre bastante confuso. Mucho està 
amalgamado, pero siempre existen muchos alambres o hilos colgando en todas las 
direcciones. Esta es hoy la situaciôn que trataremos de describir. 

Algunos ejemplos histôricos de amalgamaciôn son los siguientes. Tômese pri¬ 
mero el calor y la mecânica. Cuando los àtomos estàn en movimiento, mientras 
màs movimiento màs calor contiene el sistema y asi el calor v todos los efectos tér- 
micos pueden representarse por las leyes de la mecânica. Otra tremenda amalgama¬ 
ciôn fue el descubrimiento de la relaciôn entre la electricidad, el magnetismo y la 
luz, que se encontrô que eran aspectos diferentes de una misma cosa, que llamamos 
hoy dia el campo eleep>6magnétieo. Otra amalgamaciôn es la unificaciôn de los fe¬ 
nômenos quimicos, de las diversas propiedades de las diferentes sustancias y el com- 
portamiento de las particulas atômicas, que està en la mecânica cuântica de la qui- 
mica. 

La pregunta es, por supuesto, ^serà posible amalgamar todo y descubrir solo 
que este mundo représenta aspectos diferentes de una cosa? Nadie lo sabe. Todo 
lo que sabemos es que, si proseguimos, encontramos que podemos amalgamar partes 
y entonces encontramos algunas partes que no ajustan y seguimos tratando de ar- 
mar el rompecabezas. Si existe un numéro finito de partes y aun si existe un limite 
para el rompecabezas, es, por supuesto, desconocido. Nunca se sabrà, hasta que ha- 
yamos terminado el cuadro, si es que lo logramos. Lo que deseamos hacer aqui es 
ver hasta qué punto ha avanzado este proceso de amalgamaciôn y cuàl es la situa¬ 
ciôn présenté en la comprensiôn de fenômenos bàsicos en términos del conjunto 
màs reducido de principios. Para expresario de una manera màs simple, £de que 
estàn hechas las cosas y cuântos elementos hay? 


2-2 La fisica antes de 1920 

Es un poco dificil empezar de inmediato con el panorama présenté: asi. pues, 
veremos primero cômo se veian las cosas alrededor de 1920 y después extraeremos 
algunas cosas de esta imagen. Antes de 1920 nuestra imagen del mundo era algo 
como esto: el "escenario" en que el universo se desarrolla es el espaeiu tridimen 
sional de la geometria. como fue descrito por Euclides. y las cosas cambian en un 
medio llamado tiempo. Los elementos en el escenario son particulas, por ejemplo. 
los àtomos, que tienen algunas propiedades. Primero. la propiedad de la inercia: si 
una particula se mueve, sigue moviéndose en la misma direcciôn, a menos que//«?/ - 
zas actüen sobre ella. El segundo elemento lo constituyen entonces las fuerzas, que 
entonces se creia 
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eran de dos variedades: primero un tipo enormemente complicado y detallado 
de fuerza de interacciôn que mantiene los diversos àtomos en diferentes com- 
binaciones de una manera complicada, que determinaba si la sal se disolvia mâs 
ràpidamente o mâs lentamente cuando aumentamos la temperatura. La otra fuerza 
que se conocia era una interacciôn de largo alcance -una atracciôn suave y tran- 
quila- que variaba inversamente con el cuadrado de la distancia y que se llamô gra¬ 
vitation. Esta ley se conocia y era muy simple. Por qué las cosas se mantienen en 
movimiento cuando se estân moviendo o por qué existe una ley de gravitaciôn, era 
desconocido, por supuesto. 

Una descripciôn de la naturaleza es lo que nos interesa aqui. Desde este punto 
de vista, entonces, un gas y por cierto toda la materia, es una miriada de particulas 
en movimiento. De esta manera, muchas de las cosas que hemos visto mientras per- 
maneciamos de pie a la orilla del mar pueden ser relacionadas inmediatamente. Pri¬ 
mero la presiôn : ésta proviene de los choques de los àtomos con las paredes, o lo 
que sea; el desplazamiento de los àtomos, si en general se mueven todos en una di- 
recciôn, es el viento; los movimientos internos al azar son el calor. Existen ondas 
de exceso de densidad, donde se han juntado demasiadas particulas, y asi, a medida 
que se desçomprimen, provocan màs allâ apilamientos de particulas y asi sucesiva- 
mente. Esta onda de exceso de densidad es el sonido. Es un logro tremendo ser ca- 
paz de entender tanto. Algunas de estas cosas fueron descritas en el capitulo an- 
terior. 

ôQué clase de particulas existen? En aquel tiempo se consideraban que existian 
92: a la larga se encontraron 92 clases diferentes de àtomos. Tenian nombres dife¬ 
rentes asociados con sus propiedades quimicas. 

La parte siguiente del problema era, iqué son las fuerzas de corto alcance? <,Por 
qué el carbono atrae un oxigeno, o quizâs dos oxigenos, pero no très oxigenos? 
iCuâl es el mecanismo de interacciôn entre los àtomos? iSerâ la gravitaciôn? La 
respuesta es no. La gravedad es demasiado débil. Pero imaginemos una fuerza anâ- 
loga a la gravedad, que varia inversamente con el cuadrado de la distancia, pero 
enormemente mâs poderosa y que tiene una diferencia. En la gravedad, todo atrae 
a todo, pero ahora imaginemos que existen dos clases de “cosas”, y que esta nueva 
fuerza (que es, por supuesto, la fuerza eléctrica) tiene la propiedad que los iguales 
se repelen y que los desiguales se atraen. La “cosa” que lleva esta interacciôn fuerte 
se llama carga. 

Entonces, £qué es lo que tenemos? Supôngase que tenemos dos desiguales que 
se atraen entre si, uno positivo y uno negativo, y que quedan unidos a una distancia 
muy corta. Supôngase que tenemos otra carga a cierta distancia. ^Sentirâ ella al- 
guna atracciôn? Prâcticamente no sentirâ ninguna, porque si las dos primeras son 
iguales en magnitud, la atracciôn de una y la répulsion de la otra se compensan. 
Por lo tanto, hay muy poca fuerza a cualquier distancia apreciable. Por otra parte, 
si nos acercamos mucho con la carga extra, surge atracciôn, porque la répulsion de 
las iguales y la atracciôn de las desiguales tenderâ a acercar las desiguales y a se- 
parar las iguales. Entonces la répulsion serà menor que la atracciôn. Esta es la razôn 
de que los àtomos que estân constituidos por cargas eléctricas positivas y negativas 
sienten una fuerza muy débil cuando estân separados por una distancia apreciable 
(aparté de la gravedad). Cuando se acercan mucho, cada una puede “mirar el inte- 
rior” de la otra y reordenar sus cargas, con el resultado de que tienen una interac¬ 
ciôn muy fuerte. La base ültima de la interacciôn entre los àtomos es eléctrica. Ya 
que esta luerza es tan enorme, todos los positivos y todos los negativos se juntaràn 
normalmente en una 
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combinaciôn tan intima como sea posible. Todas las cosas, aun nosotros mismos, 
estân hechas de partes positivas y negativas finamente granuladas que interactüan 
de manera enormemente fuerte, todas perfectamente compensadas. A veces por acci¬ 
dente, podemos quitar por frotamiento unos pocos negativos o unos pocos positivos 
(corrientemente es mâs fâcil quitar los negativos) y en esas circunstancias encon- 
tramos la fuerza eléctrica no compensada y entonces podemos ver los efectos de 
estas atracciones eléctricas. 

Para dar una idea de cuànto mâs fuerte es la electricidad que la gravitaciôn, 
considérese dos granos de arena, de un milimetro de diâmetro, separados trèinta 
métros. Si la fuerza entre ellos no estuviera compensada, si todo atrae a todo, en 
vez de repelerse los iguales, de modo que no haya cancelaciôn, ^cuânta fuerza ha- 
brâ? jHabrâ una fuerza de très millones de toneladas entre ambos! Ven que hay 
muy, pero muy poco exceso o déficit en el numéro de cargas negativas o positivas 
necesarias para producir efectos eléctricos apreciables. Esta es, ciertamente, la razôn 
por qué ustedes no pueden ver la diferencia entre una cosa cargada eléctricamente o 
sin carga -tan pocas particulas entran en juego que es dificil que produzcan una 
diferencia en el peso o en el tamano de un objeto. 

Con esta imagen los àtomos eran mâs fâciles de comprender. Se imaginaba que 
tienen un “nûcleo” en el centra, que estâ cargado electropositivamente y es muy 
pesado, y el nûcleo estâ rodeado por cierto numéro de “electrones”, que son muy 
livianos y estân cargados negativamente. Ahora avanzamos un poco mâs en nuestra 
historia para hacer notar que en el nûcleo mismo se encontraron dos clases de par¬ 
ticulas, protones y neutrones, casi del mismo peso y muy pesados. Los protones 
estân cargados eléctricamente y los neutrones son neutros. Si tenemos un âtomo con 
seis protones en el interior de su nûcleo y éste estâ rodeado por seis electrones (las 
particulas negativas en el mundo ordinario de la materia son todos electrones, y és- 
tos son muy livianos comparados con los protones y neutrones que constituyen los 
nûcleos), éste séria el nûmero atômico seis en la tabla de la quimica, y se llama car¬ 
bono. El nûmero atômico ocho se llama oxigeno, etc., porque las propiedades qui¬ 
micas dependen de los electrones externos y, en realidad, solo de cuàntos electrones 
hay. Asi las propiedades quimicas de una sustancia dependen solo de un nûmero, el 
nûmero de electrones. (La lista compléta de elementos de los quimicos podria haber- 
se realmente denominado 1, 2, 3, 4, 5, etc. En vez de decir “carbono” podriamos 
decir “elemento seis”, signifïcando esto seis electrones; pero, por supuesto, cuando 
los elementos fueron descubiertos, no se sabia que pudieran ser numerados de esta 
manera, y en segundo lugar haria aparecer todo màs bien complicado. Es mejor 
tener nombres y simbolos para estas cosas, mâs bien que indicar todo por un nû¬ 
mero.) 


Se descubriô aûn màs acerca de las fuerzas eléctricas. La interpretaciôn natural 
de la interacciôn eléctrica es que dos objetos simplemente se atraen: positivo contra 
negativo. Sin embargo, se descubriô que esto era una idea inadecuada para repre- 
sentarla. La représentation mâs adecuada de la situaciôn es afirmar que la existencia 
de la carga positiva en cierto sentido distorsiona o créa una “condiciôn” en el es- 


pacio, tal, que si introducimos una carga negativa, ella siente una fuerza. Esta po- 
tencialidad para producir una fuerza se llama campo eléctrico. Cuando colocamos 
un electrôn en un campo elécMco decimos que “tira de él”. Tenemos entonces dos 
réglas: (a) las cargas producjHin campo y (b) las cargas en campos experimentan 
fuerzas y se mueven. La razïBpara esto se aclararà cuando discutamos el siguiente 
fenômeno: si cargamos eléctrlBiente un cuerpo. 
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digamos un peine, y después colocamos un trozo de papel cargado a cierta distancia y move- 
mos el peine de atrâs para adelante, el papel responderâ apuntando siempre hacia el peine. Si 
lo agitamos màs ràpidamente se descubrirà que el papel se queda un poco mâs atrâs, hayun 
retardo en la acciôn. (En la primera etapa, cuando movemos el peine mâs bien len- 
tamente, encontramos una complicaciôn que es el magnetismo. Las influencias mag- 
néticas tienen que ver con cargos en movimiento relativo, por lo que las fuerzas 
magnéticas y eléctricas pueden ser realmente atribuidas a un campo, como dos as- 
pectos diferentes de exactamente una misma cosa. Un campo eléctrico variable no 
puede existir sin magnetismo.) Si retiramos mâs el papel cargado, el retraso es ma- 
yor. Entonces se observa algo interesante. A pesar de que las fuerzas entre dos obje- 
tos cargados deberian variar inversamente con el cuadrado de la distancia, se en- 
cuentra que cuando agitamos la carga la influencia se extiende mucho mâs alla de 
lo que podriamos suponer a primera vista. Esto es, el efecto decrece mucho mâs 
lentamente que la inversa del cuadrado. 

Hay aqui una analogia: si estamos en una piscina y hay muy cerca un corcho 
flotando, podremos moverlo "directamente” empujando el agua con otro corcho. 
Si ustedes miran solamente ambos corchos, todo lo que verân es que uno se mueve 
inmediatamente en respuesta al movimiento del otro -existe algûn tipo de “inter¬ 
action ” entre ellos- Por cierto, lo que realmente hacemos es perturbar el agua; el 
agua perturba entonces el otro corcho. Podriamos establecer entonces una "ley”: 
si usted empuja un poco el agua, un objeto prôximo en el agua se moverà. Si estu- 
viera mâs alejado, por supuesto, el segundo corcho apenas se moveria, porque mo¬ 
vemos localmente el agua. Por otra parte, si agitamos el corcho, un nuevo fenômeno 
estarâ implicado, en el cual el movimiento del agua mueve el agua alli, etc. y se 
propagan ondas; asi que por agitaciôn hay una influencia de mucho mayor alcance; 
una influencia oscilatoria, que no puede ser comprendida a partir de la interacciôn 
directa. Por lo tanto, la idea de interacciôn directa debe reemplazarse por la exis- 
tencia del agua, o en el caso eléctrico, por lo que llamamos el campo electromag- 
netico. 

El campo electromagnético puede transportar ondas; algunas de estas ondas 
son luz; otras se usan en radiodifusiôn, pero el nombre general es ondas electro- 
magnéticas. Estas ondas oscilatorias pueden tener varias frecuencias. Lo ûnico que 
es realmente diferente de una a otra onda es la frecuencia de oscilaciôn. Si sacudi- 
mos una carga de aqui para alla mâs y mâs ràpidamente y observamos los efectos, 
obtenemos toda una sérié de diferentes tipos de efectos, que estân unificados por 
la especificaciôn „e un solo numéro, el numéro de oscilaciones por segundo. La 
“captaciôn” comun que obtenemos de las corrientes eléctricas de los circuitos en 
las paredes de un edificio tiene una frecuencia de alrededor de cien ciclos por se¬ 
gundo. Si aumentamos la frecuencia a 500 o 1000 kilociclos (un kilociclo = 1000 
ciclos) por segundo, estamos "en el aire”, ya que éste es el intervalo de frecuencias 
que se usa para radiodifusiôn. (jPor supuesto, ello no tiene nada que ver con el aire! 
Podemos tener radiodifusiôn sin aire alguno.) Si aumentamos nuevamente la frecuen¬ 
cia, liegamos al intervalo que es usado para FM y TV. Yendo aùn mâs allâ, usamos 
ciertas ondas cortas, por ejemplo para radar. Aùn mâs altas, ya no necesitamos un 
instrumento para “ver” la cosa, podemos verla con el ojo humano. En el intervalo 
de frecuencias de 5 x 10 14 a 5 x 10 15 ciclos por segundo nuestros ojos verian la 
oscilaciôn del peine cargado, si lo pudiéramos sacudir asi de ràpidamente, como 
luz roja, azul o violeta, dependiendo de la frecuencia. Las frecuencias 


Tabla 2-1 


El espectro electromagnético 


Frecuencia en 
oscilaciones/ seg. 

Nombre 

Comportamiento 

aproximado 

10 2 

Perturbaciôn eléctrica 

Campo 

5 x 10 5 - 10 6 

Radiodifusiôn j 


10 8 

FM - TV i 

Ondas 

10 10 

Radar 

5 x 10 14 - 10 15 

Luz J 


10 18 

Rayos X j 


10 2 ‘ 

Rayos y nucleares 

Particula 

10 24 

Rayos y artificiales 

10 27 

Rayos y en rayos 
côsmicos 



por debajo de este intervalo se llaman infrarrojo y por encima, ultravioleta. El hecho de que 
podamos ver dentro de un intervalo particular de frecuencias no hace mâs impre- 
sionante esa parte del espectro electromagnético que las otras desde el punto de vista 
fisico, pero desde el punto de vista humano, por supuesto, es mâs interesante. Si subi- 
mos aùn mâs la frecuencia, obtenemos rayos X. Los rayos X no son otra cosa que 
luz de muy alta frecuencia. Si subimos todavia mâs, obtenemos rayos gamma. Estos 
dos términos, rayos X y rayos gamma, se usan casi en forma sinônima. Comûnmen- 
te los rayos electromagnéticos provenientes de los nucleos se llaman rayos gamma, 
mientras que los de alta energia de los àtomos.se llaman rayos X, pero a la misma 
frecuencia son fisicamente indistinguibles, cualquiera que sea su origen. Si vamos 
a frecuencias todavia mâs altas, digamos 10 24 ciclos por segundo, encontramos que 
podemos producir esas ondas artificialmente, por ejemplo con el sincrotrôn aqui en 
el Caltech. Podemos encontrar ondas electromagnéticas con frecuencias estupenda- 
mente altas -con oscilaciones aûn mil veces mâs râpidas- en las ondas encontradas 
en los rayos côsmicos. Estas ondas no pueden ser controladas por nosotros. 


2-3 Fisica cuântica 

Una vez descrita la idea del campo electromagnético y que este campo puede 
transportar ondas, pronto nos damos cuenta que estas ondas se comportan real¬ 
mente de una manera extrana, que tienen una apariencia muy poco ondulatoria. 
;A frecuencias mâs elevadas se comportan mucho mâs como particulas! Es la me 
cânica cuântica descubierta poco después de 1920 que explica este comportamiento 
extrano. En los ahos anteriores a 1920 la imagen del espacio como un espacio tri- 
dimensional, y del tiempo como una cosa separada, fue cambiada por Einstein, pri- 
mero en una combinaciôn que llamamos espacio-tiempo, y después aûn màs en un 
espacio-tiempo curvo, para representar la gravitaciôn. Asi, el "escenario” se cam¬ 
bia a espacio-tiempo y la gravitaciôn es presumiblemente una modificaciôn de! 
espacio-tiempo. Entonces se encpntrô también que las réglas para los movimientos 
de particulas erari incorrectas. Las réglas mecânicas 
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de “inercia” y "fuerzas” estàn equivocadas -las leyes de Newton estân equivocadas- en el 
f mundo de los âtomos. En cambio, se descubriô que las cosas a escala pequeiia no se compor- 

; tan en absoluto como las cosas a escala grande. Esto es lo que hace dificil la fisica -y muy in- 

| teresante- Es dificil porque la manera como se comportan las cosas a escala pequena 

es tan “innatural”; no tenemos experiencia directa de eso. Aqui las cosas se com¬ 
portan de un modo distinto a todo lo que conocemos; asi que es imposible describir 
este comportamiento de ninguna otra manera que no sea la analitica. Esto es dificil 
y requiere mucha imaginaciôn. 

La mecânica cuântica tiene muchos aspectos. En primer lugar, la idea de que 
una particula tiene una ubicaciôn definida y una velocidad definida ya no se acepta 
màs; esto es errôneo. Para dar un ejemplo de lo errada que està la fisica clàsica, 
existe una régla en la mecânica cuântica que dice que no se puede saber simultâ- 
neamente dônde està algûn objeto y a que velocidad se mueve. La indeterminaciôn 
del momentum y la indeterminaciôn de la posiciôn son complementarias y el produc- 
to de ambas es constante. Podemos escribir la ley asi: Ax Ap > h/2n, pero la expli- 
caremos con màs detalles mâs adelante. Esta régla es la explicaciôn de una paradoja 
muy misteriosa: si los âtomos estàn hechos de cargas positivas y negativas, j,por 
qué las cargas negativas no se ubican simplemente sobre las cargas positivas (se 
atraen entre si) y se acercan tanto como para anularse completamente? iPor qué 
son tan grandes los âtomos? ^Por qué està el nûcleo en el centro con los electrones 
a su alrededor? Se pensé en un comienzo que esto era porque el nûcleo era tan 
grande; pero no, el nûcleo es muy pequeno. Un àtomo tiene un diâmetro de alrede¬ 
dor de ÎCT* cm. El nûcleo tiene un diâmetro de alrededor de 10“ 13 cm. Si tuviéramos 
un àtomo y deseâramos ver el nûcleo, tendriamos que aumentarlo hasta que todo 
el àtomo fuera del tamano de una pieza grande y entonces el nûcleo no séria mâs 
que un granito, que apenas se podria distingué con el ojo, pero casi todo el peso 
del àtomo està en ese nûcleo infinitésimal ôQué impide a los electrones caer sim- 
i plemente sobre él? Este principio: si estuvieran en el nûcleo, conoceriamos exacta- 

mente su posiciôn y el principio de incertidumbre requeriria entonces que ellos tuvie- 
ran un momentum muy grande (pero incierto), es decir, una energia cinética muy 
grande. Con esta energia se escaparian del nûcleo. Asi llegan a un acuerdo: se dejan 
un pequeno espacio para esta incertidumbre y entonces se agitan con un cierto mo- 
vimiento minimo, de acuerdo con esta régla. (Recuérdese que cuando se enfria un 
cristal al cero absoluto, deciamos que los âtomos no se detienen, todavia se agitan. 
<,Por qué? Si se detuvieran, sabriamos dônde se encuentran y que tienen movimiento 
nulo, lo cual està contra el principio de incertidumbre. No podemos saber dônde 
estàn y cuàn râpido se mueven, jpor lo tanto deben estar meneândose continuamente 
alli!) 


Otro cambio del mayor interés en las ideas y la filosofia de las ciencias introdu- 
cido por la mecânica cuântica es éste: no es posible predecir exactamente qué suce- 
derâ en cualquier circunstancia. Por ejemplo, es posible disponer un àtomo de ma¬ 
nera que esté a punto de emitir luz y podemos medir cuândo ha emitido luz, recogiendo 
una particula fotônica, que describiremos pronto. Sin embargo, no podemos predecir 
cuândo emitirâ la luz o, con varios âtomos, cuàl es.el que lo harâ. Ustedes podrian 
decir que esto es porque hay algunos "engranajes" internos que no hemos mirado 
suficientemente de cerca. No, no existen engranajes internos; la naturaleza como la 
entendemos hoy se comporta de una manera tal, que es fundamentalmente 


imposible hacer una predicciôn précisa de lo que va a suceder exactamente en un expe- 
rimento dado. Esto es unacosa horrible; en efecto, los filôsofos habian dicho antes que uno 
de los requisitos fundamentales de la ciencia es que siempre que se ponen las mismas 
condiciones debe suceder lo mismo. Esto simplemente no es cierto, no es una con- 
diciôn fundamental de la ciencia. El hecho es que no sucede la misma cosa, que 
podemos encontrar solo un promedio, estadisticamente, de lo que sucede. A pesar 
de todo, la ciencia no se ha derrumbado completamente. A propôsito, los filôsofos 
dicen mucho acerca de lo que es absolutamente necesario para la ciencia, y ello 
résulta siempre, hasta donde uno puede ver, mâs bien ingenuo y probablemente equi- 
vocado. Por ejemplo, algûn que otro filôsofo decia que es fundamental para el lo- 
gro cientifico que si un experimento se realiza, digamos en Estocolmo, y luego el 
mismo experimento se realiza, digamos en Quito, deben encontrarse los mismos re- 
sultados. Esto es totalmente falso. No es necesario que la ciencia haga eso; puede 
ser una realidad de la experiencia, pero no es necesario. Por ejemplo, si uno de 
los experimentos consiste en observar el cielo y ver las auroras boréales en Esto¬ 
colmo, usted no las verâ en Quito; aquél es un fenômeno diferente. "Pero, -dirân 
ustedes-, esto es algo que tiene que ver con el exterior; ^,puede usted encerrarse en 
una caja en Estocolmo, bajar las cortinas y obtener alguna diferencia?" Por supues- 
to. Si tomamos un péndulo con una suspension universal, lo desplazamos y lo solta- 
mos, entonces el péndulo oscilarà casi en un piano, pero no totalmente. Lentamente 
el piano irâ cambiando en Estocolmo, pero no en Quito. Las celosias también estân 
bajas. El hecho que esto ocurra no trae consigo la destrucciôn de la ciencia. ôCuàl 
es la hipôtesis fundamental de la ciencia, la filosofia fundamental? La establecimos 
en el primer capitulo: la ûnica prueba de la validez de cualquier idea es el experi¬ 
mento. Si sucede que la mayoria de los experimentos se verifican lo mismo en Quito 
que en Estocolmo, entonces esta "mayoria de experimentos" se usarâ para formular 
alguna ley general, y de aquellos experimentos que no resulten lo mismo diremos, 
que fueron el resultado del medio en Estocolmo. Inventaremos alguna manera de re- 
sumir los resultados del experimento y no necesitamos que se nos diga con antici- 
paciôn qué aspecto tendrâ esta manera. Si se nos dice que el mismo experimento 
va a dar siempre el mismo resultado, eso està todo muy bien; pero, si cuando lo 
ensayamos, no lo da, entonces no lo da. Debemos simplemente aceptar lo que vemos 
y entonces formular todo el resto de nuestras ideas en términos de nuestra experien¬ 
cia real. 


Volviendo nuevamente a la mecânica cuântica y la fisica fundamental, no pode¬ 
mos entrar en detalles de los principios cuânticos en este momento, por supuesto, 
porque éstos son bastante dificiles de comprender. Supondremos que existen y con- 
tinuaremos describiendo cuàles son algunas de las consecuencias. Una de las con- 
secuencias es que cosas que considerâbamos como ondas, también se comportan 
como particulas y las particulas se comportan como ondas; en efecto, todo se com¬ 
porta de la misma manera. No existe distinciôn entre ondas y particulas. Asi la me¬ 
cânica cuântica unijica la idea de campo y sus ondas y la de particulas, todo en 
una. Ahora bien, es cierto que si la frecuencia es baja, el aspecto de campo del fe¬ 
nômeno es màs évidente, o mâs ütil como una descripciôn màs aproximada en tér¬ 
minos de la experiencia diaria. Pero a medida que la frecuencia aumenta, los aspec¬ 
tos corpusculares del fenômeno se hacen mâs évidentes con el equipo con el que 
hacemos corrientemente las mediciones. En efecto, a pesar de que hemos mencio- 
nado muchas frecuencias, no se ha detectado aûn ningûn fenômeno en el que inter- 
venga directamente una 


L 
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frecuencia por sobre aproximadamente 10 12 ciclos por segundo. Solamente de duc i- 
mos las frecuencias mâs altas a partir de la energia de las particulas, por medio de 
una régla que supone que la idea corpusculo-onda de la mecànica cuàndca es vàlida. 

Asi tenemos un nuevo punto de vista de la interacciôn electromagnética. Tene- 
mos que agregar un nuevo tipo de particule al electrôn, al proton y al neutron. La 
nueva particula se llama foiôn. El nuevo punto de vista de la interacciôn de elec- 
trones y protones, que es la teoria electromagnética, pero con todo cuànticamente 
correcto, se llama electrodinâmica cuântica. Esta teoria fundamental de la interac¬ 
ciôn de luz y materia, o campo eléctrico y cargas, es nuestro mayor éxito hasta aho- 
ra en fisica. En esta sola teoria tenemos todas las réglas bâsicas para todos los 
fenômenos ordinarios, excepto para la gravitaciôn y los procesos nucleares. Por 
ejemplo, de la electrodinâmica cuântica salen todas las leyes eléctricas, mecànicas 
y quimicas conocidas: las leyes para la colisiôn de bolas de billar, el movimiento 
de alambres en campos magnéticos, el calor especifico del monôxido de carbono, 
el color de los letreros de neôn, la densidad de la sal y las reacciones de hidrôgeno 
y oxigeno para producir agua, son todas consecuencias de esta sola ley. Todos estos 
detalles se pueden elaborar si la situaciôn es lo suficientemente simple para que nos 
otros hagamos una aproximaciôn, lo que no sucede casi nunca, pero a menudo po- 
demos comprender mâs o menos lo que estâ sucediendo. En el présente, no se han 
encontrado excepciones a las leyes de la electrodinâmica cuântica fuera del nûcleo 
y no sabemos si hay una excepciôn ahi, porque simplemente no sabemos qué sucede 
en el nûcleo. 

En principio, entonces, la electrodinâmica cuântica es la teoria de toda la qui- 
mica y de la vida, si la vida se reduce en ultima instancia a la quimica y por lo 
tanto precisamente a la fisica, porque la quimica estâ ya reducida (siendo ya cono- 
cida la parte de la fisica que estâ comprendida en la quimica). Mâs aün, la misma 
electrodinâmica cuântica, esta cosa grandiosa, predice muchas cosas nuevas. En 
primer lugar da las propiedades de fotones de muy alta energia, rayos gamma, etc. 
Predijo otra cosa muy notable: ademâs del electrôn, deberia haber otra particula 
de la misma masa, pero de carga opuesta, llamada positron, y esas dos, al encon- 
trarse, pueden aniquilarse entre si, con la émision de luz o rayos gamma. (Después 
de todo, luz y rayos gamma son lo mismo, son solo puntos diferentes sobre una 
escala de frecuencias.) La generalizaciôn de esto, que para cada particula existe una 
antiparticula, résulta ser cierta. En el caso de los electrones, la antiparticula tiene 
otro nombre -se llama positron, pero para la mayoria de las otras particulas se lla¬ 
ma anti-tal-o-cual, como antiproton o antineutron. En electrodinâmica cuântica se 
introducen dos numéros y se supone que de alli sale la mayoria de los otros numé¬ 
ros en el universo. Los dos numéros que se introducen se llaman la masa del elec 
trôn y la carga del electrôn. En realidad, esto no es totalmente cierto, porque tenemos 
un conjunto completo de numéros para la quimica, que indican cuâl es el peso de los 
nûcleos. Esto nos conduce a la parte siguiente. 


2-4 Nùcleos y particulas 

^De qué estân hechos los nùcleos y cômo se mantienen? Se encuentra que los 
nùcleos se mantienen unidos debido a fuerzas énormes. Cuando éstas se liberan. 
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la energia liberada es tremenda comparada con la energia quimica, en la misma rela- 
ciôn que la explosion de la bomba atômica con una explosion de TNT porque, por 
supuesto, la bomba atômica tiene que ver con cambios en el interior del nûcleo, 
mientras que la explosion de TNT tiene que ver con cambios de los electrones en 
el exterior de los âtomos. La pregunta es: ^cuâles son las fuerzas que mantienen 
unidos los protones y neutrones en el nûcleo? Tal como la interacciôn eléctrica 
puede ser relacionada con una particula, un fotôn, Yukawa sugiriô que las fuerzas 
entre neutrones y protones también poseen un campo de alguna clase, y que cuando 
este campo se agita, se comporta como una particula. Asi podria haber algunas 
otras particulas en el universo ademâs de protones y neutrones y él pudo deducir 
las propiedades de estas particulas a partir de las caracteristicas ya conocidas de 
las fuerzas nucleares. Por ejemplo, él predijo que deberian tener ma masa dos o 
trescientas veces la de un electrôn; jy he ahi, en los rayos côsmicos se descubriô 
una particula de la masa correcta! Pero mâs tarde résulté ser la particula equivo- 
cada. Se la llamô mesôn p o muôn. 

Sin embargo, un poco mâs tarde, en 1947 ô 1948 se encontrô otra particula, 
el mesôn n. o pion, que satisfacia el criterio de Yukawa. Entonces, ademâs del pro¬ 
ton y del neutron, debemos agregar el pion para obtener las fuerzas nucleares. Aho- 
ra ustedes dirân: "jQué grandioso!. con esta teoria hacemos la dinâmica cuântica 
nuclear. usando los piones como queria hacerlo Yukawa, venios si t'unciona y todo 
estarâ explicado". Mata suerte. Résulta que los câlculos implicados en esta teoria 
son tan dificiies, que nadie ha podido descifrar cuâles son las consecuencias de la 
teoria o comprobarla con el experimento, jy esto ha seguido asi hasta ahora, du¬ 
rante casi veinte afios! 


Estamos asi atascados con una teoria y no sabemos si estâ correcta o incorrec- 
ta, pero si sabemos que estâ un poco equivocada, o por lo menos incompleta. Mien¬ 
tras nosotros hemos estado divagando teôricamente, tratando de calcular las conse¬ 
cuencias de esta teoria, los experimentadores han encontrado algunas cosas. Por 
ejemplo, ya habian encontrado este mesôn p o muôn y todavia no sabemos dônde 
encaja. También en los rayos côsmicos se habia encontrado un gran nûmero de 
otras particulas “extra”. Résulta que hoy dia tenemos aproximadamente treinta par¬ 
ticulas y es muy dificil comprender las relaciones entre todas estas particulas y para 
qué la naturaleza las quiere, o cuâles son las conexiones entre una y otra. No enten- 
demos hoy estas varias particulas como aspectos diferentes de la misma cosa y el 
hecho de que tengamos tantas particulas desconectadas, es una representaciôn del 
hecho que tenemos tanta informaciôn inconexa sin una buena teoria. Tras los gran¬ 
des éxitos de la electrodinâmica cuântica existe un cierto conocimiento de la fisica 
nuclear, que es un conocimiento crudo, una especie de mitad experiencia y mitad 
teoria, al suponer un tipo de fuerza entre protones y neutrones y viendo qué sucede, 
pero sin comprender realmente de dônde provienen las fuerzas. Aparté de esto, he¬ 
mos hecho muy poco progreso. Hemos juntado un nûmero enorme de elementos 
quimicos. En el caso de la quimica, ha aparecido subitamente una relaciôn inespera- 
da entre estos elementos y que estâ incorporada en la tabla periôdica de Mendeléev. 
Por ejemplo, el sodio y el potasio son casi iguales en sus propiedades quimicas y se 
encuentran en la misma columna de la tabla de Mendeléev. Hemos estado buscando 
una tabla tipo Mendeléev para las 





Tabla 2-2. Particulas elementales 
Masa Carga Agrupamiento 

en MeV _e 0 +e y extraiïeza 



nuevas paiticulas. Una tabla asi para las particulas nuevas fueconfeccionadaindepcndiente- 
mente por Gell-Mann en los EE.UU. y Nishijima en el Japon. La base de su clasificacion es 
un numéro nuevo, como la carga eléctrica, que puede ser asignado a cada particula. 
"amado su "extraneza 5. Este numéro se conserva, tal como la carga eléctrica. 
en reacciones que tienen lugar debido a fuerzas nuclcares. 

En ia tabla 2-2 se ha indicado todas las particulas. No podenios discutirlas mu 
cho en esta etapa. pero por lo menos la tabla les muestra lo mucho que aùn no co- 
,1 ° cem ^ - c ^ e cada particula se da su masa en una cierta unidad, llamada el 

MeV. Un MeV es igual a 1.782 x 10 :7 gramos. La razon por la cual se escomo 
esta unidad es histôrica y no entraremos en esto ahora. Las particulas mâs pesad'as 
se colocan mas arriba en el cuadro; vemos que un neutron v un proton tienen casi 
la misma masa. En las columnas verticales 


hemos colocado las particulas con la misma carga eléctrica, todos los objetos neu¬ 
tres en una columna, todos los cargados positivamente, a la derecha de ésta, y todos 
los objetos cargados negativamente a la izquierda. 

Las particulas se indican con una linea continua y las “resonancias” con una atra- 
zos. Varias particulas se han omitido en la tabla. Estas incluyen las importantes 
particulas de masa cero y carga cero, el fotôn y el gravitôn, que no caen en el 
esquema de clasificacion de bariones-mesones-leptones y también algunas de las 
resonancias mâs nuevas (K*, <p, rj). Las antiparticulas de los mesones estân indica- 
das en la tabla, pero las antiparticulas de los leptones y bariones deberian indicarse 
en otra tabla, que séria exactamente igual a ésta refiejada en la columna cero. A 
pesar de que todas las particulas, excepto el électron, el neutrino, el fotôn, el gra¬ 
vitôn y el proton son inestables, los productos de desintegraciôn se han indicado 
solo para las resonancias. Asignaciones de extraneza no son aplicables para lepto¬ 
nes, dado que éstos no interactüan fuertemente con los nûcleos. 

Todas las particulas que estân junto con los neutrones y protones se llaman 
bariones, y existen las siguientes: hay una “lambda”, con una masa de 1154 MeV 
y otras très llamadas sigmas, menos, cero y mâs, con diversas masas casi iguales. 
Hay grupos de multipletes con casi la misma masa dentro del uno o dos por ciento. 
Cada particula de un multiplete tiene la misma extraneza. El primer multiplete es 
el doblete protôn-neutrôn y en seguida hay un singlete (la lambda), después el tri- 
plete sigma y finalmente el doblete xi. Muy recientemente, en 1961, se han encon- 
trado algunas particulas mâs. Pero, ison realmente particulas? Viven un tiempo 
tan corto, se desintegran casi instantâneamente tan pronto como se han formado, 
que no sabemos si se pueden considerar como nuevas particulas o cierta especie 
de interacciôn de “resonancia” de una cierta energia definida entre los productos A 
y n en los cuales ellas se desintegran. 

Ademâs de los bariones, las otras particulas que intervienen en la interacciôn 
nuclear se llaman mesones. Hay primero los piones, que se presentan en très varie- 
dades, positivo, negativo’y neutro; forman otro multiplete. Hemos encontrado tam- 
bien algunas cosas nuevas, llamadas mesones K, y se presentan como un doblete, 
K + y K°. También, cada particula tiene su antiparticula, salvo que una particula 
sea su propia antiparticula. Por ejemplos, el n y el n* son antiparticulas, pero el n° 
es su propia antiparticula. Son antiparticulas el K~ y el K+ y el K° y el K° . Ademâs, 
en 1961 encontramos también algunos mesones mâs, o quizâs mesones que se desin¬ 
tegran casi inmediatamente. Una cosa llamada co, que se transforma en très piones, 
tiene una masa de 780 en esta escala y algo menos seguro es un objeto que se dé¬ 
sintégra en dos piones. Estas particulas, llamadas mesones y bariones, y las anti¬ 
particulas de los mesones estân en el mismo cuadro, pero las antiparticulas de los 
bariones deben colocarse en otro cuadro, “reflejado” en la columna de carga cero. 

Del mismo modo que la tabla de Mendeléev era muy buena, excepto por el he- 
cho de que existia un numéro de elementos, llamados tierras raras, que quedaban 
colgando sueltos fuera de ella; aqui tenemos una cantidad de cosas que cuelgan suel- 
tas fuera de esta tabla -particulas que no interactüan fuertemente en los nücleos, 
no tienen nada que ver con una interacciôn nuclear y no tienen una interacciôn 
fuerte (me refiero al poderoso tipo de interacciôn de energia nuclear). Se llaman 
leptones y son los siguientes: està el electrôn 
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que tiene una masa muy pequena en esta escala, solo 0,510 MeV. Estâ después este 
otro, el mesôn /u, el muôn que tiene una masa mucho mayor, 206 veces mâs pesado 
que un électron. Hasta donde podemos decir, de acuerdo con todos los experimentos 
hechos hasta ahora, la diferencia entre el electrôn y el muôn no es mâs que la masa. 
Todo se verifica exactamente igual para el muôn que para el electrôn, excepto que 
uno es mâs pesado que el otro. <,Por qué existe otro mâs pesado? ^Para qué sirve? 
No lo sabemos. Ademàs existe un leptôn que es neutro, llamado neutrino, y esta par 
ticula tiene masa cero. En realidad, se sabe ahora que hay dos tipos diferentes de 
neutrinos, uno relacionado con los electrones y el otro relacionado con los muones. 

Finalmente, tenemos otras dos particulas que no interactûan fuertemente con 
las nucleares: una es el fotôn, y quizàs, si el campo gravitacional también tiene un 
anàlogo cuântico (hasta ahora no se ha elaborado una teoria cuântica de la gravita 
ciôn), enfonces existiria una particula, un gravitôn, que tendria masa cero. 

(,Qué es esta “masa cero"? Las masas dadas aqui son las masas de las particu¬ 
las en reposo. El hecho de que una particula tenga masa cero significa, de cierto 
modo, que no puede estar en reposo. Un fotôn nunca estâ en reposo, siempre se 
mueve a 300.000 kilômetros por segundo. Entenderemos mâs lo que significa masa, 
cuando comprendamos la teoria de la relatividad, que serâ introducida a su debido 
tiempo. 

Estamos asi frente a un gran numéro de particulas que parecen ser en conjunto 
los constituyentes fundamentales de la materia. Afortunadamente estas particulas 
no son todas diferentes en sus interacciones mutuas. En realidad parece haber pre- 
cisamente cuatro tipos de interacciôn entre particulas, las cuales en orden de inten- 
sidad decreciente son la fuerza nuclear, las interacciones eléctricas, la interacciôn 
de desintegraciôn beta y la gravedad. El fotôn estâ acoplado a todas las particulas 
cargadas y la intensidad de la interacciôn estâ medida por un cierto numéro, que 
es 1/137. La ley detallada de este acoplamiento se conoce, constituye la electrodi- 
nâmica cuântica. La gravedad estâ acoplada a toda la energia, pero su acoplamien¬ 
to es extremadamente débil, mucho mâs débil que el de la electricidad. Esta ley tam¬ 
bién se conoce. Después estân las asi Uamadas desintegraciones débiles -la desinte¬ 
graciôn beta, que hace que un neutron se désintégré en forma relativamente lenta en 
proton, electrôn y neutrino. Esta ley se conoce solo parcialmente. La asi llamada inter¬ 
acciôn fuerte, la interacciôn mesôn-bariôn, tiene una intensidad 1 en esta escala y la 


ley se desconoce completamente, a pesar de que hay muchas réglas conocidas, tal 
como la de que el numéro de bariones no cambia en ninguna reacciôn. 

Esta es entonces la horrible condiciôn de nuestra fisica actual. Para resumirla, 
yo diria esto: fuera del nûcleo parece que sabemos todo; dentro de él. es valida la 
mecànica cuântica —no se ha encontrado que fallen los principios de la mecànica 
cuântica- El escenario donde ponemos todo nuestro conocimiento. diriamos que es 
el espacio-tiempo relativistico; quizàs la gravedad esté contenida en el espacio- 
tiempo. No sabemos cômo se iniciô el universo y nunca hemos hecho experimentos 
que comprueben precisamente nuestras ideas del espacio y del tiempo, mâs allâ de 
una distancia muy pequena, por lo que asi sabemos solamente que nuestras ideas 
funcionan por encima de esta distancia. Deberiamos también agregar que las réglas 
del juego son los principios de la mecànica cuântica y esos principios se aplican, 
hasta donde podemos decir, tanto a las particulas nuevas como a las antiguas. El 
origen de las fuerzas en los nùcleos nos conduce a nuevas particulas, pero desgra- 
ciadamente aparecen en gran profusion y nos falta una comprensiôn compléta de 
sus interrelaciones, a pesar de que ya sabemos que existen algunas relaciones muy 
sorprendentes entre ellas. Pacece que esîuviéramos tanteando gradualmente hacia 
una comprensiôn del mundo de las particulas subatômicas, pero en realidad no sa¬ 
bemos hasta dônde deberemos ir todavia en esta faena. 


Tabla 2-3. Interacciones elementales 


Acoplamiento 

Intensidad* 

Ley 

Fotôn a particulas cargadas 

~ io- 2 

Ley conocida 

Gravedad a toda energia 

~ io- 4U 

Ley conocida 

Desintegraciones débiles 

~ 10 5 

Ley parcialmente conocida 

Mesones a bariones 

~ 1 

Ley desconocida (algunas ré¬ 
glas conocidas) 


* La intensidad es una medida adimensional de la constante de acoplamiento que inter- 
viene en toda interacciôn (~ significa “aproximadamente”). 
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La relaciôn de la fisica con otras ciencias 


3-1 Introducciôn 3-5 Geologia 

3-2 Quimica 3-6 Psicologia 

3-3 Biologia 3-7 £Cômo se Uegô a eso? 

3-4 Astronomia 


3- 1 Inîroduccién 

La fisica es la mâs fundamental y general de las ciencias, y ha tenido un profun- 
do efecto en todo el desarrollo cientifico. En realidad, la fisica es el équivalente ac- 
tual de lo que se acostumbra a Ilamar filosofia natural, de là cual provienen la 
mayoria de nuestras ciencias modernas. Estudiantes de muchas disciplinas se en- 
cuentran estudiando fisica a causa del roi bâsico que ésta juega en todos los fenô- 
menos. En este capitulo trataremos de explicar cuâles son los problemas fundamen- 
tales en las otras ciencias, pero, por supuesto, es imposible realmente tratar en un 
espacio tan reducido las materias complejas, sutiles y hermosas de esos otros campos. 
La falta de espacio también impide que discutamos la relaciôn entre la fisica y la 
ingenieria, la industria, la sociedad y la guerra, o aun la mâs notable relaciôn entre 
la matemâtica y la fisica. (La matemâtica no es una ciencia desde nuestro punto de 
vista, en el sentido que no es una ciencia natural. El experimento no es una prueba 
de su validez.) Debemos, incidentalmente, dejar en claro desde un comienzo que si 
una cosa no es una ciencia, no es necesariamente mala. Por ejemplo, el amor no es 
una ciencia. De manera que, si se dice que algo no es ciencia, no significa que haya 
algo malo en esto; significa simplemente que no es una ciencia. 


3-2 Quimica 

La ciencia que es quizâs la mâs profundamente afectada por la fisica es la qui¬ 
mica. Histôricamente, en su comienzo, la quimica trataba casi enteramente de lo que 
ahora llamamos quimica inorgânica, la quimica de las sustancias que no estàn aso- 
ciadas con los objetos vivientes. Se necesitô de un anâlisis considérable para des- 
cubrir la existencia de muchos elementos y sus relaciones -cômo forman los nume- 
rosos compuestos relativamente 
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simples que se encuentran en las rocas, la tierra, etc.-. Esta quimica primitiva 
fue muy importante para la fisica. La interacciôn entre las dos ciencias era muy 
grande porque la teoria de los âtomos fue comprobada en gran parte con experimen- 
tos de quimica. La teoria de la quimica, es decir, de las reacciones mismas, fue 
resumida ampliamente en la tabla periôdica de Mendeléev, la cual establece 
numerosas relaciones extranas entre los diversos elementos, y fue la colecciôn 
de réglas sobre qué sustancia se combina con cuàl otra y cômo, lo que consti- 
tuyô la quimica inorgânica. Todas estas réglas fueron ültimamente explicadas 
en principio por la mecânica cuântica, de manera que la quimica teôrica es en reali¬ 
dad fisica. Por otro lado, debe ponerse énfasis en que esta explicaciôn es en princi¬ 
pio. Ya hemos discutido la diferencia entre saber las réglas del juego de ajedrez y 
ser capaz de jugar. De manera que podemos conocer las réglas, pero no podemos 
jugar muy bien. Résulta asi muy dificil predecir precisamente qué sucederà en una 
reacciôn quimica dada; sin embargo, la parte mâs profunda de la quimica teôrica de¬ 
be terminar en la mecânica cuântica. 


Hay también una rama de la fisica y la quimica que ambas ciencias desarrolla- 
ron conjuntamente y que es extremadamente importante. Este es el método esta- 
distico aplicado a una situaciôn en que hay leyes mecânicas, que se llama propia- 
mente, mecânica estadistica. En cualquier situaciôn quimica està implicado un gran 
numéro de âtomos y hemos visto que los âtomos se agitan todos en una forma com- 
plicada y casual. Si pudiéramos analizar cada colisiôn y fuéramos capaces de seguir 
en detalle el movimiento de cada molécula, esperariamos poder deducir lo que su- 
cede, pero los muchos numéros que se necesitan para seguir la trayectoria de todas 
esas moléculas exceden tan enormemente la capacidad de cualquier computador, y 
ciertamente la capacidad de la mente, que fue necesario desarrollar un método para 
tratar con taies situaciones complicadas. La mecânica estadistica es entonces la cien¬ 
cia de los fenômenos del calor, o la termodinàmica. La quimica inorgânica es una 
ciencia, ahora reducida esencialmente a lo que se llaman la fisico-quimica y la qui¬ 
mica cuântica; la fisico-quimica para estudiar las velocidades con que ocurren las 
reacciones y qué es lo que està sucediendo en detalle (<,cômo chocan las moléculas? 
cuâles partes saltan primero?, etc.), y la quimica cuântica para ayudarnos a com- 
prender lo que sucede en términos de las leyes fisicas. 


La otra rama de la quimica es la quimica orgânica, la quimica de las sustancias 
que estân asociadas con las cosas vivientes. Por un tiempo se creyô que las sustan¬ 
cias que estân asociadas con las cosas vivas eran tan maravillosas que no podian 
ser hechas a mano a partir de materiales inorgânicos. Esto no es absolutamente cier- 
to; son exactamente lo mismo que las sustancias hechas en quimica inorgânica, pero 
comprenden disposiciones mâs complicadas de los âtomos. Evidentemente, la qui¬ 
mica orgânica tiene una relaciôn muy estrecha con la biologia que suministra sus 
sustancias y con la industria; mâs aûn, puede aplicarse mucha fisico-quimica y me¬ 
cânica cuântica tanto a los compuestos orgànicos como a los inorgânicos. Sin em¬ 
bargo, los principales problemas de la quimica orgânica no estân en esos aspectos, 
sîno mâs bien en el anâlisis y sintesis de las sustancias que se forman en los sis- 
temas biolôgicos, en las cosas vivas. Esto conduce imperceptiblemente, a pasos, ha- 
cia la bioquimica y luego a la biologia misma, o biologia molecular. 
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3-3 Biologia 


Asi Uegamos a la ciencia de la biologia, que es el estudio de las cosas vivas. En 
los primeros dias de la biologia, los biôlogos tenian que tratar con problemas pura- 
mente descriptivos de buscar qué cosas vivas habia, y asi ellos tenian solo que con- 
tar cosas taies como los pelos de los miembros de las pulgas. Después que estos 
asuntos fueron resueltos con gran interés, los biôlogos se fueron hacia la maquina- 
ria interior de los cuerpos vivos, primera desde un punto de vista global, natural- 
mente, porque se requiere algün esfuerzo para entrar en los detalles mas finos. 

Habia una interesante relaciôn primaria entre la fisica y la biologia en la cual 
la biologia ayudaba a la fisica en el descubrimiento de la conservation de la energia, 
lo cual fue primeramente demostrado por Mayer en conexiôn con la cantidad de ca- 
lor que recibe y cede una criatura viva. 

Si miramos màs de cerca a los procesos biolôgicos de los animales vivos, vemos 
muchos fenômenos fisicos: la circulaciôn de la sangre, bombas, presiôn, etc. Hay 
nervios: sabemos qué es lo que pasa cuando nos paramos sobre una piedra puntia- 
guda, y que de una manera u otra la informaciôn va desde la pierna hacia arriba. 
Es interesante cômo sucede. En sus estudios sobre los nervios, los biôlogos han 11e- 
gado a la conclusion que los nervios son tubos muy finos con una compleja pared, 
que es muy delgada; a través de esta pared la célula bombea iones; asi que hay iones 
positivos en el exterior y negativos en el interior, como en un capacitor. Ahora 
bien, esta membrana tiene una propiedad interesante; si se “descarga” en un lugar, 
es decir, si algunos iones son capaces de atravesar en algün lugar de manera que 
alli se reduce el voltaje eléctrico, dicha influencia eléctrica se hace sentir sobre los 
iones vecinos y afecta la membrana de tal manera, que déjà pasar también los iones 
en los puntos vecinos. Esto a su vez la afecta mis alla, etc., y asi hay una onda de 
“penetrabilidad” de la membrana que recorre la fibra cuando esta “excitada” en un 
extremo al pararse sobre una piedra puntiaguda. Esta onda es algo anàlogo a una 
larga secuencia de fichas de domino verticales; si se empuja la del extremo, ésta 
empuja a la prôxima, etc. Por cierto, esto transmitirà solamente un mensaje, a no ser 
que las fichas de domino se paren de nuevo; y anâlogamente en una célula nerviosa 
hay procesos que bombeam lentamente de nuevo los iones hacia afuera para que el 
nervio quede listo para el prôximo impulso. Asi es cômo sabemos lo que estamos 
haciendo (o por lo menos dônde estamos). Por supuesto, los efectos eléctricos aso- 
ciados con este impulso nervioso pueden ser captados con instrumentos eléctricos 
y, debido a que son efectos eléctricos, evidentemente la fisica de los efectos eléctri¬ 
cos ha tenido mucha influencia en la comprensiôn del fenômeno. 


El efecto opuesto es que, desde algün lugar del cerebro, se envia hacia afuera un 
mensaje a lo largo de un nervio. éQué sucede en el extremo del nervio? Alli el ner¬ 
vio se ramifica en cositas finas, conectadas a una estructura cerca de un müsculo, 
llamada plaça terminal. Por razones que no son exactamente comprendidas, cuando 
un impulso llega al término del nervio, se eyectan pequenos paquetes (cinco a diez 
moléculas de una vez) de un compuesto quimico Uamado acetilcolina y ellos afectan 
la fibra muscular y la hacen contraerse -jCuàn simple! <,Qué hace que se contraiga 
un müsculo? Un müsculo es un nümero muy grande de fibras muy cerca unas de 
otras, que contiene dos sustancias diferentes, miosina y 
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3-1. El ciclo de Krebs. 


actomiosina, pero el mecanismo mediante el cual la reacciôn quimica inducida por la ace¬ 
tilcolina puede modificar las dimensiones de la molécula es aün desconocido. Asi, los 
procesos fundamentales en el müsculo que producen los movimientos mecânicos no son 
conocidos. 

La biologia es un campo tan enormemente vasto que hay montones de otros pro¬ 
blemas que ni siquiera podemos mencionar:- problemas de cômo funciona la vision 
(qué produce la luz en el ojo), cômo funciona el oido, etc. (La forma en que funciona el 
pensamiento la discutiremos mâs tarde bajo psicologia). Bien, esas cosas concernientes 
a la biologia que hemos discutido aqui no son, desde un punto de vista biolôgico, real- 
mente fundamentales en el fondo de la vida, en el sentido que aun si las comprendiéramos 
todavia no comprenderiamos la vida misma. Para dar un ejemplo: los hombres que 
estudian los nervios estiman que su trabajo es muy importante porque, después de 
todo, usted no puede tener animales sin nervios. Pero se puede tener vida sin ner¬ 
vios. Las plantas no tienen ni nervios ni müsculos, pero estàn funcionando, estân 
igualmente vivas. Asi, para los problemas fundamentales de la biologia debemos 
observar mâs profundamente; cuando asi hacemos, descubrimos que todos los seres 
vivientes tienen un gran nümero de caracteristicas en comün. El rasgo mâs comün 
es que estân hechos de células , dentro de cada una de las cuales hay un mecanismo 
complejo para hacer cosas quimicamente. En las células de las plantas, por ejemplo 
hay un mecanismo para recoger luz y generar sacarosa, la que es consumida en la 
oscuridad para mantener la planta viva. Cuando la planta esta siendo comida. la 
sacarosa généra en el animal una sérié de reacciones quimicas muy estrechamente 
relacionadas con la fotosintesis (y su efecto opuesto en la oscuridad) en las plantas. 

En las células de los sistemas vivos hay muchas reacciones quimicas complica- 
das en las cuales un compuesto se transforma en otro y otro. Para dar una idea del 
enorme esfuerzo que se ha hecho en el estudio de la quimica, el cuadro en la figura 
3-1 résumé nuestro conocimiento actualizado sobre justamente una pequefia parte 
de las muchas sériés de reacciones que ocurren en las células. quizàs un pequeno 
porcentaje o algo asi de ellas. 
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Aqui vemos una sérié entera de moléculas que cambian de una a otra en una 
secuencia o ciclo de pasos mâs bien pequeiïos. Se le llama el ciclo Krebs, el ciclo 
respiratorio. Cada uno de los compuestos quimicos y cada uno de los pasos es bas- 
tante simple, en funciôn de que cambios se hacen en la molécula, pero —y esto es un 
descubrimiento central importante en bioquimica- estos cambios son relativamente 
dijïciles de llevar a cabo en un laboratorio. Si tenemos una sustancia y otra muy 
similar, la primera no se convierte simplemente en la otra porque las dos formas 
estân corrientemente separadas por una barrera o “loma" de energia. Consideren 
esta analogia: si queremos trasladar un objeto de un lugar a otro que esta en el mis- 
mo nivel pero en el otro lado de una loma, podemos empujarlo por encima de la 
cumbre; pero hacerlo asi requiere que se le agregue alguna energia. Asi la mayoria 
de las reacciones quimicas no ocurren, porque hay lo que se llama una energia de 
activaciôn de por medio. Para agregar un âtomo extra a nuestro compuesto quimico 
se necesita que lo acerquemos lo suficiente para que pueda ocurrir un reordenamien- 
to; entonces se pegarâ. Pero si no podemos darle suficiente energia para acercarlo 
suficientemente, no completarà el propôsito, realizarà parte del camino hacia arriba 
de la loma y volverâ hacia abajo de nuevo. Sin embargo, si pudiéramos literalmente 
tomar las moléculas en nuestras manos y empujar y tirar los âtomos alrededor de tal 
manera de abrir un' hueco para permitir la entrada de un nuevo âtomo, y luego de- 
jarlos volver, habriamos encontrado otro camino alrededor de la loma, el cual no 
necesitaria de energia extra, y la reacciôn procederia fàcilmente. Ahora, realmente 
hay en las células moléculas muy grandes, mucho mâs grandes que aquellas cuyos 
cambios hemos estado describiendo, que en alguna forma complicada sujetan a las 
moléculas pequenas en forma adecuada para que la reacciôn pueda realizarse fâcil- 
mente. Esas cosas muy grandes y complicadas se llaman enzimas. (Primeramente 
se llamaron fermentes porque se descubrieron originalmente en la fermentaciôn del 
azücar. En realidad, algunas de las primeras reacciones en el ciclo fueron descubier- 
tas alli.) La reacciôn procederâ en presencia de una enzima. 

Una enzima estâ hecha de otra sustancia llamada proteina. Las enzimas son 
muy complicadas y cada una es diferente, estando cada una construida para con- 
trolar cierta reacciôn especial. Los nombres de las enzimas estân escritos en la 
figura 3-1 en cada reacciôn. (Algunas veces la misma enzima puede controlar 
dos reacciones.) Ponemos énfasis en que las enzimas mismas no intervienen directa- 
mente en la reacciôn. Elias no cambian; solamente dejan pasar un âtomo de un lu¬ 
gar a otro. Habiendo hecho esto, la enzima estâ lista para hacerlo con la prôxima 
molécula, como una mâquina de una fâbrica. Por cierto, debe haber un suministro 
de ciertos âtomos y una forma de disponer de otros âtomos. Tômese el hidrôgeno, 
por ejemplo: hay enzimas que sobre ellas tienen unidades especiales que transportan 
el hidrôgeno para todas las reacciones quimicas. Por ejemplo, hay très o cuatro en¬ 
zimas hidrôgeno-reductoras que se usan en diferentes lugares sobre todo nuestro 
ciclo. Es interesante que el mecanismo que libéra algûn hidrôgeno en un lugar to- 
marâ aquel hidrôgeno y lo usarâ en algûn otro lugar. 

La caracteristica mâs importante del ciclo de la figura 3-1 es la transformaciôn 
de GDP en GTP (di-fosfato de guanidina en trifosfato de guanidina) porque una sus¬ 
tancia contiene mucha mâs energia que la otra. Justamente, asi como hay una “ca- 
ja en ciertas enzimas para transportar âtomos de hidrôgeno, hay ciertas “cajas” 
transportadoras de energia que implican al grupo trifosfato. Entonces, la GTP tiene 
mâs energia que la GDP y si el ciclo se desplaza en un sentido, estamos producien- 
do moléculas que tienen una energia extra que puede movilizar otro ciclo que re¬ 
quiere 
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energia, por ejemplo la contracciôn de un mûsculo. El mùsculo no se con- 
traerâ a no ser que haya GTP. Podemos tomar fibra muscular, ponerla en agua y 
agregar GTP, y las fibras se contraerân transformando GTP en GDP si estâ présente 
la enzima correcta. Asi el sistema real estâ en la transformaciôn GDP-GTP; en la 
oscuridad la GTP, que se ha estado almacenando durante el dia, se usa para produ- 
cir el ciclo completo en la otra direcciôn. LIna enzima, ustedes ven, no se preocupa 
en que direcciôn procédé la reacciôn pues, si lo hiciera, violaria una de las leyes 
de la fisica. 

La fisica es de gran importancia en la biologia y otras ciencias por otra razôn 
aün que tiene que ver con técnicas experimentales. En realidad, si no fuera por el 
gran desarrollo de la fisica experimental, estos cuadros bioquimicos no se conoce- 
rian hoy. La razôn es que la herramienta mâs ûtil de todas para el anàlisis de este 
sistema fantàsticamente complejo es marcar los âtomos que se usan en las reaccio¬ 
nes. Asi, si pudiéramos introducir en el ciclo algûn diôxido de carbono que tiene 
una marca verde”, y luego medir después de très segundos donde estâ la marca 
verde, y de nuevo medir después de 10 segundos, etc., podriamos seguir el curso de 
las reacciones. éQué son las “marcas verdes”? Son isôtopos diferentes. Recordemos 
que las propiedades quimicas de los âtomos estân determinadas por el nümero de 
electrones , no por la masa del nucleo. Pero puede haber, en el carbono por ejemplo, 
seis neutrones o siete neutrones junto con los seis protones que tienen todos los 
nücleos de carbono. Quimicamente, los dos âtomos C 12 y C 13 son iguales, pero di- 
fieren en peso y tienen propiedades nucleares diferentes, y por eso son distinguées. 
Usando estos isôtopos de pesos diferentes, o aun isôtopos radioactivos como el C 14 , 
lo que da un medio mâs sensible para seguir cantidades muy pequenas, es posible 
seguir las reacciones. 


Ahora volvemos a la description de enzimas y proteinas. Todas las proteinas 
no son enzimas, pero todas las encimas son proteinas. Hay muchas proteinas, taies 
como las proteinas de los mûsculos, las proteinas estructurales que estân, por ejem¬ 
plo, en los cartilagos, pelo, piel, etc., que no son enzimas en si mismas. Sin embargo, 
las proteinas son una sustancia muy caracteristica de la vida: en primer lugar for- 
man todas las enzimas, y segundo forman gran parte del resto de la materia viviente. 
Las proteinas tienen una estructura muy interesante y simple. Son una sérié, o cade- 
na, de diferentes aminoâcidos. Hay veinte aminoàcidos diferentes, y todos ellos pue- 
den combinarse entre si para formar cadenas cuya espina dorsal es CO-NH, etc. 
Las proteinas no son otra cosa que cadenas de varios de estos veinte aminoàcidos. 
Cada uno de los aminoâcidos sirve probablemente para algûn propôsito especial. 
Algunos, por ejemplo, tiene un âtomo de azufre en cierto lugar; cuando dos âtomos 
de azufre estân en la misma proteina, forman un enlace, esto es, unen la cadena 
en dos puntos y forman un anillo. Otro tiene âtomos de oxigeno extra que lo hace 
una sustancia àcida, otro tiene una caracteristica bâsica. Algunos tienen grandes 
grupos colgando hacia afuera por un lado, de modo que ocupan mucho espacio. Uno 
de los aminoàcidos llamado prolina no es realmente un aminoâcido, sino un imino- 
àcido. Hay una pequena diferencia, con el resultado que cuando la prolina estâ en 
la cadena hay un retorcimiento en la cadena. Si quisiéramos producir una proteina 
en particular, dariamos estas instrucciones: ponga uno de esos ganchos de azufre 
aqui; luego agregue algo que ocupe lugar; luego prenda algo para poner unà enros- 
cadura en la cadena. En esta forma obtendremos una cadena de aspecto complicado, 
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enganchada a si misma y îeniendo una estructura compleja; presumiblemente ésta 
es justamente la manera en que se forman todas las variedades de enzimas. Uno de 
los grandes triunfos en los tiempos recientes (desde 1960), fue descubrir por fin la 
disposiciôn atômica espacial exacta de ciertas proteinas, las que envuelven unos 56 
a 60 aminoâcidos en hilera. Mâs de un millar de âtomos (mâs cercano a dos mil, 
si contamos los âtomos de hidrôgeno) han sido localizados en una estructura com¬ 
pleja en dos proteinas. La primera fue la hemoglobina. Uno de los aspectos tristes 
de este descubrimiento es que no podemos ver cosa alguna de esta estructura; no 
comprendemos cômo funciona y la forma en que lo hace. Por cierto, ése es el prô- 
ximo problema por atacar. 

Otro problema es: i,cômo saben las enzimas qué cosa son? Una mosca de ojos 
rojos forma una mosca de ojos rojos, y asi la informaciôn de la estructura entera 
de enzimas para hacer un pigmento rojo debe pasar de una mosca a la siguiente. 
Esto es hecho por una sustancia en el ftûcleo de la célula, no una proteina, Uamada 
DNA (abreviaciôn de âcido desoxiribonucleico). Esta es la sustancia clave que pasa 
de una célula a otra (por ejemplo, las células de semen consisten principalmente en 
DNA) y lleva la informaciôn de cômo hacer las enzimas. El DNA es el “programa”. 
^Qué aspecto tiene el programa y cômo funciona? Primero, el programa debe ser ca- 
paz de reproducirse a si mismo. Segundo, debe ser capaz de instruir a las proteinas. 
Respecto a la reproducciôn, podemos pensar que procédé como en la reproducciôn 
celular. Las células simplemente aumentan de tamano y luego se dividen por la 
mitad. ^Deberà ser asi con las moléculas de DNA, entonces, de modo que ellas tam- 
bién aumentan de tamano y se dividen por la mitad? jCada àtomo por cierto no 
aumenta de tamano y se divide por la mitad! No, es imposible reproducir una mo- 
lécula excepto de un modo algo mâs inteligente. 

La estructura de la sustancia DNA fue estudiada por un largo tiempo, primero 
quimicamente para encontrar la composiciôn, y luego con rayos X para encontrar 
la estructura en el espacio. El resultado fue el siguiente descubrimiento notable: la 
molécula de DNA es un par de cadenas enrolladas una sobre la otra. La espina dor¬ 
sal de cada una de estas cadenas, que son anâlogas a las cadenas de las proteinas 
pero quimicamente bastante diferentes, es una sérié de grupos azücar y fosfato, co¬ 
mo se muestra en la figura 3-2. Ahora vemos cômo la cadena puede contener ins- 
trucciones, pues si pudiéramos dividir esta cadena por la mitad, tendriamos una 
sérié BAADC... y cada cosa viviente podria tener una sérié diferente. Asi tal vez, 
de alguna manera, las instrucciones especificas para la manufactura de proteinas 
estàn contenidas en la sérié especifica del DNA. 

Unidos a cada azücar a lo largo de la linea y ligando las dos cadenas entre si 
hay ciertos pares de uniones cruzadas. Sin embargo, no son todas de la misma natu 
raleza; hay cuatro tipos, llamados adenina, timina, citosina y guanina, pero llamé- 
moslas A, B, C, y D. La cosa interesante es que solo ciertos pares pueden situarse 
uno opuesto al otro, por ejemplo A con B y C con D. Estos pares estân puestos en 
ambas cadenas de tal manera que "encajan entre si” y tienen una fuerte energia de 
interacciôn. Sin embargo, C no encajarâ con A, y B no encajarâ con C; solo enca- 
jarân en pares, A contra B, y C contra D. Por lo tanto, si uno es C, el otro debe 
ser D, etc. Cualesquiera sean las letras en una cadena, cada una debe tener una le- 
tra complementaria especifica en la otra cadena. 

<i,Qué pasa entonces con la reproducciôn? Supôngase que separamos esta cadena 
en dos. ^Cômo podemos hacer otra justamente como ésta? Si. en las sustancias de 
las células 
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Fig. 3-2. Diagrama esquemético del DNA. 


hay un departamento productor que entrega fosfato, azücar y unidades de 
A, B, C, D, que no estân conectadas en cadena, los ünicos que se unirân a nues- 
tra cadena separada serân los correctos, los complementos de BAADC..., es decir, 
ABBCD... Asi lo que sucede es que la cadena se divide por la mitad durante la 
division celular, una mitad que terminarà por ir con una célula y la otra mitad que 
terminarâ en la otra célula; cuando se separan, se forma una nueva cadena comple¬ 
mentaria de cada mitad de cadena. 

A continuaciôn viene la pregunta, precisamente, ôcômo détermina el orden de 
las unidades A, B, C, D la disposiciôn de los aminoâcidos en la proteina? Este es 
el problema central no resuelto actualmente en biologia. Las primeras claves o par¬ 
tes de informaciôn, sin embargo, son éstas: hay en la célula pequenisimas particulas 
llamadas microsomas, y se sabe ahora que éste es el lugar donde se fabrican las 
proteinas. Pero los microsomas no estân en el nücleo, donde estân el DNA y sus 
instrucciones. Algo parece que sucede. Sin embargo, también se sabe que pequenas 
piezas moleculares se desprenden del DNA -no tan largas como la gran molécula 
de DNA que lleva toda la informaciôn en si misma, pero como una pequena secciôn 
de ella—. Esta se llâma RNA, pero esto no es esencial. Es una especie de copia del 
DNA, una copia resumida. El RNA, que en cierta forma lleva un mensaje acerca de 
qué proteina debe fabricar, va hacia el microsoma. Eso es conocido. Cuando llega 
alli, la proteina es sintetizada en el microsoma. Esto también es conocido. Sin em¬ 
bargo, los detalles de cômo los aminoâcidos entran y se disponen de acuerdo con el 
côdigo que estâ contenido en el RNA, son, por de pronto, aün desconocidos. No 
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sabemos cômo leerlo. Si conociéramos, por ejemplo, la “alineaciôn” A, B, C, C, A, 
no podriamos decirle a usted qué proteina sera producida. 

Ciertamente ninguna otra materia o campo esta haciendo mâs progresos en tan- 
tos nuevos frentes en el momento présente que la biologia, y si tuviéramos que 
nombrar la suposiciôn màs poderosa de todas que conducen a uno mâs y mâs a un 
intento de comprender la vida, es aquella en que todas las cosas estân hechas de 

àtomos, y en que todo lo que las cosas vivas hacen puede ser comprendido en 

términos de las agitaciones y movimientos de los àtomos. 

3-4 Astronomia 

En esta explicaciôn fugaz del mundo entero, debemos ahora pasar a la astrono¬ 
mia. La astronomia es mâs antigua que la fisica. En realidad, dio origen a la fisica 
al mostrar la hermosa simplicidad del movimiento de las estrellas y planetas, cuya 
comprensiôn fue el comienzo de la fisica. Pero el descubrimiento mâs notable de to- 
da la astronomia es que las estrellas estân hechas de àtomos de la misma naturale- 

za que los que se encuentran en la tierra.* ( ',Cômo se hizo esto? Los àtomos liberan 

luz que tiene frecuencias definidas, algo asi como el timbre de un instrumente mu¬ 
sical que tiene tonos definidos o frecuencias de sonido. Cuando estamos escuchando 
varios tonos diferentes podemos distinguirlos, pero cuando miramos con nuestros 
ojos una mezcla de colores no podemos distinguir las partes de que està hecha, por- 
que el ojo no es ni cercanamente tan discernidor como el oido a este respecto. Sin 
embargo, con un espectroscopio podemos analizar las frecuencias de las ondas lu- 
minosas y de esa manera podemos ver los tonos de los àtomos que hay en las di¬ 
ferentes estrellas. De hecho, dos elementos quimicos se descubrieron en una estrella 
antes que se descubrieran en la tierra. El helio fue descubierto en el sol, de ahi 
su nombre, y el tecnecio fue descubierto en ciertas estrellas frias. Esto. por supuesto, 
nos permite progresar en la comprensiôn de las estrellas, porque ellas estân hechas 
de los mismos tipos de àtomos que existen en la tierra. Ahora sabemos mucho acer- 
ca de los àtomos, especialmente en cuanto a su comportamiento bajo condiciones 
de alta temperatura. pero no de alta.densidad: asi podemos analizar con la mecâni- 
ca estadistica el comportamiento de la sustancia estelar. Aun cuando no podemos 
reproducir las condiciones en la tierra usando leyes bâsicas de la fisica, podemos a 
menudo decir precisamente, o muy aproximadamente, qué sucederâ. 


* ;Qué manera de precipitarme a través de esto! jCuânto contenido tiene cada frase de 
esta breve historia. “Las estrellas estân hechas de los mismos àtomos que los de la 
tierra". Corrientemente yo tomo un pequeno tôpico como éste para dictar una clase. Los poe- 
tas dicen que la ciencia élimina la belleza de las estrellas -meros globos de àtomos de gas-. 
Nada es “mero". Vo también puedo ver las estrellas en una noche despejada y sentirlas. ;,Pero 
veo yo mâs o menos? La vastedad de los cielos ensancha mi imaginaciôn -clavado en este carru- 
sel, mi pequeno ojo puede coger luz de un millôn de aiïos de edad. Una vasta estructura de la 
cual yo soy una parte- quizàs mi material fue arrojado de alguna estrella olvidada, como el que 
està arrojando una alli. O verlas con el ojo mâs grande de Palomar, apartândose desde un pun- 
to comùn de partida donde quizàs estuvieron todas juntas. i,Cuàl es la estructura, o el signifi- 
cado, o el porqué? No le hace dafio al misterio conocer un poco de él. ; Porque mucho màs ma- 
ravillosa es la verdad que la que cualquier artista en el pasado imaginé! ^Por qué los poetas del 
présente no hablan de ella? ^Qué hombres son los poetas que pueden hablar de Jupiter como si 
fuera un hombre, pero si es una inmensa esfera rotante de metano y amoniaco deben permane- 
cer mudos? 


Asi es cômo la fisica ayuda a la astronomia. Por extrano que parezea, comprendemos 
la distribuèiôn de materia en el interior del sol mucho mejor que lo que comprendemos 
el interior de la tierra. Lo que sucede en el interior de una estrella se comprende me¬ 
jor que lo que pudiera adivinarse de la dificultad de tener que mirar un pequeno pun- 
to luminoso a través de un telescopio, porque podemos calcular qué deben hacer 
los àtomos en las estrellas en la mayoria de las circunstancias. 

Uno de los descubrimientos mâs impresionantes fue el origen de la energia de 
las estrellas, que las hace continuar quemàndose. Uno de los hombres que descubriô 
esto habia salido con su amiga la noche siguiente de haberse dado cuenta que en las 
estrellas se debian estar produciéndo reacciones nucleares para que brillaran. Ella 
dijo: “jMira qué bonito brillan las estrellas!" El dijo: “Si, y justamente ahora yo soy 
el ûnico hombre en el mundo que sabe por qué brillan." Ella simplemente se riô de 
él. Ella no estaba impresionada de haber salido con el ûnico hombre del mundo que, 
en ese momento, sabia por qué brillan las estrellas. Bueno, es triste estar solo, pero 
asi son las cosas en este mundo. 

Es la “combustion" nuclear del hidrôgeno la que suministra la energia del sol; 
el hidrôgeno se convierte en helio. Ademâs, en ûltima instancia, la producciôn de los 
diversos elementos quimicos se verifica en los centros de las estrellas a partir del 
hidrôgeno. El material del que estamos hechos nosotros fue “cocinado" una vez 
en una estrella y escupido hacia afuera. ^Cômo lo sabemos? Porque hay una clave. 
La proporciôn de los diferentes isôtopos (cuânto C 12 , cuânto C 13 , etc.) es algo 
que nunca cambia en las reacciones quimicas, porque las reacciones quimicas son 
tan idénticas para las dos. Las proporciones son puramente el resultado de reac¬ 
ciones nucleares. Observando las proporciones de los isôtopos en el rescoldo frio 
y apagado en que estamos, podemos descubrir cômo fue el horno donde se for- 
maron los materiales de que estamos hechos. Aquel horno fue como las estrellas, y 
asi es muy probable que nuestros elementos fueron “hechos” en las estrellas y es- 
cupidos en las explosiones que llamamos novas y supernovas. La astronomia està 
tan cerca de la fisica que estudiarémos muchas cosas astronômicas a medida que 
prosigamos. 


3-5 Geologia 

Ahora pâsemos a lo que se Uama ciencias de la tierra, o geologia. Primero la 
meteorologia y el tiempo. Por cierto, que los instrumentas de meteorologia son ins¬ 
trumentes fisicos, y el desarrollo de la fisica experimental hizo posible estos instru¬ 
mentes, como se explicô anteriormente. Sin embargo, la teoria de la meteorologia 
nunca ha sido investigada satifactoriamente por los fisicos. “Bien”, diràn ustedes 
“no hay otra cosa que aire, y conocemos las ecuaciones de los movimientos del 
aire”. Si, es cierto. “Asi, si sabemos las condiciones del aire de hoy, <,por qué no 
podemos calcular las condiciones del aire de manana?” Primero, no sabemos real- 
mente cuâl es la condiciôn de hoy, porque el aire està arremolinàndose y dando 
vueltas por todas partes. Résulta ser muy susceptible y aun inestable. Si han visto 
alguna vez correr suavemente el agua sobre una represa y luego convertirse en un 
gran numéro de burbujas y gotas cuando cae, comprenderân lo que quiero decir 
con inestable. Ustedes conocen la condiciôn del agua antes que traspase el vertedero; 
es perfectamente tranquila; pero en el momento que comienza a caer, ^dônde empie- 
zan las gotas? *,Qué détermina lo grande que van a ser los trozos y donde 


3-9 


3-10 




estarân? Esto no se sabe, porque el agua es inestable. Aun una masa de aire moviéndose 
suavemente, al traspasar una montana se convierte en complejos remolinos y tor- 
bellinos. En muchos campos encontramos esta situaciôn de Jflujo turbulento que no 
podemos analizar actualmente. jDejemos râpidamente gl asunto del tiempo y discu- 
tamos sobre geologia! 

El asunto bâsico para la geologia es: ^.qué hace que la tierra sea lo que es? Los 
procesos mâs obvios estân al frente de nuestros ojos, los procesos de érosion de los 
rios, los vientos, etc. Es bastante fàcil comprenderlos, pero por cada poco de éro¬ 
sion hay algo mâs que esta sucediendo. Las montanas no son mâs bajas hoy en pro- 
medio de lo que fueron en el pasado. Debe haber procesos formadores de montanas. 
Encontrarân, si estudian geologia, que hay procesos formadores de montanas y 
volcanismos, los que nadie comprende pero que son la mitad de la geologia. El fenô- 
meno de los volcanes no se comprende realmente. Lo que produce un terremoto, a 
la postre, no se comprende. Se comprende que si hay algo empujando a otra cosa, 
cede repentinamente y se desliza -eso esta bien-, Pero ^qué es lo que empuja, y por 
qué? La teoria es que hay corrientes en el interior de la tierra -corrientes circulantes, 
debido a la diferencia de temperatura interior y exterior-, las cuales en su movimien 
to empujan ligeramente la superficie. Asi, si hay dos circulaciones opuestas vecinas, 
la materia se acumula en la région donde se juntan y forman cadenas de montanas 
que estân en condiciones desafortunadas de tension y asi producen volcanes y te- 
rremotos. 


iQ ué pasa en el interior de la tierra? Mucho se sabe acerca de la velocidad de 
las ondas sismicas a través de la tierra y la distribuciôn de densidades de la tierra. 
Sin embargo, los fisicos han sido incapaces de obtener una buena teoria sobre lo 
densa que deberâ ser una sustancia a las presiones que se esperaria en el centre de 
la tierra. En otras palabras, no podemos calcular las propiedades de la materia muy 
bien en dichas circunstancias. Lo hacemos mucho menos bien con la tierra que lo 
hacemos con las condiciones de la materia en las estrellas. La matemâtica implicada 
parece ser un poco dificil, hasta ahora, pero quizâs no pasarà mucho tiempo antes 
de que alguien se dé cuenta que es un problema importante y que realmente lo so- 
lucione. El otro aspecto, por cierto, es que aun si supiéramos îa densidad, no po- 
driamos calcular las corrientes de circulaciôn. Tampoco podemos realmente deducir 
las propiedades de las rocas a elevadas presiones. No podemos decir con qué rapi- 
dez las rocas "cederân"; todo eso debe ser resuelto por el experimento. 


3-6 Psicologia 

Consideremos a continuaciôn la ciencia de la psicologia. Incidentalmente, el 
psicoanâlisis no es una ciencia: en el mejor de los casos es un proceso médico, o 
quizâs aun brujeria. Tiene una teoria acerca de qué produce la enfermedad —muchos 
“espiritus ' diferentes. etc-. El hechicero tiene una teoria de que una enfermedad 
como la malaria esté causada por un espiritu que viene del aire; no se sana agitan- 
do una culebra sobre él; en cambio, la quinina si ayuda la malaria. Asi, si estân 
enfermos, yo les aconsejaria que vayan al hechicero, porque es el hombre en la tri¬ 
bu que sabe mâs acerca de enfermedades; por otro lado, su conocimiento no es 
ciencia. El psicoanâlisis no ha sido cuidadosamente comprobado por el experimen¬ 
to, y no hay manera de encontrar una lista del numéro de casos en los cuales ré¬ 
sulta, el numéro de casos en que no résulta, etc. 


Las otras ramas de la psicologia, que implican cosas como la fisiologia de las 
sensaciones -qué sucede en el ojo, y qué sucede en el cerebro- son, si quieren, me¬ 
nos interesantes. Pero cierto progreso pequeno, pero real, se ha hecho al estudiarlas. 
Uno de los progresos técnicos mâs interesantes puede ser o no llamado psicologia. 
El problema central de la mente, si quieren, o del sistema nervioso es éste: cuando 
un animal aprende algo, puede hacer algo diferente de lo que podia hacer antes y sus 
células cerebrales deben haber cambiado también, si es que està hecho de âtomos. 
lEn qué sentido es diferente? No sabemos dônde mirar, o qué buscar, cuando 
algo se memoriza. No sabemos qué significa o qué cambio hay en el sistema ner¬ 
vioso cuando se aprende una realidad. Este es un problema muy importante que 
no ha sido resuelto en absoluto. Suponiendo. sin embargo, que existe algo como la 
memoria, el cerebro es una masa tan enorme de alambres y nervios interconectados 
que probablemente no puede ser analizado en una forma directa. Hay una analogia 
de esto con las mâquinas computadoras y los elementos de computaciôn, en que 
también tienen muchas lineas, y que tienen algùn tipo de elemento anâlogo, quizâs, 
a la sinapsis o conexiôn de un pervio con otro. Esto es una materia muy interesan- 
te que no tenemos tiempo de discutir mâs allâ -las relaciones entre el pensamiento 
y las mâquinas computadoras-. Debe apreciarse, por cierto, que esta materia nos 
dirà muy poco acerca de las complejidades reales del comportamiento humano or- 
dinario. Todos los seres humanos son tan diferentes. Pasarà mucho tiempo antes 
que Ueguemos ahi. Debemos empezâr mucho mâs atrâs. Si pudiéramos siquiera 
deducir como funciona un perro, habriamos avanzado bastante. Los perros son mâs 
fàciles de comprender, pero nadie aun sabe como funcionan los perros. 


3-7 iCômo se îlegô a eso? 

Para que la fisica sea ûtil a las otras ciencias en una forma teôrica, que no sea 
la invenciôn de instrumentes, la ciencia en cuestiôn debe suministrar al fisico una 
descripciôn del tema en el lenguaje del fisico. Ellos pueden decir: “<,por qué salta 
una rana?, y el fisico no puede contestar. Si ellos le dicen lo que es una rana; que 
hay tantas moléculas; que hay un nervio aqui, etc., eso es diferente. Si ellos nos di- 
jeran, mâs o menos, a qué se parecen la tierra y las estrellas, entonces podemos 
resolverlo. Para que la teoria fisica sea de alguna utilidad, debemos saber exacta- 
mente dônde estân colocados los âtomos. Para comprender la quimica, debemos sa¬ 
ber exactamente qué âtomos estân présentes, pues de lo contrariorno podemos ana- 
lizarla. Esta es solamente la primera limitaciôn, por supuesto. 

Hay otro tipo de problema en las ciencias hermanas, que no existe en la fisica; 
podemos llamarlo, a falta de un término mejor, el asunto histôrico. ^,Cômo se Ilegô 
a eso? Si comprendemos todo acerca de la biologia, quisiéramos saber como todas 
las cosas que hay en la tierra fueron a dar en eila. Existe la teoria de la evoluciôn, 
una parte importante de la biologia. En geologia, no solo queremos saber como se 
estân formando las montanas, sino como se formé la tierra entera en el comienzo, 
el origen del sistema solar, etc. Esto, por supuesto, nos conduce a querer saber qué 
tipo de materia existia en el mundo. ^Cômo evolucionan las estrellas? ^.Cuâles fue¬ 
ron las condiciones iniciales? Este es el problema de la historia de la astronomia. 
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Se ha descubierto mucho acerca de la formaciôn de las estrellas, de la formation de 
los eleméntos de los cuales estamos hechos y hasta un poco acerca del origen del 
universo. 

No hay problemas histôricos que se estén estudiando en la fisica actualmente. No 
tenemos una pregunta: "Aqui estân las leyes de la fisica, ôcômo se llegô a ellas?” 
No nos imaginamos, por ahora, que las leyes de la fisica estân en cierto modo cam- 
biando con el tiempo, que en el pasado fueran diferentes de lo que son en el pré¬ 
sente. Por supuesto que pueden ser, y en el momento en que encontremos que son, 
la pregunta histôrica de la fisica estarà ligada con el resto de la historia del universo 
y entonces los fisicos estarân hablando de los mismos problemas que los astrôno- 
mos, los geôlogos y los biologos. 

Finalmente, hay un problema fisico que es comûn a muchos campos, que es 
muy viejo y que no ha sido resuelto. No es el problema de encontrar nuevas parti- 
culas fundamentales, sino algo que quedô desde hace mucho tiempo atrâs -màs de 
cien anos- N adie en la fisica ha sido realmente capaz de analizarlo matemâticamente 
en forma satisfactoria a pesar de su importancia para las ciencias hermanas. Es el 
anâlisis de fluidos circulantes o turbulentos. Si observamos la evoluciôn de una es- 
trella, se llega a un punto donde podemos deducir que va a comenzar la convec¬ 
tion, y a partir de esto ya no podemos deducir qué va a pasar. Unos pocos millones 
de anos mâs tarde la estrella hace explosion, pero no podemos explicar la razôn. 
No podemos analizar el tiempo. No conocemos los esquemas de los movimientos 
que deberia haber en el interior de la tierra. La forma mâs simple del problema es 
(omar una caneria que es muy larga y empujar agua a través de ella a gran veloci- 
dad. Preguntamos: para empujar una cantidad dada de agua a través de esa cane¬ 
ria, i,cuânta presiôn se necesita? Nadie puede analizarlo partiendo de principios pri- 
marios y de las propiedades del agua. Si el agua fluye muy lentamente, o si usamos 
algo espeso como la miel, entonces podemos hacerlo exactamente. Ustedes lo en- 
contrarân en su texto. Lo que no podemos realmente hacer es tratar con agua real 
y fresco que corre a través de una caneria. Este es el problema central que deberia- 
mos resolver algùn dia y que no lo hemos hecho. 

Decia una vez un poeta: “El universo entero estâ en un vaso de vino”. Proba- 
blemente nunca sabremos lo que queria decir, pues los poetas no escriben para ser 
comprendidos. Pero es cierto que si miramos un vaso de vino lo suficientemente 
cerca, vemos el universo entero. Ahi estân las cosas de la fisica: el liquido que se 
arremolina y se évapora dependiendo del viento y del tiempo, las reflexiones en el vi- 
drio, y nuestra imagination agrega los âtomos. El vidrio es un destilado de las rocas 
terrestres y en su composition vemos los secretos de la edad del universo y la evolu¬ 
ciôn de las estrellas. ôQué extrano arreglo de elementos quimicos hay en el vino? iCo- 
mo llegaron a ser? Estân los fermentos, las enzimas, los sustratos y los productos. 
Alli en el vino se encuentra la gran generalizaciôn: toda vida es fermentaciôn. Na¬ 
die puede descubrir la quimica del vino sin descubrir, como lo hizo Louis Pasteur, 
la causa de muchas enfermedades. jCuân vivido es el vino tinto que imprime su exis- 
tencia dentro del conocimiento de quien lo observa! jSi nuestras pequenas mentes, 
por alguna convivencia. dividen este vaso de vino, este universo, en partes -fisica, 
biologia. geologia, astronomia. psicologia, etc.-, recuerden que la naturaleza no lo 
sabe! Asi, reunamos todo de nuevo sin olvidar en ûltima instancia para qué sirve. 
Dejemos que nos dé un placer final mâs: jbébanlo y olvidense de todo! 
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4-1 iQué es la energia? 

Habiendo terminado ya nuestra descripciôn general empezamos en este capitulo 
un estudio mâs detallado de los diferentes aspectos de la fisica. Para ilustrar las 
ideas y la clase de razonamiento que se puede usar en fisica teôrica, examinaremos 
una de las leyes mâs bâsicas de la fisica: la conservaciôn de la energia. 

Hay un hecho, o si prefiere, una ley, que gobierna todos los fenômenos naturales 
conocidos hasta la fecha. No se conoce excepciôn a esta ley -es exacta hasta donde 
sabemos- La ley se llama la conservaciôn de la energia. Establece que hay cierta 
cantidad que llamamos energia, que no cambia en los mûltiples cambios que ocurre 
en la naturaleza. Esta es una idea muy abstracta, porque es un principio matemâtico; 
significa que hay una cantidad numérica que no cambia cuando algo ocurre. No es 
la descripciôn de un mecanismo, o de algo concreto; ciertamente es un hecho raro 
que podamos calcular cierto numéro y que cuando terminemos de observar que la 
naturaleza haga sus trucos y calculemos el numéro otra vez, éste serâ el mismo. 
(Algo asi como el alfil en un cuadro negro, que después de cierto numéro de movi¬ 
mientos -cuyos detalles son desconocidos- queda en el mismo cuadro. Es una ley 
de esta naturaleza.) Puesto que ésta es una idea abstracta, ilustraremos su significa- 
do mediante una analogia. 

Imaginemos un nino, tal vez “Daniel el Travieso”, que tiene unos bloques que 
son absolutamente indestructibles, que no pueden dividirse en partes. Cada uno es 
igual al otro. Supongamos que tiene 28 bloques. Su madré lo coloca con los 28 blo¬ 
ques en una pieza al comenzar el dia. Al final del dia, por curiosidad, ella cuenta los 
bloques con mucho cuidado, y descubre una ley fenomenal -haga lo que haga con 
los bloques, jsiempre quedan 28! Esto continua por varios dias, hasta que un dia 
hay solo 27 bloques, pero una pequena investigation demuestra que hay uno bajo la 
alfombra -ella debe mirar por todas partes para estar segura de que el numéro de 
bloques no ha cambiado-. Un dia, sin embargo, el nümero parece cambiar -hay 
solo 26 bloques- Una cuidadosa investigaciôn indica que la ventana estaba abierta, 
y al mirar hacia afuera se encontraron los otros dos bloques. Otro dia, una cuida¬ 
dosa cuenta indica que jhay 30 bloques! Esto 
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causa una gran consternaciôn, hasta que se sabe que Bruce vino a visitarlo, trayendo 
sus bloques consigo y que dejô unos pocos en la casa de Daniel. Después de separar 
los bloques adicionales cierra la ventana, no déjà entrar a Bruce, y entonces todo 
anda bien, hasta que una vez cuenta y encuentra solo 25 bloques. Sin embargo, hay 
una caja en la pieza, una caja de juguetes, y la madré se dirige a abrir la caja de ju- 
guetes, pero el nino dice: “No, no abras mi caja de juguetes”, y chilla. A la madré no 
le estaba permitido abrir la caja de juguetes. Como es extremadamente curiosa, y algo 
ingeniosa, inventa un ardid. Sabe que un bloque pesa cien gramos, asi que pesa la caja 
cuando ve 28 bloques y encuentra 500 gramos. En seguida desea comprobar, pesa la 
caja de nuevo, resta 500 gramos y divide por cien. Ella descubre lo siguiente: 


/ numéro de \ + (peso de la caja)-500 gramos _ con? | in | f . (4 j) 

\ bloques vistos J 100 gramos 

En seguida parece que hubiera algunas nuevas desviaciones, pero un estudio cuida- 
doso indica que el agua sucia de la banera esta cambiando de nivel. El nino esta 
lanzando bloques al agua y ella no puede verlos porque estâ muy sucia, pero puede 
saber cuântos bloques hay en el agua agregando otro término a su formula. Ya que 
la altura original del agua era de 15 centimetros y cada bloque eleva el agua medio 
centimetro, esta nueva formula séria: 


/ numéro de \ 
\ bloques vistos ) 


(peso de la caja) - 500 gramos 
100 gramos 

(altura d el agua) - 15 centimetros 
0,5 centimetro 


En el aumento graduai de la complejidad de su mundo, ella encuentra una sérié com¬ 
pléta de términos que representan modos de calcular cuântos bloques estân en los 
lugares donde no le estâ permitido mirar. Como resultado, encuentra una formula 
compleja, una cantidad que debe ser calculada, que en su situaciôn siempre perma- 
nece la misma. 

^Cuâl es la analogia de esto con la conservation de la energia? El mâs notable 
aspecto que debe ser abstraido de este cuadro es que no hay bloques. Quitese el 
primer término en (4.1) y en (4.2) y nos encontraremos calculando cosas mâs o 
menos abstractas. La analogia tiene los siguientes puntos. Primera, cuando estamos 
calculando la energia, a veces algo de ella déjà el sistema y se va, y a veces algo 
entra. Para verificar la conservacion de la energia debemos tener cuidado de no 
agregar ni quitar nada. Segundo, la energia tiene un gran numéro de formas diferen- 
les, y hay una formula para cada una. Estas son: energia gravitacional, energia ciné- 
tica, energia calôrica. energia elâstica. energia eléctrica. energia quimica. energia 
radiante, energia nuclear, energia de masa. Si hacemos el total de las formulas para 
cada una de estas contribuciones, no cambiarâ a excepciôn de la energia que entra 
y que sale. 


Es importante darse cuenta que en la fisica actual no sabemos lo que la energia 
es. No tenemos un modelo de energia formada por pequenas gotas de un tamano 
definido. No es asi. Sin embargo, hay formulas para calcular cierta 
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cantidad nûmerica, y cuando las juntamos todas nos da “28” -siempre el mismo nu¬ 
méro-. Es algo abstracto en el sentido que no nos informa el mecanismo o las razones 
para las diversas formulas. 


4-2 Energia potencial gravitacional 

Puede entenderse la conservacion de la energia solo si tenemos la formula para 
todas sus formas. Deseo discutir la formula para la energia gravitacional cerca de la 
superficie de la tierra, y deseo deducir esta formula de un modo que no tiene nada 
que ver con la historia, sino que es una simple linea de razonamiento inventada para 
esta lecciôn en particular, esto a fin de darles a ustedes una ilustraciôn del notable 
hecho que puede extraerse mucho acerca de la naturaleza a partir de unos pocos 
hechos y con un razonamiento acabado. Es una ilustraciôn de la clase de trabajo 
que los fisicos teôricos realizan habitualmente. Estâ modelado segün el excelente ar¬ 
gumente del Sr. Carnot sobre la eficiencia de las mâquinas de vapor*. 

Consideremos mâquinas levantadoras de pesos -mâquinas que tienen la propie- 
dad de levantar un peso bajando otro-. Hagamos, ademâs, una hipôtesis: que no 
existe movimiento perpetuo para estas mâquinas levantadoras de pesos. (De hecho, 
que no exista el movimiento perpetuo es un enunciado general de la ley de la conser¬ 
vation de la energia.) Debemos tener cuidado al définir el movimiento perpetuo. En 
primer lugar hagâmoslo para mâquinas levantadoras de pesos. Si cuando hemos levan- 
tado y bajado muchos pesos y llevado la mâquina a su condiciôn original, encontra- 
mos que el resultado neto es haber levantado un peso, entonces tenemos una mâquina 
de movimiento perpetuo, porque podemos usar el peso levantado para poner en mo- 
vimiento otra cosa. Es decir, debe cumplirse que la mâquina que levantô el peso 
vuelva a su exacta condiciôn original, y ademâs debe ser completamente indépen¬ 
dante -esto es, que no haya recibido la energia de una fuente externa para levantar 
el peso- como los bloques de Bruce. 


i= s=:=== ^^^ Eig- 4-1. Mâquina simple para levantar 

^ pesos. 

En la figura 4-1 se muestra una mâquina muy simple para levantar pesos. Esta 
mâquina levanta pesos de très unidades de “intensidad”. Colocamos très unidades 
en un platillo y una unidad en el otro. Sin embargo, a fin de hacerla trabajar real- 
mente, debemos quitar un pequeno peso en el platillo de la izquierda. Por otra parte, 
podriamos levantar una unidad de peso bajando el peso de très unidades, si trampea- 
mos un poco quitando algo de peso del otro plato. Por supuesto, nos damos cuenta 
que con cualquier mâquina elevadora real debemos agregar una pequena cantidad 
extra para lograr su funcionamiento. Esto no lo consideramos, temporariamente. Las 
mâquinas idéales, aunque no existen, no necesitan nada extra. Una mâquina que use- 
mos en la realidad puede ser, por asi decir, casi réversible: esto es, si levanta el peso de 


Aqui nuestro objetivo no es tanto el resultado (4,3) el cual de hecho ustedes ya pueden 
conocer, sino la posibilidad de llegar a él mediante un razonamiento teôrico. 
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très al bajar el de una, entonces también levantarâ aproximadamente el peso de una en 
la misma cantidad al bajar el peso de très. 

Imaginemos que hay dos clases de mâquinas, las que no son réversibles, que inclu- 
yen todas las mâquinas reales. y las que son réversibles, que. por supuesto no se 
consiguen en la realidad a pesar del cuidado que pongamos en el diseno de cojinetes. 
palancas, etc. Sin embargo, suponemos que existe una cosa tal -una mâquina réver¬ 
sible- que baja una unidad de peso (un kilo o cualquier otra unidad) en una unidad 
de distancia y que al mismo tiempo levanta un peso de très unidades. Llamemos 
Mâquina A a esta mâquina réversible. Supongamos que esta mâquina réversible par- 
ticular levante el peso de très unidades una distancia X. A continuaciôn, supongan 
que tenemos otra mâquina, la Mâquina B , que no es necesariamente réversible, que 
baja el peso de una unidad en una unidad de distancia, pero que levanta el peso de 
très unidades una distancia Y. Podemos probar ahora que Y no es mâs alta que X: 
es decir, que es imposible construir una mâquina que levante un peso mâs alto que 
una mâquina réversible. Veamos por qué. Supongamos que Y fuera mâs alta que X. 
Tomemos un peso de una unidad y bajémoslo una unidad de altura con la màqui- 
na B, con lo que se eleva el peso de très unidades una distancia Y. Entonces po- 
driamos bajar el peso de Y a X, obteniendo energia gratis , y usar la mâquina ré¬ 
versible A, funcionando a la inversa, para bajar el peso de très unidades una dis¬ 
tancia X y levantar el peso de una unidad en una unidad de altura. ;Esto retornarà 
el peso de una unidad a donde estaba antes y dejarâ ambas mâquinas listas para ser 
usadas de nuevo! Por lo tanto, tendriamos movimiento perpetuo si Y fuera mâs alta 
que X, lo que asumimos que era imposible. Con esos supuestos debemos concluir 
que Y no es mâs alta que X, de modo que de todas las mâquinas que puedan dise- 
narse la mâquina réversible es la mejor. 


Podemos ver, ademâs, que todas las mâquinas réversibles deben levantar hasta 
exactamente la misma altura. Supongan que B también fuera réversible. El razona- 
miento que Y no es mâs alto que X es, por supuesto, tan bueno como antes, pero 
podemos hacer nuestro razonamiento de otra manera usando las mâquinas en orden 
inverso y probar que X no es mâs alto que Y. Esta es entonces una observaciôn 
muy notable, ya que nos permite analizar la altura a la cual diferentes mâquinas van 
a levantar un objeto sin mirar en el interior del meeanismo. Sabemos de inmediato 
que si alguien construye una sérié enormemente complicada de palancas que levan- 
tan très unidades a una cierta distancia al bajar una unidad en una unidad de dis¬ 
tancia, y las comparamos con una palanca simple que hace lo mismo y que es fun- 
damentalmente réversible, su mâquina no lo levantarâ mâs, sino tal vez menos. Si 
una mâquina es réversible sabemos también exactamente hasta qué altura lo levan- 
tarà. Para resumir: cada mâquina réversible, tuncione como funcione, que baje un 
kilo, un métro, y levante un peso de très kilos, siempre lo levantarâ la misma 
distancia X. Esta es evidentemente una ley universal de gran utilidad. La pregunta 
siguiente es, por supuesto, <',cuànto vale XI 

Supongan que tenemos una mâquina réversible que va a levantar a esta distancia 
X, très mediante una. Colocamos très bolas en una estanteria fija, tal como muestra 
la figura 4-2. Se mantiene una bola sobre una plataforma a una distancia de un 
métro sobre el suelo. La mâquina puede levantar très bolas ai bajar una en una dis¬ 
tancia 1 . Pues bien, hemos dispuesto que la plataforma que sostiene très bolas tenga 
un piso y dos repisas, espaciadas exactamente a la distancia X. v ademâs, que la 
estanteria que sostiene las bolas està espaciada a la distancia ' 
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Fig. 4-2. Una mâquina réversible. 


X, (a). Primero, hacemos rodar horizontalmente las bolas desde la estanteria a las repi¬ 
sas, (b), y suponemos que esto no demanda energia, porque no cambiamos la altura. La 
mâquina réversible opéra entonces: baja la bola que estâ sola al suelo y levanta la plata¬ 
forma una distancia X (c). Mâs aûn, hemos arreglado ingeniosamente la estanteria de 
modo que estas bolas estân de nuevo a la par con las repisas. Asi descargamos las bolas 
a la estanteria, (d); habiendo descargado las bolas podemos llevar la mâquina a su 
condiciôn original. Tenemos ahora très bolas en las très repisas superiores y una 
en el piso. Pero lo curioso es, por decirlo asi, que no hemos levantado de ninguna 
manera dos de ellas, ya que después de todo, antes habia bolas en las repisas 2 y 3. 
El efecto résultante es haber levantado una bola la distancia 3X. Pues bien, si 3X 
excede un métro, podemos bajar la bola para retornar la mâquina a la condiciôn 
micial (0, y podemos hacer funcionar el aparato de nuevo. Por lo tanto, 3X, no puede 
exceder un métro, porque si 3X excediera un métro podriamos realizar movimiento 
perpetuo. Asimismo, podemos probar que un métro no puede exceder a 3X, cuando 
se hace funcionar la mâquina al rêvés, ya que es una mâquina réversible. Por lo 
tanto, 3X no es ni mayor ni menor que un métro, y entonces hemos descubierto, 
solo con razonamientos, la ley X — '/ 3 métro. La generalizaciôn es clara: un kilo- 
gramo cae cierta distancia al operar una mâquina réversible; entonces la mâquina 
puede levantar p kilogramos a esta distancia dividida por p. Otra forma de indicar 
este resultado es que el producto de très kilogramos por la altura alcanzada, que en 
nuestro problema era X, es igual al producto de un kilogramo por la distancia que 
fue bajada, que en este caso es un métro. Si tomamos todos los pesos y los multi- 
plicamos por las alturas a las cuales estân ahora por sobre el suelo, dejamos que la 
mâquina funcione, y en seguida multiplicamos nuevamente todos los pesos por todas 
las alturas, no habrâ cambio. (Tenemos que generalizar este ejemplo en que move- 
mos solo un peso al caso en que al bajar uno levantamos otros pesos diferentes 
-pero esto es fàcil-.) 

Llamamos energia potencial gravitacional la suma de los productos pesos por 
alturas —la energia que tiene un objeto debido a su posiciôn en el espacio con 
relaciôn a la tierra—. Entonces la formula para la energia gravitacional, siempre que 
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no estemos muy lejos de la tierra (la fuerza se débilita a medida que subimos) es 

( energia potencial\ 

gravitacional I = (peso) x (altura) (4.3) 

para un objeto / 

Es una bellisima linea de razonamiento. El ûnico problema es que ta! vez no sea 
verdadera. (Después de todo, la naturaleza no tiene por qué marchar con nuestro 
razonamiento.) Por ejemplo: quizâs el movimiento perpetuo sea en efecto posible. 
Algunos de los supuestos pueden estar equivocados, o podemos haber cometido un 
error de razonamiento, de modo que siempre es necesario comprobar. En efecto, 
résulta experimentalmente cierto. 

El nombre general para la energia que tiene que ver con la posiciôn relativa a 
alguna otra cosa es energia potencial. Por supuesto, en este caso particular la 11a- 
mamos energia potencial gravitacional. Si es cuestiôn de fuerzas eléctricas contra las 
que estamos trabajando, en vez de fuerzas gravitacionales, si estamos “levantando” 
cargas desde otras cargas, con muchas palancas, entonces el contenido de energia 
se llama energia potencial eléctrica. El principio general es que el cambio en la 
energia es el producto de la fuerza por la distancia que se desplaza la fuerza, y que 
esto es en general un cambio en la energia: 

/ cambio \ _ (f , ( distancia en que\ ,, ,, 

We energia ) ~ (fuerza) X l la fuerza actüa J (4 ' 4) 

Volveremos a muchas de estas otras formas de energia a lo largo del curso. 



Fig. 4—3. Piano inclinado. 


El principio de la conservaciôn de la energia es muy ûtil para deducir lo que 
ocurrirâ en numerosas circunstancias. En la ensenanza media aprendimos muchas 
leyes acerca de poleas y palancas usadas de diferentes maneras. Podemos ver ahora 
que estas “leyes” son todas la misma cosa, y que no teniamos necesidad de memori- 
zar 75 réglas para darnos cuenta de ello. Un simple ejemplo es un piano inclinado 
lis°, que por suerte es un triângulo tres-cuatro-cinco (Fig. 4-3). Colgamos el peso 
de un kilo sobre un piano inclinado con una polea, y un peso W al otro lado de la 
polea. Queremos saber cuânto debe pesar W para equilibrar un kilo en el piano. 
t.Cômo podemos calcularlo? Si decimos que està justamente equilibrado, es réversi¬ 
ble, y asi puede moverse hacia arriba y hacia abajo, y podemos considerar la si- 
guiente situaciôn. En la situaciôn inicial (a), el peso de una libra està abajo, y el peso 
W esta arriba. Cuando W se ha deslizado hacia abajo en forma réversible, tenemos 
el peso de un kilo arriba y el peso W a una distancia deslizada (b), o sea, cinco 
métros a partir del nivel en que estaba antes. 
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Nosotros levantamos el peso de un kilo solamente très métros y bajamos W kilos en 
cinco métros. Por lo tanto, W = \ de un kilo. Nôtese que hemos deducido esto a partir 
de la conservaciôn de la energia y no a partir de componentes de fuerzas. La habili- 
dad es, sin embargo, relativa. Puede deducirse de una forma que es aùn mâs brillante 
descubierta por Stevin e inscrita en su tumba. La figura 4-4 explica que debe ser 3 / s 
de un kilo, porque la cadena no da vuelta. Es évidente que la parte mâs baja de la 
cadena està equilibrada por si misma, de modo que la traccion de los cinco pesos por 
un lado debe equilibrar la traccion de très pesos por el otro. cualquiera que sea la pro¬ 
portion de los catetos. Ustedes ven. al observar este diagrama. que W debe ser 3 / s de 
kilo. (Si logran un epitafio como éste en su lapida, van por buen camino.) 



Ilustremos ahora el principio de conservaciôn de la energia con un problema 
mâs complicado, el gato de tornillo que se muestra en la figura 4-5. Se usa un 
mango de 50 centimetros de longitud para girar el tornillo que tiene cuatro hilos 
por centimetro. Nos gustaria saber cuànta fuerza se necesita en el mango para le¬ 
vantar una tonelada (1000 kilos). Si queremos levantar la tonelada dos centimetros 
y medio, digamos entonces debemos girar el mango 10 veces. Cuando da una vuelta 
recorre aproximadamente 314 centimetros. El mango debe asi recorrer 3140 centi¬ 
metros, y si usamos varias poleas, etc., estariamos levantando nuestra tonelada con 
un peso menor desconocido W aplicado al extremo del mango. Asi encontramos 
que W es de aproximadamente 0,8 kilos. Este es un resultado de la conservaciôn de 
la energia. 

Consideremos ahora el ejemplo algo mâs complicado que se muestra en la figu¬ 
ra 4-6. Una varilla o barra de dos métros de longitud esta soportada en un extremo. 
En la mitad de la barra hay un peso de 60 kilos y a una distancia de 50 centimetros 
del soporte hay un peso de 100 kilos. ^Cuànta fuerza debemos hacer para levantar el 
extremo de la barra a fin de mantenerla en equilibrio, despreciando el peso de la 
barra? Supongamos que ponemos una polea en un extremo y colgamos un peso de 
la polea. ôCuài debe ser el valor del peso W para 

10 hilos/ i 
pulgada / 

(4 kilos / 'n 
centimetro)) 


Fig. 4-6. Barra cargada soportada en un 
Fig. 4- 5. Un gato de Tornillo. extremo. 
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establecer el equilibrio? Imaginemos que ei peso cae a una distancia arbitraria -para 
que sea mâs fàcil para nosotros supongamos que baja cuatro centimetros-; ^.a que 
altura se elevarân las dos cargas? El centra se eleva dos centimetros y el punto a un 
cuarto de la distancia del extremo fijo se eleva un centimetro. Por lo tanto, el princi- 
pio que la suma de las alturas multiplicadas por los pesos no cambia nos dice que el 
peso W por los cuatro centimetros hacia abajo, màs 60 kilos por dos centimetros ha- 
cia arriba, mâs 100 kilos por un centimetro tienen que sumarse para dar cero: 

-4 W + (2X60) + (1X100) = 0, W = 55 kg. (4.5) 

Por lo tanto, debemos tener un peso de 55 kilos para equilibrar la barra. De este 
modo podemos deducir las leyes del “equilibrio ” —la estâtica de complicadas estruc- 
turas de puentes, etc.-. Este método se llama principio de los trabajos virtuales, por- 
que para aplicar este argumento tuvimos que imaginar que la estructura se mueve 
un poco —aunque no se mueva realmente ni se pueda mover—, Usamos el movimien- 
to imaginado muy pequeno para aplicar el principio de conservaciôn de la energia. 


4-3 Energia cinética 

Para ilustrar otro tipo de energia consideremos un péndulo (Fig. 4-7). Si empu- 
jamos la masa hacia un lado y la soltamos, oscila de un lado hacia el otro. En su 
movimiento pierde altura cuando va desde ambos extremos hacia el centra. iA 
dônde se fue la energia potencial? La energia gravitacional desaparece cuando el 
cuerpo esta abajo; sin embargo, subira de nuevo. La energia gravitacional debe ha- 
berse convertido en otra forma. Evidentemente, es en virtud de su movimiento que es 
capaz de subir de nuevo, de modo que tenemos conversion de energia gravitacional 
en otra forma cuando el cuerpo llega al fondo. 



Fig. 4-7. Péndulo. 

Debemos obtener una formula para la energia de movimiento. Al recordar nues- 
tros argumentes acerca de las mâquinas réversibles podemos ver fàciimente que en 
el movimiento en la parte inferior debe haber una cantidad de energia que le permite 
subir a cierta altura, y que no tiene nada que ver con el meeanismo mediante el cual 
sube ni con la trayectoria segûn la cual sube. De modo que tenemos una formula 
de equivalencia parecida a la que escribimos para los bloques del nino. Tenemos 
otra forma de representar la energia. Es fàcil decir cuàl es. La energia cinética en el 
fondo es igual al peso multiplicado por la altura que puede alcanzar en correspon- 
dencia a su velocidad: E.C. = WH. Lo que necesitamos es la formula que nos dé 
la altura mediante alguna régla que tenga que ver con el movimiento de los objetos. 
Si ponemos en marcha algo con cierta velocidad, por ejemplo verticalmente hacia 
arriba, alcanzarà cierta altura; todavia no sabemos cual es, pero dépende de la 


velocidad -hay una formula para eso-. Enfonces, para encontrar la formula de la 
energia cinética de un objeto que se mueve con velocidad V, debemos calcular la al¬ 
tura que alcanzaria y multiplicarla por el peso. Encontraremos luego que podemos 
escribirla de esta manera: 

E.C.= WV 2 /lg. (4.6) 

Por supuesto, el hecho de que el movimiento tenga energia no tiene nada que ver 
con el de que estemos en un campo gravitacional. No importa de dônde vino el mo¬ 
vimiento. Esta es una formula general, para diversas velocidades. Las formulas (4.3) 
y (4.6) son ambas aproximadas, la primera porque es incorrecta cuando las alturas 
son grandes, es decir, cuando las alturas son tan grandes que la gravedad se débilita; 
la segunda debido a la correcciôn relativista para grandes velocidades. Sin embargo, 
cuando finalmente obtengamos la formula exacta para la energia, entonces la ley 
de conservaciôn de la energia es correcta. 


4-4 Qtras formas de energia 

Podemos, de este modo, continuar ilustrando la existencia de energia bajo otras 
formas. Primera, consideremos la energia elâstica. Si comprimimos un resorte hacia 
abajo, debemos hacer cierto trabajo porque, una vez hecho eso, podemos Ievantar 
pesos con él. Por lo tanto, en su condiciôn comprimida tiene la posibilidad de hacer 
cierto trabajo. Si calculâramos las sumas de los productos por las alturas, la ley no 
se verificaria -debemos agregar algo mâs para tomar en cuenta el hecho de que el 
resorte esta bajo tension-, Energia elâstica es la receta para un resorte cuando esta 
comprimido. ^Cuânta energia es? Si soltamos la energia elâstica, a medida que el 
resorte pasa por el punto de equilibrio, se convierte en energia cinética y ésta pasa 
alternativamente por compresiones o estiramientos del resorte y energia cinética de 
movimiento. (Hay, ademâs, cierta energia gravitacional que entra y sale, pero pode¬ 
mos hacer este experimento “de costado" si lo deseamos.) Se mantendrà en movi¬ 
miento hasta que frene por pérdidas. ; Ah! Hemos estado trampeando todo el tiempo, 
poniendo pequenos pesos para mover cosas, o diciendo que las mâquinas son réver¬ 
sibles, o que se mueven permanentemente; pero podemos ver que las cosas se detie- 
nen a la larga. ^Dônde està la energia cuando el resorte ha terminado de moverse 
de arriba a abajo? Esto introduce otra forma de energia: la energia calôrica. 

Dentro de un resorte o de una palanca hay cristales formados por muchos âto- 
mos y con gran cuidado y delicadeza en la disposiciôn de las partes uno puede 
tratar de ajustar las cosas de modo que ruede sobre algo sin que ninguno de los 
âtomos verifique agitaciôn alguna. Pero uno debe tener mucho cuidado. Ordinaria- 
mente cuando las cosas ruedan, hay sacudimientô y agitaciôn debido a las irregula- 
ridades del material y los âtomos comienzan a menearse en el interior. Asi perdemos 
la pista de esa energia; encontramos que los âtomos estàn meneândose en el interior 
de una manera al azar y confusa después que el movimiento se detuvo. Aûn hay 
energia cinética, por cierto, pero no està asociada a un movimiento visible. jEstamos 
sonando! ^Cômo sabemos que aûn hay energia cinética? Résulta que con termôme- 
tros pueden encontrar que, de hecho, el resorte o la palanca estân màs calientes y 
que hay realmente un incremento de la energia cinética en una cantidad defïnida. 
Llamamos energia calôrica a esta energia, pero sabemos que ésta no es realmente 
una nueva forma, es justamente energia cinética -movimiento interne-. (Una de las 
difïcultades con todos estos experimentos que hacemos con materia a gran escala 
es que no podemos demostrar realmente 
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la conservaciôn de la energia y no podemos construir realmente nuestras mâquinas 
réversibles, porque en cada momento movemos una gran masa de sustancia y los âto- 
mos no permanecen absolutamente imperturbados, y asi una cierta cantidad de movi- 
miento al azar ocurre dentro del sistema atômico. No podemos verlo, pero podemos 
medirlo con un termômetro, etc.) 

Hay muchas otras formas de energia, y, por supuesto, no podemos describirlas 
con mâs detalle ahora. Existe la energia eléctrica, que tiene que ver con el empuje 
y arrastre de cargas eléctricas. Existe la energia radiante, la energia de la luz, que 
sabemos es una forma de la energia eléctrica, porque la luz puede representarse 
como oscilaciones en el campo electromagnético. Existe la energia quimica, la ener¬ 
gia que es liberada en las reacciones quimicas. Realmente, la energia elâstica es, 
hasta cierto punto, como la energia quimica, porque la energia quimica es la energia 
de atracciôn de los âtomos, de uno al otro, y asi es energia elâstica. Nuestro cono- 
cimiento moderno es el siguiente: la energia quimica consta de dos partes, energia 
cinética de los electrones en el interior de los âtomos, asi parte de ella es 
cinética, y energia eléctrica de interacciôn de los electrones y protones -por lo tanto, 
el resto de ella es. eléctrico-. En seguida llegamos a la energia nuclear, la energia 
involucrada en el arreglo de las particulas dentro del nûcleo, y tenemos formulas 
para eso, pero no tenemos sus leyes fundamentales. Sabemos que no es eléctrica, 
no es gravitacional y no es puramente quimica, pero no sabemos lo que es. Parece 
ser una forma adicional de energia. Finalmente, asociada con la teoria de la relati- 
vidad, hay una modificaciôn de las leyes de la energia cinética, o como quieran 
llamarla, de modo tal que la energia cinética està combinada con otra cosa llamada 
energia de masa. Un objeto tiene energia a partir de su sola existencia. Si yo tengo 
un positron y un électron que permanecen quietos sin hacer nada -sin importar la 
gravedad, sin importar cualquier otra cosa- y se juntan y desaparecen, se libéra 
energia radiante en una cantidad definida, y la cantidad puede calcularse. Todo lo 
que necesitamos saber es la masa del objeto. No dépende de lo que sea -podemos 
hacer desaparecer dos cosas y obtcner cierta cantidad de energia. La formula fue 
encontrada primero por Einstein; ella es: E = me 2 . 


Es évidente a partir de nuestra discusiôn que la ley de conservaciôn de la energia 
es enormemente util para hacer anâlisis, tal como lo hemos ilustrado con unos pocos 
ejemplos sin conocer todas las formulas. Si tuviéramos todas las formulas para todas 
las formas de energia, podriamos analizar cuântos procesos deberian verificarse sin 
tener que entrar en detalles. Por eso las leyes de conservaciôn son muy interesantes. 
La cuestiôn que naturalmente surge es qué otras leyes de conservaciôn hay en fi- 
sica. Hay otras dos leyes de conservaciôn que son anâlogas a la conservaciôn de 
la energia. Una se llama la conservaciôn del momentum lineal. La otra se llama la 
conservaciôn del momentum angular. Nosotros averiguaremos mâs acerca de éstas 
mâs adelante. En ültimo anâlisis no entendemos en profundidad las leyes de con¬ 
servaciôn. No entendemos la ley de conservaciôn de la energia. No entendemos la 
energia como cierto numéro de pequenas gotas. Puede que hayan oido que los foto- 
nes se manifiestan como gotas y que la energia de un fotôn es la constante de Planck 
multiplicada por la frecuencia. Esto es cierto, pero ya que la frecuencia de la luz 
puede tomar cualquier valor, no hay ninguna ley que diga que la energia tenga que 
ser una cierta cantidad definida. A diferencia de los bloques de Daniel puede haber 
cualquier cantidad de energia, por lo menos como se entiende actualmente. De ma- 
nera que, por ahora, no entendemos 


esta energia como contar algo, sino como una cantidad matemàtica, lo que es una 
circunstancia abstracta y mâs bien peculiar. En mecânica cuàntica résulta que la con¬ 
servaciôn de la energia està muy estrechamente relacionada con otra importante pro- 
piedad del mundo, las cosas no dependen del tiempo absoluto. Podemos montar un 
experimento en un momento dado y probarlo, y luego hacer el mismo experimento en 
un momento posterior, y él se desarrolla exactamente en la misma forma. Si esto es 
I estrictamente cierto o no, no lo sabemos. Si suponemos que es cierto y agregamos 

los principes de la mecânica cuàntica, entonces podemos deducir el principio de la 
conservaciôn de la energia. Es una cosa mâs bien sutil e interesante y no es fâcil de ex- 
plicar. Las otras leyes de conservaciôn estân también ligadas entre si. La conservaciôn 
del momentum està asociada en mecânica cuàntica con la proposiciôn que no impor¬ 
ta dcmde se haga el experimento; los resultados serân siempre los mismos. Asi como 
la independencia en el espacio tiene que ver con la conservaciôn del momentum, la 
independencia en el tiempo tiene que ver con la conservaciôn de la energia, y final¬ 
mente si girâramos nuestros aparatos, esto tampoco implica diferencia, de modo que 
la invariancia del mundo a la orientaciôn angular està relacionada con la conservaciôn 
del momentum angular. Ademàs de éstas, hay très leyes de conservaciôn que son 
exactas hasta donde lo podemos afirmar hoy dia, que son mucho mâs simples de en- 
tender, porque son del mismo tipo que contar bloques. 


La primera de las très es la conservaciôn de la carga, y que sencillamente signi¬ 
fia que ustedes cuentan las cargas positivas, menos las cargas negativas que 
tienen, y el numéro no cambia nunca. Pueden deshacerse de una positiva con una 
negativa, pero no crean ningün exceso neto de positivas sobre negativas. Hay otras 
dos leyes anâlogas a ésta -una es la llamada conservaciôn de bariones- Hay cierto 
numéro de particulas extranas, son ejemplos un neutron y un proton, que se llaman 
bariones. En cualquier reacciôn en la naturaleza. si contamos cuântos bariones 
intervienen en un proceso, el numéro de bariones* que résulta serâ exactamente el 
mismo. Hay otra ley. la conservaciôn de leptones. Podemos decir que ese grupo 
de particulas Uamadas leptones es: el electrôn, el meson mu, y el neutrino. Existe 
un antielectron, que es un positron, esto es, -1 leptôn. Al contar el numéro total 
de leptones en una reacciôn résulta que el numéro que entra y sale nunca cambia, 
al menos por lo que sabemos hasta el présente. 


Estas son las seis leyes de conservaciôn, très de ellas sutiles, involucrando espa¬ 
cio y tiempo, y très de ellas simples, en el sentido de contar cosas. 

Con relaciôn a la conservaciôn de la energia debiéramos notar que la energia 
disponible es otro asunto -hay mucha agitaciôn de los âtomos del agua de mar, 
puesto que el mar tiene cierta temperatura, pero es imposible reunirlos en un mo- 
vimiento definido sin tomar energia de cualquier otra parte-. Es decir, aunque 
sabemos, de hecho, que la energia se conserva, la energia disponible para la utilidad 
humana no se conserva tan fâcilmente. Las leyes que gobiernan la cantidad de ener¬ 
gia disponible se llaman leyes de la termodinâmica y encierran un concepto llamado 
entropia para los procesos termodinâmicos irréversibles. 


* Contando los antibariones como -1 bariôn. 
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Finalmente, reparamos en el problema de dônde podemos obtener nuestras fuen- 
tes de energia hoy dia. Nuestros abastecimientos de energia provienen del sol, la 
lluvia, el carbon, el uranio y el hidrôgeno. El sol forma la lluvia y también el carbon, 
de modo que todo esto proviene del sol. Aunque la energia se conserva, la natura- 
leza no parece interesada en ello; libéra gran cantidad de energia desde el sol, pero 
solo una parte en dos mil millones cae sobre la tierra. La naturaleza conserva la 
energia, pero, realmente, no le importa; derrocha mucha en todas direcciones. Ya 
hemos obtenido energia del uranio, podemos obtenerla también del hidrôgeno, pero 
actualmente solo en una condiciôn explosiva y peligrosa. Si pudiera ser controlada 
en reacciones termonucleares, résulta que la energia que pueda obtenerse a partir 
de 10 litros de agua por segundo es igual a toda la potencia eléctrica generada 
en los Estados Unidos. jCon 600 litros de agua corriente por minuto tienen su- 
ficiente combustible para abastecer toda la energia que se usa hoy dia en los 
Estados Unidos! Por lo tanto, concierne a los fisicos resolver cômo liberarnos de 
la necesidad de tener energia. Esto puede hacerse. 
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5-1 El movimiento 

En este capitulo consideraremos algunos aspectos de los conceptos de tiempo y 
distancia. Se ha puesto énfasis desde un comienzo que la fisica, como todas las cien- 
cias. dépende de la observaciôn. Se puede decir. también, que el desarrollo de las 
ciencias fisicas en su forma actual ha dependido en gran medida del énfasis que se 
ha puesto en hacer observaciones cuantitativas. Solo mediante observaciones cuan- 
titativas puede llegar uno a relaciones cuantitativas. que son el corazôn de la fisica. 

"Comienzo" 


ig. 5-1. Una bola baja rodando por un; 
pista inclinada. 


A muchas personas les gusta colocar el comienzo de la fisica en el trabajo hecho 
hace 350 anos por Galileo y Uamarlo el primer fisico. Hasta esa época el estudio del 
movimiento habia sido filosôfico y basado en argumentos que podian idearse con la 
cabeza. La mayoria de los razonamientos habia sido presentada por Aristôteles y 
otros filôsofos griegos y se tomaban como "probados". Galileo era escéptico, e hizo 
un experimento sobre el movimiento, que fue esencialmente el siguiente: hizo rodar 
una bola hacia abajo en un piano inclinado y observo e! movimiento. Sin embargo, 
no solo observé; midié la distancia que recorrié la bola y en cuànto tiempo. 

El modo de medir una distancia era bien conocido mucho antes de Galileo, pero 
no habia modos precisos de medir el tiempo. particularmente tiempos cortos. Aun¬ 
que después disené relojes màs satisfactorios (aunque no como los que conocemos 
ahora), el primer experimento de Galileo 
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sobre el movimiento fue hecho usando su pulso para contar intervalos iguales de 
tiempo. Hagamos lo mismo. 

Podemos contar los latidos del pulso mientras la bola rueda hacia abajo sobre la 
pista: “uno...dos...tres...cuatro...cinco...seis...siete...ocho...” Pedimos a un amigo que 
haga una pequena marca en la ubicaciôn de la bola para cada cuenta; podemos en- 
tonces medir la distancia que se moviô la bola desde el punto en que se soltô en 
uno, o dos, o très, etc., intervalos iguales de tiempo. Galileo expresô el resultado de 
sus observaciones de este modo : si la ubicaciôn de la bola es marcada a 1, 2, 3, 4.... 
unidades de tiempo desde el instante en que se suelta, esas marcas distan del punto 
de partida en proporciôn a los nümeros 1, 4, 9, 16... Hoy diriamos que la distancia 
es proporcionaJ al cuadrado del tiempo. 


D « t 2 . 

El estudio del movimiento, que es bàsico para todos los fisicos, implica las pre- 
guntas ^dônde?, y ^cuândo? 


5-2 El tiempo 

Consideremos primero lo que queremos decir por tiempo. ôQ u ^ es el tiempo? 
Séria estupendo encontrar una buena definiciôn del tiempo. El diccionario Webster 
define "un tiempo" como "un periodo", y este ùltimo como "un tiempo". lo que no 
parece ser muy ûtil. Quizàs debiéramos decir: "tiempo es lo que ocurre, cuando nada 
mâs ocurre". Lo que tampoco nos lleva muy lejos. Puede ser que sea igualmente 
bueno que enfrentemos el hecho que el tiempo es una de las cosas que probable- 
mente no podemos définir (en el sentido del diccionario), y solo decir que es lo que 
y a sabemos que es: ; es cuànto esperamos! 

De todos modos, lo que realmente importa no es définir el tiempo sino como 
medirlo. Una manera de medir el tiempo es utilizar algo que ocurra una y otra vez 
de modo regular -algo que sea periôdico-. Por ejemplo un dia. Una dia parece ocu- 
rrir una y otra vez. Pero cuando comienzan a pensar acerca de ello, bien pueden 
preguntar: "(.Son los dias periôdicos? ^Son regulares? ^Son todos los dias de la 
misma duraciôn?” Ciertamente, uno tiene la impresiôn que los dias de verano son 
mâs largos que los de invierno. Por supuesto, algunos dias de invierno parecen ser 
desagradablemente largos si uno esta muy aburrido. Seguramente han oido decir 
a alguien: "jCaramba, éste si que ha sido un dia largo!" 

Sin embargo, parece ser que los dias son casi del mismo largo en promedio. 
(,Hay algûn modo para verificar si los dias son del mismo largo -sea de un dia al 
siguiente-, o por lo menos en promedio? Una manera es hacer una comparaciôn con 
algùn otro fenômeno periôdico. Veamos como puede hacerse tal comparaciôn usan¬ 
do un reloj de arena. Con un reloj de arena podemos "crear” un suceso periôdico 
siempre que tengamos a alguien ocupado durante el dia y la noche para girarlo 
cuando el ùltimo grano de arena haya caido. 

Entonces podriamos contar las vueltas del reloj de arena desde cada manana a 
la siguiente. Encontrariamos esta vez que el numéro de "horas" (es decir, vueltas del 
reloj de arena) no fue el mismo cada "dia". Podriamos desconfiar del sol. o del re 
loj de arena o de ambos. 


Después de pensar un poco, puede ocurrirsenos contar las "horas” de mediodia a 
mediodia (el mediodia no esta defmido aqui como las 12,00 horas, sino como el 
instante en que el sol esta en su punto mâs alto). Encontrariamos esta vez que el 
nûmero de horas de cada dia es el mismo. 

Tenemos ahora alguna confianza en que tanto la “hora” como el “dia" tienen 
una periodicidad regular, es decir, indican sucesivos intervalos iguales de tiempo, aun- 
que no hemos probado que cada uno sea “realmente” periôdico. Alguien puede pre¬ 
guntar si no pudiera haber algûn ser omnipotente que hiciera disminuir el flujo de 
arena cada noche y aumentarlo durante el dia. Nuestro experimento, por supuesto, 
no nos da una respuesta sobre esta clase de preguntas. Todo lo que podemos decir 
es que encontramos que una regularidad en una cosa lleva consigo una regularidad 
en la otra. Podemos solo decir que basamos nuestra definiciôn del tiempo en la repe- 
ticiôn de algùn evento aparentemente periôdico. 


5-3 Tiempos cortos 

Podriamos indicar ahora que en el proceso de verificar la reproductibilidad del 
dia, hemos recibido un importante subproducto. Hemos encontrado la manera de 
medir en forma mâs précisa fracciones de dia. Hemos encontrado un modo de con¬ 
tar el tiempo en pequenas partes. ^.Podemos llevar mâs lejos este proceso y aprender 
a medir intervalos de tiempo aùn mâs pequenos? 

Galileo determinô que un péndulo siempre oscila en intervalos iguales de tiempo, 
siempre que el tamano de la oscilaciôn se mantenga pequeno. Un ensayo que com¬ 
pare el nùmero de oscilaciones de un péndulo en una “hora” demuestra que éste es 
efectivamente el caso. En esta forma podemos marcar fracciones de una hora. Si 
usamos un dispositivo mecânico para contar las oscilaciones -y para mantenerlas-, 
tenemos el reloj de péndulo de nuestros abuelos. 

Convengamos que si nuestro péndulo oscila 3.600 veces en una hora (y si hay 
24 de taies horas en un dia) Uamaremos a cada periodo del péndulo un “segundo". 
Hemos dividido entonces nuestra unidad original de tiempo en aproximadamente 10-' 
partes. Podemos aplicar los mismos principios para dividir el segundo en intervalos 
mâs y mâs pequenos. Se darân cuenta que no es prâctico hacer péndulos mecànicos 
que funcionen arbitrariamente râpido, pero ahora podemos hacer péndulos eléctricos 
llamados osciladores, que pueden proporcionar sucesos periôdicos con un tiempo 
de oscilaciôn muy pequeno. En estos osciladores electrônicos hay una corriente eléc- 
trica que oscila en forma anàloga a la oscilaciôn de la lenteja del péndulo. 

Podemos hacer una sérié de taies osciladores electrônicos cada uno con un pe¬ 
riodo 10 veces mâs corto que el precedente. Podemos "calibrar" cada oscilador con 
el siguiente mâs lento, contando el nùmero de oscilaciones que hace por una oscila¬ 
ciôn del mâs lento. Cuando el periodo de oscilaciôn de nuestro reloj es menor que 
una fracciôn de segundo, no podemos contar las oscilaciones sin la ayuda de algùn 
dispositivo que extienda nuestro poder de observaciôn. Un dispositivo tal es un osci- 
loscopio de haz electrônico, el cual actùa como una especie de microscopio para 
tiempos cortos. Este dispositivo traza en una pantalla fluorescente un grâfico de la 
corriente eléctrica (o el voltaje) en funciôn del tiempo. Al conectar el osciloscopio a 
dos de nuestros osciladores uno después del otro de modo 
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(a) (b) 


Fig. 5-2. Dos vistas de la pantalla de un osciloscopio. En (a) el osciloscopio esté 
conectado a un oscilador, en (b) esté conectado a un oscilador con un periodo de un 
décimo de duraciôn. 

que primero hace un grâfico de la corriente en uno de nuestros osciladores y después 
de la corriente en el otro, obtenemos dos gràficos como los que se muestran en la 
figura 5-2. Podemos determinar fâcilmente el nümero de periodos del oscilador màs 
ràpido en un periodo del oscilador màs lento. 

Con las modernas técnicas electrônicas se han construido osciladores que tienen 
periodos tan pequenos como 10" 12 segundos, y han sido calibrados (por métodos de 
comparaciôn como los que hemos descrito) en términos de nuestra unidad patron 
de tiempo, el segundo. Con la invenciôn y perfeccionamiento del “laser” o amplifi- 
cador de luz, en estos ültimos anos, ha llegado a ser posible construir osciladores 
con periodos aùn màs cortos que 10" 12 segundos; pero no ha sido todavia posible 
calibrarlos mediante los métodos que hemos descrito, aunque no hay duda que pron- 
to serà posible. 

Se han medido intervalos de tiempo màs pequenos que 10" 12 segundos, pero me¬ 
diante una técnica diferente. En efecto, se ha usado una définition diferente del 
“tiempo”. Una manera ha sido observar la distancia entre dos sucesos para un ob- 
jeto en movimiento. Si, por ejemplo, las luces delanteras de un automôvil en movi- 
miento se prenden y después se apagan, podemos calcular cuânto tiempo estuvieron 
cargadas las luces, si sabemos dônde fueron encendidas y apagadas y la velocidad 
con que se moviô el automôvil. El tiempo es la distancia durante la cual las luces 
estuvieron encendidas, dividida por la velocidad. 

En estos ùltimos anos justamente se utilizô una técnica asi para medir el tiempo 
de vida del mesôn t°. Al observar en un microscopio las pequenas trazas dejadas 
en una émulsion fotogrâfica, en la cual los mesones t° habian sido creados, se vio 
que un mesôn t u (se sabe que viaja a una velocidad cercana a la de la luz) se moviô 
una distancia de 10 7 métros en promedio antes de desintegrarse. Viviô solo durante 
unos 10"'* seg. Deberâ ponerse énfasis que aqui hemos utilizado una definiciôn un 
poco diferente del “tiempo" que las anteriores. Mientras no haya contradicciones en 
nuestra comprensiôn, nos sentimos bastante seguros que nuestras definiciones son 
suficientemente équivalentes. 

Extendiendo nuestras técnicas aùn màs -y si es necesario nuestras definiciones— 
podemos inferir el tiempo de duraciôn de acontecimientos aùn màs ràpidos. Pode¬ 
mos hablar del 


periodo de una vibraciôn nuclear. Podemos hablar del tiempo de vida de las recien- 
temente descubiertas resonancias extranas (particulas) mencionadas en el capitulo 2. 
Su vida entera dura un lapso de solo 10" 24 segundos, el tiempo que aproximada- 
mente tardaria la luz (la que se mueve a la mayor de las velocidades conocidas) en 
atravesar el nucleo de hidrôgeno (el màs pequeno de los objetos conocidos). 

ùQuù hay de tiempos aùn màs pequenos? ^Existe el “tiempo” en una escala 
aun mas pequena? ^Tiene sentido hablar de tiempos menores si no los podemos 
medir -o quizâs incluso ni pensar en eïlo sensatamente-, algo que sucede en un tiem¬ 
po aun màs pequeno? Quizàs no. Estos son algunos de los problemas no resueltos 
que ustedes estaran preguntando y quizâs contestando en los prôximos veinte o 
treinta anos. 


5-4 Tiempos largos 

Consideremos ahora tiempos mayores que un dia. La medida de tiempos largos 
es facil; solo contamos los dias siempre que haya alguien que lleve la cuenta. Desde 
luego encontramos que hay otra periodicidad natural: el ano, de alrededor de 365 
dias. También hemos descubierto que la naturaleza entrega algunas veces un con- 
tador para los anos, en forma de anillos de los ârboles o sedimentos del fondo de los 
nos. En algunos casos podemos usar esos marcadores naturales del tiempo para de¬ 
terminar el lapso que ha transcurrido desde algùn acontecimiento primitivo. 


Radioactividad 



Fig. 5-3. El decrecimiento de la radio¬ 
actividad en el tiempo. La actividad decrece 
a la mitad en cada "vida media", T. 


Cuando no podemos contar los anos para la medida de tiempos largos, debemos 
buscar otras formas de medir. Una de las que ha tenido màs éxito es usar como 
“reloj” un material radioactivo. En este caso no tenemos un acontecer periôdico 
como el dia o el péndulo, sino un nuevo tipo de “regularidad”. Encontramos que la 
radioactividad de una muestra de material particular decrece la misma fraction para 
sucesivos aumentos iguales en su edad. Si trazamos un gràfico de la radioactividad 
observada como funciôn del tiempo (digamos en dias), obtenemos una curva como la 
que se muestra en la figura 5-3. Observamos que si la radioactividad decrece a la 
mitad en T dias (llamada la “vida media”), entonces decrece a un cuarto en otros 
T dias, y asi sucesivamente. En un intervalo de tiempo arbitrario t hay t/T “vidas 
médias”, entonces la fracciôn que queda después de este tiempo t es ({)' /T . 


Si supiéramos que un pedazo de material, digamos un pedazo de madera, con- 
tenia una cantidad A de material radioactivo cuando se formô, y encontrâramos por 
una medida directa que ahora contiene una cantidad B, podriamos calcular la edad 
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del objeto, I, resolviendo la ecuaciôn 


Afortunadamente hay casos en los cuales podemos conocer la cantidad de ra- 
dioactividad que ténia un objeto cuando se formo. Sabemos, por ejemplo, que el 
diôxido de carbono en el aire contiene una cierta pequena fracciôn del isôtopo radio- 
activo del carbono. C 14 (reabastecido continuamente por la acciôn de los rayos côs- 
micos). Si medimos e! contenido total de carbono de un objeto, sabemos que cierta 
fracciôn de esa cantidad era originalmente el C 14 radioactivo; conocemos, por lo 
tanto, la cantidad inicial A a usar en la formula anterior. El carbono —14 tiene una vida 
media de 5.000 anos. Con medidas cuidadosas podemos medir la cantidad que 
queda después de 20 vidas médias o algo asi, y podemos por lo tanto "fechar" ob- 
jetos orgânicos que crecieron hace 100.000 anos. 

Nos gustaria conocer. y creemos conocer, la vida de cosas aûn màs antiguas. 
Mucho de nuestro conocimiento estâ basado en las medidas de otros isôtopos 
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radioactivos que tienen diferentes vidas médias. Si hacemos medidas con un isôtopo de 
vida media mayor, entonces podremos medir tiempos mayores. Por ejemplo el ura- 
mo tiene un isôtopo cuya vida media es alrededor de 10 9 anos, de modo que si algûn 
material se formé con uranio en él hace 10 9 anos, hoy en dia solo quedaria la mitad 
del uranio. Cuando el uranio se désintégra, se convierte en plomo. Consideren un 
pedazo de roca que se formé mucho tiempo atrâs en algûn proceso quimico. El plo¬ 
mo, siendo de naturaleza quimica diferente al uranio, apareceria en una parte de la 
roca y el uranio apareceria en otra parte de la roca. El uranio y el plomo estarian 
separados. Si observamos hoy ese pedazo de roca, donde debiera haber solo ura¬ 
nio encontraremos ahora una cierta fracciôn de uranio y una cierta fracciôn de 
plomo. Por comparaciôn de estas fracciones podemos decir cuâl es el porcentaje de 
uranio que desapareciô y se transformé en plomo. Con este método se ha determina- 
do la edad de ciertas rocas, resultando ser de varios miles de millones de anos. Una 
extension de este método que no usa rocas particulares, pero que observa el uranio y 
plomo en los océanos y usa promedios sobre la tierra, ha sido usada para determi- 
nar (en los ûltimos anos) que la edad de la tierra misma es aproximadamente de 
5,5 mil millones de anos. 

Es alentador que se haya encontrado que la edad de la tierra sea la misma que 
la edad de los meteoritos que caen sobre ella, segun se détermina por el método del 
uranio. Parece que la tierra surgiô de las rocas que flotan en el espacio, y que los 
meteoritos, muy probablemente, son algo de aquel material que quedô. En un cierto 
instante, hace mâs de 5 mil millones de anos, comenzô el universo. Se créé ahora 
que por lo menos nuestra parte del universo tuvo su comienzo hace cerca de diez a 
vemte mil millones de anos. No sabemos lo que ocurriô antes de esto. De hecho po¬ 
demos muy bien preguntar de nuevo: (.Tiene algûn sentido la pregunta? ; Tienen los 
tiempos anteriores algûn signifïcado? 


5-5 Unidades y patrones de tiempo 

Hemos dado a entender que es conveniente comenzar con alguna unidad patron 
de tiempo, digamos un dia o un segundo, y referir todos los otros tiempos a algûn 
multiplo o fracciôn de esta unidad. (Qué tomaremos como nuestro patron bâsico de 
tiempo? ^Tomaremos el pulso humano? Si comparamos los pulsos, encontramos 
que ellos varian mucho. Al comparar dos relojes se encuentra que no varian tanto. 
Ustedes podrian entonces decir: bien, tomemos un reloj. (.Pero el reloj de quién? 
Hay una historia de un nino suizo que queria que todos los relojes de la ciudad so- 
naran al mediodia al mismo tiempo. Entonces fue a todas partes tratando de con- 
vencer a todos del valor de esto. jTodos pensaron que era una idea maravillosa que 
todos los otros relojes sonaran al mediodia cuando lo hiciera el propio! Es màs bien 
dificil decidir el reloj de quién debiéramos tomar como patron. Afortunadamente 
todos compartimos un reloj -la tierra-, Desde hace mucho tiempo se ha tomado el 
penodo rotacional de la tierra como el patron bâsico del tiempo. Sin embargo, a me- 
dida que se han ido haciendo medidas màs y màs précisas se ha encontrado que la 
rotaciôn de la tierra no es exactamente periôdica cuando se mide con los mejores 
relojes. Estos “mejores relojes son aquellos para los cuales tenemos razôn de creer 
que son precisos, porque coinciden entre si. Creemos ahora que, por varias razones, 
algunos dias son mâs largos que otros, algunos dias son mâs cortos y que en pro- 
medio el penodo de la tierra llega a ser un poco mâs largo a medida que los siglos 
pasan. 
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Hasta hace muy poco no hemos encontrado nada mejor que el periodo de la tie- 
rra, asi todos los relojes se han referido a la longitud del dia y se ha defmido el se- 
gundo como 1 /86400 de un dia promedio. Recientemente hemos estado ganando 
experiencia con algunos osciladores naturales que creemos ahora podrian proporcio- 
nar una referencia de tiempo mâs constante que la tierra y que también estàn basa- 
dos en un fenôtneno natural disponible para todos. Estos son los asi llamados “re¬ 
lojes atômicos”. Su periodo interno bâsico es el de una vibraciôn atômica que es 
muy insensible a la temperatura o cualesquiera otros efectos externos. Estos relojes 
se mantienen en hora con una précision de una parte en 10 9 , o mejor. Dentro de los 
dos ûltimos anos un reloj atômico perfeccionado que opéra basado en la vibraciôn 
del âtomo de hidrôgeno ha sido disenado y construido por el Profesor Norman 
Ramsey de la Universidad de Harvard. El piensa que este reloj podria ser 100 veces 
mâs preciso aûn. Las mediciones que se estàn realizando mostrarân si esto es verdad 
o no. 

Podemos esperar que ya que ha sido posible construir relojes mucho mâs preci- 
sos que el tiempo astronômico, habrâ pronto un acuerdo entre los cientificos para 
définir la unidad de- tiempo en términos de un reloj atômico patron. 


5-6 Distancias grandes 

Volvamos ahora al problema de la distancia. iA qué distancia estàn o qué tama- 
no tienen las cosas? Cualquiera sabe que la manera de medir distancias es empezar 
con una régla y contar. O empezar con un pulgar y contar. Empiezan con una uni¬ 
dad y cuentan. ^Como mide uno cosas màs pequenas? <,Cômo subdivide una distan¬ 
cia? De la misma manera que subdividimos el tiempo: tomamos una unidad menor 
y contamos el numéro de taies unidades que se necesitan para obtener la unidad 
mayor. Asi podemos medir longitudes mâs y mâs pequenas. 


A- 



Fig. 5-4. La altura de un Sputnik se détermina 
por triangulaciôn. 

Pero no siempre entendemos por distancia lo que se obtiene contando sucesiva- 
mente con una varilla métrica. Séria dificil medir la distancia horizontal entre las 
cumbres de dos montanas usando solo una varilla métrica. Hemos encontrado por 
experiencia que la distancia puede medirse de otro modo: por triangulaciôn. Aunque 
esto significa que realmente estamos usando una defmiciôn diferente de distancia, 
concuerdan cuando ambas pueden usarse. El espacio es mâs o menos lo que Eucli- 
des pensô que era, de modo que los dos tipos de defmiciôn de distancia concuer¬ 
dan. El hecho que concuerden en la tierra nos da confianza para usar la triangula¬ 
ciôn para distancias aûn mâs grandes. Por ejemplo, pudimos usar la triangulaciôn 
para medir la altura del primer Sputnik. Encontramos que estaba aproximadamente 
a 5 x 10 5 métros de altura. Con mediciones màs cuidadosas puede medirse de la 
misma manera la distancia a la luna. Dos 


telescopios en diferentes lugares sobre la tierra nos pueden dar los dos ângulos que ne- 
cesitamos. De este modo se ha encontrado que la luna estâa4 x 10 8 métros de distancia. 

No podemos hacer lo mismo con el sol, o al menos nadie ha sido capaz todavia. 
La exactitud con que se puede enfocar cierto punto del sol y con que se puede medir 
ângulos no es lo suficientemente buena para permitirnos medir la distancia al sol. 
iCômo podemos medir entonces la distancia al sol? Debemos inventar una amplia- 
ciôn de la idea de triangulaciôn. Medimos las distancias relativas de todos los plane- 
tas por observaciones astronômicas de las posiciones aparentes de los planetas y ob- 
tenemos un cuadro del sistema solar con las distancias propias relativas de cada 
cosa, pero no con distancias absolutas. Se requiere, entonces, una medida absoluta 
que ha sido obtenida de varios modos. Una de esas formas, que se creian hasta hace 
poco ser la mâs exacta, consistiô en medir la distancia de la tierra hasta Eros, uno 
de los pequenos planetoides que pasa cerca de la tierra de vez en cuando. Por tri¬ 
angulaciôn sobre este pequeno objeto, se pudo obtener la escala de medida requeri- 
da. Conociendo las distancias relativas del resto, podemos, por ejemplo, indicar la 
distancia de la tierra al sol o de la tierra a Plutôn. 


En los ûltimos anos ha habido un gran progreso en nuestro conocimiento de la 
escala del sistema solar. En el Jet Propulsion Laboratory se midiô muy exactamente 
la distancia de la tierra a Venus mediante una observaciôn directa con radar. Esto, 
por supuesto, es un tipo todavia diferente de distancia deducida. Decimos que cono- 
cemos la velocidad a que viaja la luz (y, por lo tanto, a la que viajan las ondas de 
radar), y suponemos que es la misma velocidad en todas partes entre la tierra y Ve¬ 
nus. Enviamos la onda de radio, y contamos el tiempo hasta que la onda reflejada 
regrese. A partir del tiempo inferimos una distancia, asumiendo que conocemos la 
velocidad. Tenemos en realidad otra defmiciôn de una medida de distancia. 


• Estrella 


Sol . 

4JJIî£™_ _Tierrai 

\Posicion en Posiciôn en ” 

invierno verano 


Fig. 5-5. La distancia de estrellas cerca- 
nas se puede medir por triangulaciôn, usando 
el diâmetro de la trayectoria de la tierra como 
linea de base. 


<,Cômo medimos la distancia a una estrella que està mucho màs lejos? Afortu- 
nadamente, podemos volver a nuestro metodo de triangulaciôn. ya que la tierra en 
su movimiento alrededor del sol nos da una gran linea de base para medir los obje 
tos que estàn fuera del sistema solar. Si enfocamos un telescopio hacia una estrella 
en verano y en invierno, esperariamos determinar con précision suficiente estos dos 
ângulos para poder medir la distancia a una estrella. 
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Fig. 5-6. Un cûmulo de estrellas cerca del centra de nuestra galaxia. Su distancii 
a la tierra es 30.000 anos luz, o alrededor de 3 x 10 20 métros. 


iQuë pasa si las estrellas estân demasiado lejos como para usar la triangulaciôn? 
Los astrônomos estân siempre inventando nuevos modos de medir distancias. Ellos 
encuentran, por ejemplo, que pueden estimar el tamafio y brillo de una estrella por 
su color. Se ha medido el color y brillo de muchas estrellas cercanas -cuyas distan¬ 
cias se conocen por triangulaciôn-, y se ha encontrado que hay una pequena relaciôn 
entre el color y el brillo propio de las estrellas (en la rrrayoria de los casos). Si uno 
posee medidas de color de una estrella distante, se puede usar la relaciôn color-brillo 
para determinar el brillo propio de la estrella. Midiendo lo brillante que nos parece 
la estrella desde la tierra (o tal vez deberiamos decir cuân débit parece), podemos 
calcular lo alejada que esta. (Para cierto brillo propio, el brillo aparente decrece con 
el cuadrado de la distancia.) Una hermosa confirmaciôn de lo correcto de este mé- 
todo para medir distancias estelares estâ dado por los resultados obtenidos para gru- 
pos de estrellas, conocidos como cümulos globulares. Una fotografia de un grupo tal 
se muestra en la figura 5-6. Sôlo con mirar la fotografia uno se convence que estas es¬ 
trellas estân todas juntas. El mismo resultado se obtiene a partir de las medidas de 
distancia por el método color-brillo. 


Un estudio de muchos cümulos globulares da importante informaciôn. Se 
encuentra que hay una alta concentraciôn de taies cümulos en cierta parte del 
cielo, y que la mayoria de ellas estâ aproximadamente a la misma distancia de 
nosotros. Juntando esta informaciôn con ptra evidencia, concluimos que esta con¬ 
centraciôn de cümulos marca el centro de nuestra galaxia. Conocemos entonces la 
distancia al centro de la galaxia -alrededor de 10 20 métros. 
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Fig. 5-7. Una galaxia en espiral, como la nuestra. Suponiendo que su diâmetro es 
similar al de nuestra propia galaxia, podemos calcular su distancia a partir de su tamano 
aparente. Estâ a 30 millones de anos-luz (3 x 10 23 métros) de la tierra. 

Conociendo el tamano de nuestra propia galaxia, tenemos una clave para la 
medida de distancias aûn mayores -la distancia a otras galaxias-. La figura 5-7 
es una fotografia de una galaxia, que tiene una forma muy parecida a. la nuestra. 
Probablemente es del mismo tamano también. (Otras evidencias apoyan la idea que 
todas las galaxias son mâs o menos del mismo tamano.) Si es del mismo tamano que 
la nuestra, podemos indicar su distancia. Medimos el àngulo que subtiende en el 
cielo; conocemos su diâmetro y calculamos su distancia jnuevamente triangulaciôn! 

Fotografias de galaxias sumamente distantes se han obtenido recientemente con 
el telescopio gigante de Palomar. La figura 5.8 muestra una. Se créé ahora que algu- 
nas de estas galaxias estân alrededor de medio camino del limite del universo -ale- 
jadas 10 26 métros- jla mayor distancia que podemos contemplar! 


5-7 Distancias pequenas 

Pensemos ahora en distancias menores. Subdividir el métro es fâcil. Sin mucha 
dificultad podemos marcar mil espacios iguales, que juntos hacen un métro. Con 
algo mâs de dificultad, pero de una manera similar (usando un buen micrüscopio), 
podemos marcar mil subdivisiones iguales del milimetro, para hacer una escala en 
micrones (millonésimas de métro). Es dificil continuar a escalas menores, porque no 
podemos “ver” objetos mâs pequenos que la longitud de onda de la luz visible (cer¬ 
ca de 5 x 10“ 7 métros). 

No necesitamos detenernos, sin embargo, en lo que no podemos ver. Con un mi- 
croscopio electrônico podemos continuar el proceso, haciendo fotografias a una es¬ 
cala aün menor, digamos 




Fig. 5-8. El objeto mâs distante a la fecha (1960), 3 C 295 en BOYERO (sefialado 
por la flécha), medido por el telescopio de 200 pulgadas. 


hasta 10 -8 métros (Fig. 5-9). Mediante medidas indirectas -con una especie de trian¬ 
gulation a escala microscôpica- podemos continuar la medida a escalas màs y mâs 
pequenas. Primero, a partir de una observaciôn de cômo la luz de pequena longitud 
de onda (radiaciôn x) se refleja desde un conjunto de marcas de separaciôn cono- 
cida, determinamos la longitud de onda de las vibraciones de la luz. Entonces, à partir 
del diagrama de dispersion de esa misma luz por un cristal, podemos determinar la 
posiciôn relativa de los âtomos en el cristal, obteniendo resultados que concuerdan 
con el espacio atômico determinado también 



Fig. 5-9. Micrografia electrônica de algunas moléculas de virus. La estera "grande" 
es para la calibraciôn y se sabe que tiene un diâmetro de 2 x 10 7 métros (2000 A). 
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por metodo quimicos. De este modo encontramos que los âtomos tienen un diâmetro 
de alrededor de 10“ 10 métros. 

• E j iste . u ” a gran “I a ë una ” en los tamanos fisicos entre la dimension atômica ti- 
pica de alrededor de 10 10 métros y las dimensiones nucleares de 10~ 15 métros, 10 5 
veces menores. Para los tamanos nucleares un método distinto para medir tamanos 
se hace convemente. Medimos el àrea aparente, r/, llamada section transversal efi 
caz efectiva. Si deseamos el radio, lo obtenemos de a = nr\ puesto que el nûcleo 
es aproximadamente esférico. 

Pueden hacerse medidas de la section eficaz nuclear haciendo pasar un haz de 
particulas de alta energia a través de una pequena lâmina de material y observando 
el numéro de particulas que no la atraviesan. Estas particulas de alta energia se 
abren camino sin dificultad a través de la delgada nube de electrones y se detendrân 
o detlectaran solo si chocan con el peso concentrado del nùcleo. Supongamos que 
tenemos un trozo de material 1 5 H 
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Fig. 5-10. Vista imaginaria a través 
de un bloque de carbono de 1 cm de espesor 
si solo se observaran los nücleos. 

de un centimetro de espesor. Habrà cerca de 10 8 capas atômicas. Pero los nücleos son 
tan pequenos que existe una pequena probabilidad de que algûn nücleo quede detrâs 
de otro. Podemos imaginar que una vista de la situaciôn grandemente ampliada -mi- 
rada a lo largo del haz de particulas- se veria como la figura 5-10. 

La oportunidad de que una pequenisima particula choque al nücleo en la trave- 
sia es justamente el ârea total cubierta por los perfiles de los nücleos dividida por el 
àrea total en la figura. Supongamos que sabemos que en una àrea A de nuestra la¬ 
mina de material hay N àtomos (por supuesto, uno por cada nücleo). Entonces el 
ârea total “cubierta” por los nücleos es Na/A. Ahora hagamos que el nümero de 
particulas de nuestro haz que llega a la làmina sea n, y el nümero que sale al otro 
lado sea n 2 . La fracciôn que no atraviesa es (n-n-J/n^ que justamente sera igual a 
la fracciôn del ârea cubierta. Podemos obtener el radio del nücleo de la ecuaciôn* 



A partir de un experimento asi encontramos que los radios de los nücleos son alre- 
dedor de 1 a 6 veces 10~ 15 métros. La unidad de longitud 10” 15 métros se llama el 
fermi, en honor a Enrico Fermi (1901-1958). 

6 Que encontramos si vamos a distancias mâs pequenas? i Podemos medir dis¬ 
tancias menores? Taies preguntas no se pueden responder aün. Se ha sugerido que 
el misterio aün no resuelto de las fuerzas nucleares puede ser desentranado solo me- 
diante alguna modificaciôn a nuestra idea de espacio, o medidas de taies distancias 
pequenas. 

Puede pensarse que séria una buena idea usar alguna longitud natural como 
nuestra unidad de longitud —digamos el radio de la tierra o alguna fracciôn de él. 
se intentô originalmente que el métro fuera tal unidad y se definiô como (n/2) x 10' 7 
veces el radio de la tierra. No es conveniente ni muy exacto determinar la unidad de 
longitud de este modo. Por mucho tiempo se ha convenido internacionalmente que el 
métro sea definido como la distancia entre dos marcas en una barra guardada en un 
laboratorio especial en Francia. Mâs recientemente, se ha reconocido que esta defini- 
ciôri no es tan précisa como para ser ütil, ni tan permanente o universal como uno de- 
searia. Se esta considerando en la actualidad adoptar una nueva definiciôn, de acuerdo 
con cierto numéro (arbitrario) de longitudes de onda de una determinada linea es- 
pectral. 

* Esta ecuaciôn es correcta solo si el ârea cubierta por los nücleos es una pequena frac¬ 
ciôn del total, si (n, -n 1 )/n l es mucho menor que 1. De otro modo debemos hacer una co- 
rrecciôn por el hecho que algunos nücleos estarân parcialmente tapados por los nücleos 
frente a ellos. 
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Las medidas de distancia y tiempo dan resultados que dependen del observador. 
Dos observadores que se muevan uno con respecto al otro no medirân las mismas 
distancias y tiempos, cuando miden lo que parece ser la misma cosa. Las distancias 
e intervalos de tiempo tienen diferentes magnitudes, segün el sistema coordenado 
(o “marco de referencia”) que se use para hacer las medidas. Estudiaremos este asun- 
to con mâs detalle en un capitulo posterior. 

Medidas perfectamente précisas de distancias o tiempos no estân permitidas por 
las leyes de la naturaleza. Hemos mencionado anteriormente que los errores en una 
medida de la posiciôn de un objeto deben ser al menos del tamano de 

Ax = h/Ap, 

donde h es una pequena cantidad llamada “constante de Planck” y Ap es el error en 
nuestro conocimiento del momentum (masa por velocidad) del objeto, cuya posiciôn 
estamos midiendo. Se mencionô, ademâs, que la indeterminaciôn en la medida de la 
posiciôn estâ relacionada con la naturaleza ondulatoria de las particulas. 

La relatividad del espacio y el tiempo implica que la medida del tiempo tiene tam- 
bién un error minimo, dado de hecho por 

A t = h/AE, 

donde AE es el error en nuestro conocimiento de la energia del proceso, cuyo perio- 
do de tiempo estamos midiendo. Si deseamos saber mâs precisamente cuândo ocurriô 
algo, debemos saber menos acerca de gué sucediô, ya que nuestro conocimiento de la 
energia involucrada serâ menor. La indeterminaciôn del tiempo también estâ relacio¬ 
nada con la naturaleza ondulatoria de la materia. 
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6-2 Fluctuaciones 6-5 El principio de indeterminaciôn 

6-3 La caminata al azar 


“La verdadera lôgica de este mundo esta en el càlculo de probabilidades." 

-James Clerk Maxwell 


6-1 Posibilidad y probabilidad 

"Posibilidad” es una palabra de uso comûn en la vida diaria. Los reportajes de 
la radio al hablar del tiempo para maiïana suelen decir "hay un sesenta por ciento 
de posibilidad de lluvia”. Ustedes suelen decir "hay una pequena posibilidad de que 
yo viva hasta los cien anos”. Los cientificos también usan la palabra posibilidad. 
Un sismôlogo puede estar interesado en la pregunta: "£,Cuâl es la posibilidad de que 
haya un terremoto de cierta magnitud al sur de California el prôximo aiio?” Un fi- 
sico puede preguntarse: "^Cuàl es la posibilidad de que cierto contador geiger regis¬ 
tre veinte cuentas en los prôximos diez segundos?” Lin politico o un hombre de esta- 
do puede estar interesado en la pregunta: “(,Cuâl es la posibilidad de que haya una 
guerra nuclear dentro de los prôximos diez anos?” Ustedes pueden estar interesados 
en la posibilidad de que aprendan algo en este capitulo. 

Por posibilidad queremos expresar algo como una conjetura. <,Por que hacemos 
conjeturas? Hacemos conjeturas cuando deseamos hacer un juicio, pero tenemos 
una informaciôn incompleta o un conocimiento incierto. Queremos hacer una con¬ 
jetura de cômo son las cosas, o qué cosas es posible que ocurran. A menudo desea¬ 
mos hacer una conjetura, porque tenemos que tomar una decision. Por ejemplo: 
“<,Llevaré mi imperméable manana? ^.Contra qué movimientos de la tierra debo dise- 
nar un nuevo edificio? i,Me construire un refugio contra el polvo radioactivo? *,Debo 
cambiar mi posiciôn frente a las negociaciones internacionales? £lré hoy a clases?”. 

A veces hacemos conjeturas porque deseamos, con nuestro limitado conocimien¬ 
to, decir tanto como podamos acerca de alguna situaciôn. En realidad, cualquier 
generalizaciôn es de la naturaleza de una conjetura. Cualquier teoria fisica es una 
especie de conjetura. Hay conjeturas buenas y malas. La teoria de la probabilidad 
es un sistema para hacer conjeturas mejores. El lenguaje de las probabilidades nos 
permite hablar cuantitativamente 


acerca de alguna situaciôn que puede ser altamente variable, pero que tenga un 
portamiento promedio consistente. 

Consideremos el lanzamiento de una moneda. Si el lanzamiento -y la moneda- 
son “honestos”, no hay manera de saber qué esperar como resultado de un lanza¬ 
miento particular. Sin embargo, esperariamos que en un gran nûmero de lanzamien- 
tos debiera haber aproximadamente igual nûmero de caras y cruces. Decimos: “La 
probabilidad de que un lanzamiento resuite cara es 0,5.” 

Hablamos de probabilidad solo para observaciones que contemplamos que se 
realicen en el futuro. Por “probabilidad" de un resultado particular de una observa- 
ciôn entendemos nuestra estimaciôn de la fracciôn mâs probable de un numéro de 
observaciones repetidas que darân ese resultado particular. Si imaginamos repetir 
una observaciôn -tal como mirar una moneda recientemente lanzada- N veces, y si 
llamamos N A nuestra estimaciôn del numéro mâs probable de nuestras observacio¬ 
nes que darâ algûn resultado especificado A. por ejemplo el resultado “caras”, en¬ 
fonces por P(A), la probabilidad de observar A, entendemos 

P(A) = N a /N. (6.1) 

Nuestra définition requiere varios comentarios. En primer lugar, podemos hablar 
de probabilidad de algûn suceso solo si la ocurrencia es un resultado posible de al¬ 
guna observation repetible. No estâ claro que tenga algûn sentido preguntar: “<,Cuâl 
es la probabilidad de que haya un fantasma en esa casa?” 

Ustedes pueden objetar que ninguna situaciôn es exactamente repetible. Esto es 
cierto. Cada observaciôn diferente debe al menos ser en diferente tiempo o lugar. 
Todo lo que podemos decir es que las observaciones “repetidas” deberian, para 
nuestros fines, parecer équivalentes. Al menos, supondremos que cada observaciôn 
fue hecha en un situaciôn equivalentemente preparada, y en especial con el mismo 
grado de ignorancia al comienzo. (jSi en un juego de naipes miramos disimulada- 
mente las cartas de un oponente, la estimaciôn de nuestra posibilidad de ganar es di¬ 
ferente que si no lo hiciéramos!) 

Debemos poner énfasis que N y N A en la ecuaciôn (6.1) no pretenden representar 
nümeros basados en observaciones reales. N À es nuestra mejor estimaciôn de lo que 
ocurriria en N observaciones imaginadas. La probabilidad dépende, por lo tanto, 
de nuestro conocimiento y de nuestra habilidad para hacer estimaciones. En reali¬ 
dad, jde nuestro sentido comûn! Afortunadamente, hay cierto grado de acuerdo en 
el sentido comûn para muchas cosas, de modo que distinta gente harâ la misma 
estimaciôn. Sin embargo, las probabilidades no necesitan ser nûmeros “absolutos”. 
Ya que dependen de nuestra ignorancia, pueden llegar a ser diferentes si nuestro co¬ 
nocimiento cambia. 

Pueden ustedes haber notado otro aspecto bastante "subjetivo” de nuestra défi¬ 
nition de probabilidad. Nos hemos referido a N À como “nuestra estimaciôn del nû¬ 
mero mâs probable...” No queremos decir que esperamos observar exactamente N A , 
sino que esperamos un nûmero cercano a N A , y que el nûmero N À es mâs probable 
que cualquier otro en la vecindad. Si lanzamos una moneda. digamos 30 veces, espe¬ 
rariamos que no séria muy probable que el nûmero de caras sea exactamente 15, sino 
mâs bien un nûmero cercano a 15, digamos 12, 13, 14, 15, 16 ô 17. Sin embargo, 
si tenemos que elegir, decidiriamos que 15 caras es mâs probable que ningûn otro 
nûmero. Escribiriamos P (caras) = 0,5. 
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(,Por qué elegimos 15 como mâs probable que cualquier otro nùmero? Debemos 
haber razonado con nosotros mismos de la siguiente manera: si el numéro mâs pro¬ 
bable de caras es N c en un nùmero total de lanzamientos N, entonces el nùmero 
mâs probable de cruces N z es (N-N c ). (jEstamos suponiendo que cada lanzamiento 
da o bien caras o cruces, y no “otro” resultado!) Pero si la moneda es “honesta”, 
no hay preferencia por caras o cruces. Hasta que tengamos alguna razôn para pensar 
que la moneda (o el lanzamiento) es deshonesta, debemos concéder igual probabili- 
dad a caras y cruces. De manera que ponemos N z = N c Por consiguiente N z — N c = 
N/2, o P(C) = P(Z) = 0,5. 

Podemos generalizar nuestro razonamiento a cualquier situaciôn en que hay m re- 
sultados posibles diferentes pero “équivalentes” (esto es, igualmente probables) de una 
observaciôn. Si una observaciôn da m resultados diferentes, y tenemos razones para 
creer que cualquiera de ellos es tan probable como cualquier otro, entonces la proba- 
bilidad de un resultado particular A es P(A) = 1 /m. 

Si hay siete bolas de diferentes colores en una caja opaca y sacamos una “al azar ” 
(esto es, sin mirar), la probabilidad de obtener una bola de un color particular es 1 / 7 . 
La probabilidad de sacar a ciegas el diez de corazones de un naipe barajado de 52 
cartas es ‘/ 52 . La probabilidad de lograr dos ases con dados es jg. 


En el capitulo 5 describimos el tamano de un nùcleo en términos de su ârea 
aparente, o “secciôn eficaz”. Cuando lo hicimos estàbamos hablando realmente 
acerca de probabilidades. Cuando disparamos una particula de alta energia contra 
una delgada làmina de material, hay cierta posibilidad de que pase derecho y cierta 
posibilidad de que dé en un nùcleo. (Va que el nùcleo es tan pequeno que no pode¬ 
mos verlo, no podemos apuntar derecho al nùcleo. Debemos “disparar a ciegas”.) 
Si hay n âtomos en nuestra làmina y el nùcleo de cada âtomo tiene una secciôn 
eficaz de ârea <r, entonces el ârea total “sombreada” por el nùcleo es no. Para 
un gran nùmero N de disparos al azar, esperamos que el nùmero de impactos N c en 
algtin nùcleo sea a N como el ârea sombreada es al ârea total de la làmina: 

Nc/N = ne/A. (6.2) 

Podemos decir, por lo tanto, que la probabilidad que cualquier particula proyectil 
sufra una colisiôn al pasar a través de la làmina es 

Pc = -c, (6.3) 

A 

donde n/A es el nùmero de âtomos por unidad de ârea en nuestra làmina. 


6-2 Fluctuaciones 

Nos gustaria, ahora, usar nuestras ideas acerca de probabilidad para considerar 
con mâs detalle la pregunta: “^Cuântas caras puedo realmente esperar si lanzo N 
veces una moneda?” Sin embargo, antes de contestar esta pregunta, veamos lo que 
pasa en tal “experimento”. La figura 6-1 muestra los resultados obtenidos en las 
primeras très corridas de tal experimento en que N = 30. Las secuencias de “caras” 
y “cruces” se muestran tal como se obtuvieron. El primer juego dio 11 caras; 
el segundo también dio 11 ; el tercero 16. En los très ensayos ninguna vez oblu- 
vimos 15 


H = Cara 
T = Cruz 



Fig. 6-1. Secuencias observadas de ca¬ 
ras y cruces en très juegos de 30 lanzamien¬ 
tos cada uno. 


caras. ^Debemos empezar a sospechar de la moneda? iO estàbamos equivoca- 
dos al pensar que el nùmero mâs probable de caras en ese juego era 15? Se hicieron 
noventa y siete corridas mâs para obtener un total de 100 experimentos de 30 lanza¬ 
mientos cada uno. Los resultados de los experimentos se dan en la Tabla 6-1.* 

Al mirar los nùmeros de la Tabla 6-1, vemos que la mayoria de los resultados 
son “prôximos” a 15, y que se encuentran entre 12 y 18. Podemos tener una rrtejor 
idea de los detalles de estos resultados, si hacemos un grâfico de la distribuciôn de 
los resultados. Contamos «1 nùmero de juegos en que se obtuvo el resultado k, y 
gragicamos este nùmero para cada k. En la figura 6-2 se muestra dicho grâfico. El 
resultado de 15 caras se obtuvo en 13 juegos. El resultado de 14 caras también se 
obtuvo 13 veces. Los resultados 16 y 17 se obtuvieron mâs de 13 veces. ^Vamos a 
concluir que hay una tendencia hacia las caras? ^No fue suficientemente buena 
nuestra “mejor estimaciôn”? Debemos concluir ahora que el resultado "mâs proba¬ 
ble” de una sérié de 30 lanzamientos es en realidad 16 caras? jEsperen! En todos 
los juegos tomados en conjunto hubo 3.000 lanzamientos. Y el nùmero total de ca¬ 
ras obtenidas fue 1.492. La fracciôn de lanzamientos que dieron caras es 0,497, muy 
cercana, pero ligeramente menor que la mitad. jPor cierto, no podriamos suponer 
que la probabilidad de obtener caras sea mayor que 0,5! El hecho que un conjunto 
particular de observaciones dio 16 caras mâs a menudo es una fluctuaciôn. Aùn 
esperamos que el nùmero mâs probable de caras es 15. 


Tabla 6-1 

Numéro de caras en ensayos sucesivos de 30 lanzamientos de una moneda. 


11 16 

Il 17 

16 12 

16 12 

16 10 

14 14 

16 11 

19 15 

17 17 


17 15 

17 12 

15 10 

11 22 

15 13 

13 16 

16 14 

14 12 

12 13 


17 16 

20 23 

18 17 

12 20 

14 16 

15 19 

17 14 

18 15 

14 17 


19 18 

11 16 

13 15 

12 15 

15 16 

21 14 

11 16 

14 21 

9 13 


15 13 

17 14 

14 15 

16 12 

13 118 

12 15 

17 16 

Il 16 

16 13 


90 


trials 


* Después de los très primeros juegos, el experimento fue realmente hecho batiendo vio- 
lentamente 30 monedas en una caja y luego contando el numéro de caras que resultaron. 
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Numéro 
dejuegos 
en que se 
obtuvo el 
resultado 


-Observadoen 
este experimento 


'«—Numéro probable 


.-ri 


I'Ki 


» - Numéro de caras 


Modos Modos Modes Resul- Prob. 



Fig. 6-3. Un diagrama para demos- 
trar el nûmero de modos en que se puede 
obtener un resultado de 0, 1, 2, 6 3 ca¬ 
ras en un juego de très lanzamientos. 



Fig. 6-4. Un diagrama semejante 
al de la figura 6-3, para un juego de seis 
lanzamientos. 


Fig. 6-2. Resumen de los resultados de 100 juegos de 30 lanzamientos cada uno. 
Las barras verticales indican el nûmero de juegos en los cuales se obtuvo un resultado 
de K caras. La curva punteada muestra los numéros esperados de juegos con el resultado 
k obtenidos por un câlculo de probabilidad. 


Podemos hacer la pregunta: "<,Cuàl es la probabilidad que en un juego de 30 
lanzamientos resulten 15 caras, 6 16, o cualquier otro nûmero?” Hemos dicho que 
en un ensayo de un lanzamiento, la probabilidad de obtener una cara es 0,5 y que 
la probabilidad de no obtener cara es 0,5. En un ensayo de dos lanzamientos hay 
cuatro resultados posibles: cara-cara, cara-cruz, cruz-cara, cruz-cruz. Ya que 
cada una de estas secuencias es igualmente probable, concluimos que (a) la probabi¬ 
lidad para lograr dos caras es |, (b) la probabilidad de obtener una cara es J, (c) la 
probabilidad de no obtener ninguna es J. Hay dos modos de obtener una cara, pero 
uno solo para obtener cero o dos caras. 

Consideren ahora un juego de très lanzamientos. En el tercer lanzamiento es 
igualmente probable que resulten caras o cruces. Hay un solo modo de obtener très 
caras: debemos haber obtenido dos caras en los dos primeros lanzamientos, y cara 
en el tercero. Hay, sin embargo, très modos de obtener dos caras. Podriamos tirar 
cruz después de haber tirado dos caras (un modo) o podriamos tirar cara después 
de tirar solo una cara en los dos primeros lanzamientos (dos modos). De manera 
que para los resultados 3-caras, 2-caras, 1-cara, 0-cara tenemos que el nûmero de 
modo igualmente posible es 1, 3, 3, 1, con un total posible de ocho secuencias dife- 
rentes. Las probabilidades son |, |, 

Los razonamientos que hemos estado haciendo pueden resumirse en un diagra¬ 
ma como el de la figura 6-3. Esta claro cômo puede continuarse el diagrama para 
juegos con un numéro mayor de lanzamientos. La figura 6-4 muestra dicho diagrama 
para un juego de seis lanzamientos. El nûmero de "modos" en cualquier punto del dia¬ 
grama es justamente el nûmero de “caminos ” diferentes (secuencias de caras y cruces) 
que pueden tomarse desde el punto de partida. La columna vertical nos da el nûmero 
total de caras logradas. El conjunto de nûmeros que aparece en dicho diagrama se 
conoce como triângulo de Pascal. Los nûmeros 
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se conocen también como coeficientes binomiales, porque también aparecen en eldesarrollo 
de ( a + bf. Si Uamamos n al nûmero de lanzamientos y k al nûmero de caras lan- 
zadas, entonces los nûmeros del diagrama se designan usualmente con el simbolo 
( " ). Podemos notar de paso que los coeficientes binomiales pueden también calcu- 
larse de 

Q = k\(n - k)\ ’ (6 - 4) 

donde n\, llamado “factorial n\ représenta el producto (n) (n-1) (n-2)... (3) (2) (1). 

Ahora estamos listos para calcular la probabilidad Pik.n) de obtener k caras 
en n lanzamientos, usando nuestra defmiciôn (Ec. 6-1). El nûmero total de secuencias 
posibles es 2 n (ya que hay dos resultados para cada lanzamiento), y el nûmero de 
maneras de obtener k caras es ( jj ), todas igualmente probables, de modo que te¬ 
nemos 

P(k, n)= ^ • (6.5) 

Ya que P{k,n) es la fracciôn dejuegos que esperamos que den k caras, entonces 
esperariamos encontrar en 100 juegos k caras 100 -P(k,n) veces. La curva punteada 
de la figura 6-2 pasa por los puntos calculados con 100 P(/c,30). Vemos que espera¬ 
mos obtener un resultado de 15 caras en 14 ô 15 juegos, mientras que este resultado 
fue observado en 13 juegos. Esperamos un resultado de 16 en 13 ô 14 juegos, pero 
obtuvimos dicho resultado en 16 juegos. Taies fluctuaciones son “parte del juego”. 

El método que acabamos de usar puede aplicarse a la situaciôn mâs general en 
que solo hay dos posibles resultados de una simple observaciôn. Designemos los dos 
resultados por G (por “gana”) y P (por "pierde”). En el caso general, la probabili¬ 
dad de G o de P en un evento simple, no necesita ser igual. Sea p la probabilidad 
de obtener el resultado G. Entonces q , la probabilidad para P, es necesariamente 
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(1 -p). En un conjunto de n ensayos, la probabilidad P(k,n) que G se obtenga k veces 

P(k,n) = (î)p*<r-*. (6.6) 

Esta funciôn de probabilidad se llama probabilidad de Bernouilli, o también bino¬ 
mial. 

6-3 La caminata al azar 

Hay otro interesante problema en que se requiere la idea de probabilidad. Es el 
problema de la “caminata al azar”. En su version màs simple, imaginamos un “jue- 
go” en que un “jugador” parte del punto x= 0, y en cada “movimiento” se re¬ 
quiere que dé un paso, ya sea hacia adelante (hacia + x) o hacia atrâs (hacia-x). 
La elecciôn debe hacerse al azar, determinada, por ejemplo, por el lanzamiento de 
una moneda. ^Como describiremos el movimiento résultante? En su forma general 
el problema està relacionado con el movimiento de los àtomos (u otras particulas) 
en un gas —llamado movimiento Browniano— y también a la combinaciôn de errores 
en las medidas. Ustedes verân que el problema de la caminata al azar esta estrecha- 
mente relacionado con el problema del lanzamiento de una moneda que ya hemos 
discutido. 

En primer lugar, veamos unos pocos ejemplos de una caminata al azar. Pode- 
mos caracterizar el progreso del caminante por la distancia neta D N recorrida en N 
pasos. En el gràfico de la figura 6-5 mostramos très ejemplos de la trayectoria de un 
caminante al azar. (Hemos usado para la secuencia al azar de las elecciones los 
resultados de los lanzamientos de monedas que se muestran en la figura 6-1.) 

iQué podemos decir de tal movimiento? En primer lugar podemos preguntar: 
“i,Hasta dônde irâ en promedio?” Debemos esperar que su progreso promedio serâ 
cero, 



Fig. 6-5. El progreso realizado en una caminata al azar. La coordenada horizontal 
N es el numéro total de pasos dados; la coordenada vertical D(N) es la distancia neta 
desplazada desde la posiciôn inicial. 


ya que es igualmente probable ir hacia adelante o hacia atrâs. Pero tenemos la 
impresiôn de que al crecer N, es màs probable que se haya apartado del puntô de 
partida. Por lo tanto, podemos preguntar cuâl es la distancia media viajada en valor 
absoluto, es decir, cuâl es el promedio de | D\ . Sin embargo, es màs conveniente tratar 
con otra medida del “progreso", el cuadrado de la distancia: D 1 es positivo, ya sea 
para el movimiento positivo o negativo, y por lo tanto es una razonable medida de 
dicho vagabundeo al azar. 

Podemos demostrar que el valor esperado para Av es justamente N, el numéro 
de pasos dados. Por “valor esperado” queremos indicar el valor probable (nuestra me- 
jor estimaciôn), que podemos imaginar como el comportamiento promedio esperado 
de muchas secuencias repetidas. Representamos ese valor esperado por (Djj) , 
y podemos referirnos a él como la “media del cuadrado de la distancia”. Después 
de un paso, D 2 es siempre + 1, de manera que tenemos por cierto (D]) =1. 
(Todas las distancias estarân medidas en términos de la unidad de un paso. No con- 
tinuaremos escribiendo las unidades de distancia.) 

El valor esperado de D% para N > 1 puede obtenerse a partir de D N _ t . Si des¬ 
pués de ( N-l ) pasos, tenemos D N _ h entonces después de N pasos tenemos D s — 
Dn-j +16 D n = Dn-i — 1. Para los cuadrados, 

{D%_ x + 2 Dn-\ + 1 , 

Dl = < or (6.7) 

(æ$-i — 2Dff_i -f 1. 

En cierto numéro de secuencias independientes, esperamos obtener cada valor la 
mitad de las veces, asi nuestra expectaciôn promedio es justamente el promedio de 
los dos valores posibles. El valor esperado para D N es entonces + 1. En gene¬ 
ral podriamos esperar para D^, su “valor esperado” (D^-j) (jpor defmiciôn!). Asi 

(Dn) = <0#-i) + 1. (6.8) 

Ya hemos demostrado que ( D\) =1; se concluye entonces que 

Dn =*' N, (6.9) 

jun resultado particularmente simple! 

Si deseamos un numéro tal como una distancia, en lugar de una distancia al cua¬ 
drado, para representar el “progreso hecho màs alla del origen” en el moyimiento 
casual, podemos usar la “distancia media cuadrâtica” D mc : 

D mc - VW) = \/N. (6.10) 

Hemos indicado que la matemàtica de la caminata al azar es muy similar a la 
del juego del lanzamiento de la moneda que consideramos al comienzo de este capi- 
tulo. Si imaginamos que la direcciôn de cada paso esta en correspondencia con la 
apariciôn de caras o cruces en un lanzamiento de moneda, entonces D es justamente 
Nç ~ N z , la diferencia en el numéro de caras y cruces. Ya que N c + N z = N, el 
numéro total de pasos (y de lanzamientos), tenemos D = 2N C - N. Hemos deriva- 
do antes una expresiôn para la distribuciôn esperada de N c (llamada también k) y 
obtenido el resultado de la ecuaciôn (6.5). Ya que 
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N es justamente una constante, tenemos la distribuciôn correspondiente para D. 
(Ya que por cada cara por sobre N/2 hay una cruz "ausente", tenemos el factor 
2 entre N c y D.) Los gràficos de la figura 6-2 representan la distribuciôn de las 
distancias que podemos obtener en 30 pasos al azar (donde k= 15 debe leerse 
D = 0; A = 16, D = 2; etc.) 

La variaciôn de N c de su valor esperado N/ 2 es 



La desviaciôn media cuadràtica es 

<6 ' 12) 

De acuerdo con nuestro resultado para Dmc , esperamos que la distancia “tipica” 
en 30 pasos deberia ser V /3CT= 5,5 , o para un k tipico séria alrededor de 5,5/2 = 2,8 
unidades a partir de 15. Vemos que el "ancho” de la curva en la figura 6-2, medido 
desde el centra, es justamente de alrededor de 3 unidades, en concordancia con este 
resultado. 

Estamos ahora en situaciôn de considerar una pregunta que hemos evitado hasta 
ahora. ^Cômo podremos decir si una moneda es “honesta” o esta “cargada”? Al 
menos, podemos dar ahora una respuesta parcial. Para una moneda honesta, espera¬ 
mos que la fracciôn de veces que aparecen caras sea 0,5, esto es 

= 0,5. (6.13) 

También esperamos que un N c real se desvie de N/ 2 en aproximadamente VN/ 2, 
o que la fracciôn se des vie en 

1 y/N _ 1 

N 2 2 s/N‘ 

Cuanto màs grande es N, tanto mâs cerca esperamos que esté la fracciôn N c /N a un 
medio. 

En la figura 6-6 hemos puesto la fracciôn N c /N para los lanzamientos de mone¬ 
da senalados al comienzo de este capitulo. Vemos la tendencia para la fracciôn de 
caras de aproximarse a 0,5 para N grande. Desafortunadamente, para cualquier co¬ 
rrida, o combinaciôn de corridas, no hay garantia que la desviaciôn observada esté 
siquiera cerca de la desviaciôn esperada. 



Fig. 6-6. La fracciôn de los lanzamientos que dio caras en una secuencia particular 
de N lanzamientos de una moneda. 
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Existe siempre la posibilidad finita que una gran fluctuaciôn -una larga ristra de 
caras o de cruces- dé una desviaciôn arbitrariamente grande. Todo lo que podemos 
decir es que si la desviaciôn es cercana al valor esperado 1 /2 fW (digamos dentro 
de un factor 2 ô 3), no tenemos razôn para sospechar de la honestidad de la mo¬ 
neda. Si es mucho mayor, podriamos sospechar, pero no probar que la moneda esta 
cargada (jo que el que la lanza sea listo!). 

Tampoco hemos considerado cômo tratar el caso de una "moneda” o de algün 
otro objeto de “suerte” similar (por ejemplo, una piedra que siempre cae en una de 
dos posiciones) tal que tengamos una buena razôn para creer que tenga una proba- 
bilidad diferente para caras o cruces. Hemos definido P(C) — {N c ) /N. ^Cômo 
sabremos qué esperar para N c ? En algunos casos, lo mejor que podemos hacer es 
observar el numéro de caras obtenidas en un gran mimera de lanzamientos. A falta 
de algo mejor, debemos poner ( N c ) = N c (observado). (;,Cômo podriamos espe¬ 
rar algo mâs?) Debemos comprender, sin embargo, que en tal caso un experimento 
diferente, o un observador diferente, podria concluir que P(C) era diferente. Sin em¬ 
bargo, deberiamos esperar que las diferentes respuestas concuerdan con la desviaciôn 
1 /2 v9v|si P(C) es cercano a un mediol. Un fisico experimental dice corrientemente 
que una probabilidad "experimentalmente determinada” tiene un “error”, y escribe 


Hay una implicaciôn en esta expresiôn que dice que existe una probabilidad “verda- 
dera” o “correcta” que podria calcularse si supiéramos bastante, y que la observa- 
ciôn puede tener “error” debido a una fluctuaciôn. Sin entbargo, no hay modo de 
hacer tal razonamiento lôgicamente consistente. Es probablemente mejor reconocer 
que el concepto de probabilidad es en un sentido subjetivo, que esta siempre basado 
en un conocimiento incierto, y que su evaluaciôn cuantitativa esta sujeta a cambio 
a medida que obtenemos màs informaciôn. 


6 4 Una distribuciôn de probabilidad 

Volvamos ahora a la caminata al azar y consideremos una modificaciôn de ella. 
Supongamos que, ademâs de una elecciôn al azar de la direcciôn (+ ô — ) de cada 
paso, la longitud de cada paso tambicn varia de un modo impredecible, siendo la ùnica 
condiciôn que en promedio la longitud del paso sea una unidad. Este caso es mâs re- 
presentativo de algo como el movimiento tcrmico de una molécula en un gas. Si 
llamamos S a la longitud de un paso, entonces S puede tener cualquier valor, pero 
lo mâs a menudo estarà "cercano” a 1. Para ser especificos, hagamos (S 2 ) =16, 
igualmente, S lm . -- 1. Nuestra derivaciôn para (D 2 ) proseguiria como antes excepto 
que la ecuaciôn (6.8) deberà ahora cambiarse y se leerâ 

{Dl) = (Dn—i) + (S 2 ) = + 1. (6.15) 

Tenemos, como antes, que 

(D%) = N. (6.16) 
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oQué esperariamos ahora para la distribuciôn de distancias D? ^Cuàl es, por 
ejemplo. la probabilidad para D 0 después de 30 pasos? ;La respuesta es cero' 
La probabilidad que D sea cualquier valor particular es cero, ya que no hay posi- 
bilidad alguna que la suma de todos los pasos hacia atrâs (de longitudes variables) 
sea exactamente igual a la suma de los pasos hacia adelante. No podemos hacer un 
grâfico como el de la figura 6-2. 

Sin embargo, podemos obtener una representaciôn similar a la de la figura 6-2 
si preguntamos, no por la probabilidad de obtener D exactamente igual a 0, 1 ô 2, 
sino en cambio cuâl es la probabilidad de obtener D cercano a 0, 1 6 2. Definamos 
P (. x,Ax) como la probabilidad de que D caiga en el intervalo Ax ubicado en x (di- 
gamos de x a x + Ax). Esperamos que para Ax pequeno la probabilidad de que 
D caiga en dicho intervalo sea proporcional a Ax, el ancho del intervalo. Asi pode¬ 
mos escribir 


P(x, Ax) = p(x) Ax. (6.17) 

La funciôn p(x) se llama densidad de probabilidad. 

La forma de p(x) dependerà de N, el numéro de pasos dados, y también de la 
distribuciôn de las longitudes de los pasos individuales. No podemos demostrarlo 
aqui, pero para N grande, p(x) es la misma para lodas las distribuciones razonables 
de longitudes de pasos individuales, y dépende solo de N. En la figura 6-7 grafica- 
mos p(x) para très valores de N. Notaràn que el "ancho medio” (desviaciôn tipica 
a partir de x 0) de estas curvas es \/N, como hemos demostrado que debe ser. 



Fig. 6-8. La probabilidad de que la dis¬ 
tancia D recorrida en una caminata al azar 
esté comprendida entre x, y x 2 es la superfi¬ 
cie bajo la curva de p(x) desde x, hasta x 2 . 


pequenos incrementos Ax y evaluando la suma de los términos p(x) Ax para cada 
incremento. La probabilidad que D caiga en alguna parte entre x, y .v 2 , que podemos 
escribir P(x, < D < jc 2 ), es igual al ârea sombreada en la figura 6-8. Mientras mâs 
pequeno tomemos el incremento Ax mâs correcto es nuestro resultado. Por lo tanto. 
podemos escribir. 


P(Xi < D < x 2 ) = Y. p(x)Ax = j X ‘ p(x)dx. (6.18) 

El àrea bajo la curva compléta es la probabilidad que D caiga en alguna parte 
(esto es, que tenga algûn valor entre x=-ooyx = + oo). Esa probabilidad es 
ciertamente 1. Debemos tener que 


Ademàs, ustedes pueden notar que el valor de p(x) cerca de cero es inversamcnte 
proporcional a s/W. Esto sucede porque las curvas son todas de la misma forma y 
sus areas bajo las curvas deben ser todas iguales. Va que p(x) Ax es la probabilidad 
de encontrar ü en A.v cuando A.v es pequeno, podemos determinar la probabili 
dad de encontrar ü en alguna parte dentro de un intervalo arbitrario desde .y, a ,v 2 , 
dividiendo el intervalo en un numéro de 



Fig. 6-7 La densidad de probabilidad para alcanzar la distancia D desde el lugar 
de partida en una caminata al azar de N pasos. (D se mide en unidades del valor medio 
cuadrâtico de la longitud del paso.) 


£p(x)dx = 1. (6.19) 

Ya que las curvas de la figura 6-7 se hacen mâs anchas en proporciôn a N, sus al- 
turas deben ser proporcionales a \/\/ N para mantener el ârea total igual a 1. 

La funciôn densidad de probabilidad que hemos descrito es una de las que se 
encuentran mâs comùnmente. Se conoce como la densidad de probabilidad normal 
o gaussiana. Tiene la forma matemàtica 


p(x) = -i= c- i2/2 < (6.20) 

as/2ir 

donde a se llama la desviaciôn normal y en nuestro caso estâ dada por a -\/N. o si 
la raiz de la magnitud del paso medio cuadrâtico es diferente de 1 por ir = \f NS , nc . 

Indicamos antes que el movimiento de una molécula, o de cualquier particula, 
en un gas es como una caminata al azar. Supongamos que abrimos una botella de un 
compuesto orgânico y dejamos que algo de su vapor escape al aire. Si hay corrientes 
de aire, de manera que el aire esté circulando, las corrientes Uevaràn tambicn con 
sigo el vapor. Pero aùn en aire perfectamente quieto, el vapor gradualmente se es- 
parcirà -difundirâ- hasta que haya penetrado enteramente en la sala. Podemos de- 
tectarlo por su color o, por su olor. Las moléculas individuales del vapor orgânico 
se esparcen en el aire quieto debido a los movimientos moleculares causados por co 
lisiones con otras moléculas. Si conocemos el tamafio del “paso" medio y el numéro 
de pasos que dan por segundo, podemos encontrar la probabilidad que una. o varias 
moléculas, sean encontradas a cierta distancia de su punto de partida después de 
cualquier intervalo de tiempo. A medida que pasa el tiempo, mâs pasos se dan y el 
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gas se esparce como en las curvas sucesivas de la figura 6-7. En un capitulo pos- 
terior, encontraremos que el tamano de los pasos y sus frecuencias estân relacio- 
nados con la temperatura y presiôn del gas. 

Dijimos antes que la presiôn de un gas se debe a que las moléculas rebotan con¬ 
tra las paredes del recipiente. Cuando lleguemos mâs tarde a hacer una descripciôn 
mâs cuantitativa, desearemos saber la rapidez con que se mueven las moléculas 
cuando rebotan, ya que el impacto que hacen dependerà de esa velocidad. Sin em¬ 
bargo, no podemos hablar de la velocidad de las moléculas. Es necesario usar una 
descripciôn probabilistica. Una molécula puede tener cualquier velocidad, pero algu- 
nas velocidades son mâs probables que otras. Describimos lo que esta ocurriendo 
diciendo que la probabilidad de que cualquier molécula particular tenga una veloci¬ 
dad entre v y v + Av es p(v) Av, donde p(v), una densidad de probabilidad, es una 
funciôn dada de la velocidad v. Veremos mâs tarde cômo Maxwell, usando sentido 
comûn y las ideas de probabilidad. pudo encontrar una expresiôn matematica para 
p(v). La forma* de la funciôn p(v) se muestra en la figura 6-9. Las velocidades pue- 
den tener cualquier valor, pero lo mâs posible es que estén cerca del valor mâs pro¬ 
bable o esperado (v). 



Fig. 6-9. La distribuciôn de velocidades 
de las moléculas en un gas. 


A menudo interpretamos la curva de la figura 6-9 de un modo algo diferente. 
Si consideramos las moléculas en un recipiente tipico (digamos con un volumen de 
un litro), entonces hay un numéro muy grande de moléculas présentes (N ** 10“). 
Ya que p(v)A v es la probabilidad de que una molécula tenga su velocidad en Ar, 
con nuestra definiciôn de probabilidad queremos decir que el numéro esperado 
(AN) que se encuentra con una velocidad en el intervalo A v estâ dado por 


(AN) = Np(v)Av. ( 6 2i) 

Llamamos a A p(v) "distribuciôn de velocidad”. El àrea bajo la curva entre dos 
velocidades v, y v 2 , por ejemplo el ârea sombreada en la figura 6-9, représenta [para 
la curva Np(v)\ el nümero esperado de moléculas con velocidades entre i>, y v,. 
Ya que con un gas estamos tratando corrientemente con un gran numéro de molécu¬ 
las, esperamos que las desviaciones de los numéros esperados sean pequenas (como 
1 / \JN), asi, a menudo, omitimos decir el numéro "esperado”, y decimos, en cambio: 
“El numéro de 


* La expresiôn de Maxwell es p(v) = CVe^'\ en que a es una constante relacionada con 
la temperatura y C se elige de modo que la probabilidad total sea uno. 
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moléculas con velocidades entre y r, es el ârea bajo la curva”. Sin embargo 
debemos recordar que taies afirmaciones son siempre acerca de numéros oro 
bables. 1 

6-5 El principio de indeterminaciôn 

Las ideas de probabilidad son ciertamente utiles para describir el comportamien- 
to de algo as, como 10“ moléculas en una muestra de gas. porque es claramente 
impraticable siquiera tratar de escribir la posicion y velocidad para cada molécula. 
t uando la probabilidad se aplicô por primera vez a taies problemas se considéré 
que era una convemencia -una manera de tratar situaciones muy complejas-, Ahora 
creemos que las ideas de probabilidad son esenciales para la descripciôn del aconte- 
cer atomico. De acuerdo con la mecânica cuântica, la teoria matemàtica de las par 
ticulas, hay siempre cierta indeterminaciôn en la especificaciôn de posiciones y velo¬ 
cidades. A lo mas podemos decir que hay cierta probabilidad de que cualquier par 
ticula tenga una posicion cercana a cierta coordenada x. 


f l 1 * 1 



f 

A Fig. 6-10. Densidades de probabilidad 

_^ para la observaciôn de la posicion y velo- 

’ cidad de una particula. 

u ,./« d f mOS , dar un . a densidad d e probabilidad p/x), tal que p/xJAx sea la proba- 
bilidad de que la particula se encuentreentrexy* + A*. Si la particulaestàrazonablemen 
te bien localizada digamos cerca de x,, la funciôn Pl (x) puede estardada porel grâficode 
la ngura 6-10 (a). En forma similar debemos especificar la velocidad de la particula 
mediante una densidad de probabilidad p 2 (v) con Pï (v)Av la probabilidad que se 
encuentre la velocidad entre v y v + A v. 

Es uno de los resultados fundamentales de la mecânica cuântica que las dos fun- 
ciones p,(x) y p 2 (v) no pueden elegirse independientemente y que, en particular, am- 
bas no pueden hacerse arbitrariamente estrechas. Si llamamos \Ax\ el “ancho” tipi¬ 
co de la curva p/x), y \Av\ al de la curva P 2 (v) (como se incfîca en la figura) la 
naturaleza requiere que el producto de ambos anchos sea al menos del tamano del nü- 
mero hlm, donde m es la masa de la particula y h es una constante fisica fundamen- 
tal llamada constante de Planck. 
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Podemos escribir esta relaciôn bàsica como 

[Ax] • [Aw] > h/m. (6.22) 

Esta ecuaciôn es un enunciado del principio de indeterminaciôn de Heisenberg que 
hemos mencionado anteriormente. 

Ya que el segundo miembro de la ecuaciôn (6.22) es una constante, esta ecua¬ 
ciôn dice que si tratamos de “inmovilizar” una particula forzândola a estar en cierto 
lugar, ella acaba por tener una gran velocidad. O si tratamos de forzarla a moverse 
muy lentamente o a una velocidad précisa, se “esparce” de modo que no sabemos 
muy bien justamente dônde esta. jLas particulas se comportan de un modo diver- 
tido! 

El principio de indeterminaciôn describe una borrosidad inherente que debe exis- 
tir en cualquier intento para describir la naturaleza. Nuestra descripciôn màs préci¬ 
sa de la naturaleza debe ser en términos de probabilidades. Hay algunas personas 
a las que no les gusta esta manera de describir la naturaleza. Creen que si pudieran 
decir lo que realmente sucede con una particula, podrian conocer su velocidad y 
posiciôn simultâneamente. En los primeros dias del desarrollo de la mecânica cuàn- 
tica, Einstein estuvo muy preocupado con este problema. Solia sacudir la cabeza 
y decir: “jPero, seguro que Dios no echa los dados para determinar cômo deberian 
moverse los electrones!" Se preocupô de ese problema largo tiempo y probablemente 
nunca se resignô realmente al hecho que ésta es la mejor descripciôn de la naturale¬ 
za que uno puede dar. Existen todavia uno o dos fisicos que trabajan en el proble¬ 
ma, que tienen una convicciôn intuitiva de que es posible describir el mundo en una 
forma diferente y que toda esta indeterminaciôn acerca de cômo son las cosas puede 
ser eliminada. Ninguno ha tenido éxito aun. 

La necesaria indeterminaciôn en nuestra especificaciôn de la posiciôn de una 
particula cobra la mayor importancia cuando deseamos describir la estructura de 
los âtomos. En el âtomo de hidrôgeno, que tiene un nücleo de un proton con un 
électron fuera del nücleo, jla indeterminaciôn en la posiciôn del électron es tan gran¬ 
de como el âtomo mismo! Por lo tanto, no podemos hablar propiamente del electrôn 
moviéndose en alguna “ôrbita” alrededor del proton. Lo mâs que podemos decir es 
que hay cierta posibilidad p(r)A V de observar el electrôn en un elemento de vo- 
lumen A K a la distancia r del proton. La densidad de probabilidad p(r) esta dada 
por la mecânica cuântica. Para un âtomo de hidrôgeno no perturbadopfr) = Aë* /a , 
que es una funciôn con forma de campana 


como la de la figura 6-8. El numéro a es el radio “tipico", donde la funciôn decrece 
ràpidamente. Ya que hay una pequeiïa probabilidad de encontrar el electrôn a dis¬ 
tancias mayores que a a partir del nûcleo, podemos pensar que a es “el radio del 
âtomo", alrededor de 10 10 métros. 

Podemos formarnos una imagen del âtomo de hidrôgeno, imaginando una 
“nube” cuya densidad es proporcional a la densidad de probabilidad de observar el 
electrôn. Una muestra de una nube tal se indica en la figura 6-11. De modo que 
nuestro mejor “retrato” de un âtomo de hidrôgeno es un nücleo rodeado de una 
“nube electrônica” (aunque realmente queremos indicar una “nube de probabili¬ 
dad’'). El electrôn estâ alli en alguna parte, pero la naturaleza solo nos permite 
conocer la probabilidad de encontrarlo en algün lugar particular. 

En sus esfuerzos por aprender lo màs posible acerca de la naturaleza, la fisica 
moderna ha encontrado que ciertas cosas no pueden nunca ser “conocidas” con cer- 
teza. Muchos de nuestros conocimientos deben permanecer siempre inciertos. Lo 
màs que podemos saber estâ en términos de probabilidades. 



Fig. 6-11. Una manera de visualizar un 
âtomo de hidrôgeno. La densidad (blancura) 
de la nube représenta la densidad de proba¬ 
bilidad de observar el electrôn. 
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La teorîa de la gravitaciôn 


7-1 Movimientos planetarios 7-5 Gravitaciôn universal 

7-2 Leyes de Kepler 7-6 El experimento de Cavendish 

7-3 Desarrollo de la dinàmica 7-7 iQué es la gravedad? 

7-4 Ley de la gravitaciôn de Newton 7-8 Gravedad y relatividad 


7-1 Movimientos planetarios 

En este capitulo discutiremos una de las màs amplias generalizaciones de la mente 
humana. Mientras admiramos la mente humana deberiamos tomar algûn tiempo para 
venerar una naturaleza que pudo lograr en una forma tan acabada, y con tal gene- 
ralidad, un principio tan elegantemente simple como la ley de la gravitaciôn. iQué es 
esta ley de la gravitaciôn? Consiste en que todo objeto en el universo atrae a todo 
otro objçto con una fuerza que para dos cuerpos cualesquiera es proporcional a la 
masa de cada uno y varia inversamente con el cuadrado de la distancia entre ellos. 
Este enunciado puede expresarse matemâticamente por la ecuaciôn 


Si a esto agregamos el hecho que un objeto responde a una fuerza acelerando en la 
direcciôn de la fuerza en una cantidad que es inversamente proporcional a la mt....; 
del objeto, habremos dicho todo lo necesario para que un matemàtico suficientemente 
talentoso pueda deducir entonces todas las consecuencias de estos dos principios. Sin 
embargo, puesto que no se supone todavia que ustedes sean suficientemente talento- 
sos, discutiremos las consecuencias con màs detalle y no los dejaremos meramente 
con estos dos principios escuetos. Relataremos brevemente la historia del descubri- 
miento de la ley de la gravitaciôn y discutiremos algunas de sus consecuencias, sus 
efectos sobre la historia, los misterios que tal ley acarrea y algunos refinamientos de 
la ley hechos por Einstein; discutiremos tambicn las relaciones de la ley con otras 
leyes de la fisica. Todo esto no puede hacerse en un capitulo, pero estos aspectos se 
tratarân a su debido tiempo en los capitulos siguientes. 

El cuento comienza con los antiguos observando el movimiento de los planetas 
entre las estrellas y deduciendo finalmente que ellos sc ~iovian alrededor del sol. un 
hecho que màs tarde fue redescubierto 
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por Copérnico. Tomô un poco màs de trabajo descubrir exactamente cômo los pla¬ 
netas se movian alrededor del sol y exactamente con que movimiento. En los comienzos 
del siglo xv hubo grandes debates sobre si ellos realmente se movian alrededor del sol o no 
Tycho Brahe tuvo una idea que fue diferente de cualquiera de las propuestas por los anti¬ 
guos : su idea fue que estos debates acerca de la naturaleza de los movimientos de los plane¬ 
tas se resolvenan mejor si las reales posiciones de los planetas en el cielo se midieran 
con suficiente précision. Si las medidas mostraran cômo se mueven exactamente 
los planetas, entonces tal vez séria posible establecer uno u otro punto de vista Esta 
tue una idea tremenda -que para descubrir algo es mejor realizar algunos experimen- 
tos cuidadosos que conUnuar con profundos argumentas filosôficos-, Prosiguiendo 
con esta idea, Tycho Brahe estudiô las posiciones de los planetas durante muchos 
anos en su observatorio de la isla de Hven, cerca de Copenhague. Confeccionô 
volummosas tablas, que fueron estudiadas por el matematico Kepler, después de la 
muerte de Tycho. Kepler descubriô a partir de los datas algunas leyes muy bellas y 
notables, pero simples, sobre el movimiento planetario. 


7-2 Leyes de Kepler 

En primer lugar, Kepler encontrô que cada planeta se mueve alrededor del sol en 
una curva llamada elipse, con el sol en un foco de la elipse. Una elipse no es preci- 
samente un ovalo, sino una curva muy especifica y précisa que puede obtenerse usan- 
do dos tachuelas, una en cada foco, un lazo de cuerda y un lâpiz; màs matemàtica- 
n m fnlV S r el U /? ar f om t tric ° de todos los puntos cu y a suma de Ias distancias a dos 
(F' nt °7 , J ° S ° S f ° COS ^ CS constante - si lo prefieren, es un circulo achatado 



Fig. 7 1. Una elipse. Fig. 7 _ 2 . Ley de las areas de Kepler. 

La segunda observaciôn de Kepler fue que los planetas no se mueven alrededor 
del sol con velocidad uniforme, sino que se mueven màs ràpido cuando estàn màs 
cerca del sol y mas lentamente cuando estàn lejos del sol, precisamente de esta ma- 
nera: supongamos que se observa un planeta en dos tiempos sucesivos cualesquiera, 
digamos separados una semana, y que el radio vector* se dibuja hacia el planeta para 
cada posicion observada. El arco orbital recorrido por el planeta durante una semana 
y los dos radios vectores limitan cierta àrea plana, el àrea sombreada que se muestra 
en la tigura 7-1. Si se hacen dos observaciones similares 

planeta* U " VeCt ° r ^ ^ d ' bujada desde el so1 a cu alquier punto de la orbita de 
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con una semana de separaciôn, en una parte de la ôrbita mâs lejos del sol (donde 
el planeta se mueve mâs lentamente), el àrea limitada en forma similar es exacta- 
mente la misma que en el primer caso. Asi, de acuerdo con la segunda ley, la velo- 
cidad orbital de cada planeta es tal que el radio "barre" âreas iguales en tiempos 
iguales. 

Finalmente, Kepler descubriô mucho màs tarde una tercera ley; esta ley es de una 
categoria diferente de las otras dos, ya que trata no solo con un planeta, sino que re 
laciona un planeta con otro. Esta ley dice que cuando se comparan el periodo orbital 
y el tamano de la ôrbita de dos planetas cualesquiera. los periodos son proporcionales 
a la potencia 3/2 de los tamanos orbitales. En esta afirmaciôn el periodo es el inter 
valo de tiempo que le lleva a un planeta completar su ôrbita y el tamano se mide por 
la longitud del diâmetro mayor de la ôrbita eliptica, conocido técnicamente como el 
eje mayor. Màs senciliamente, si los planetas se movieran en circulos, como aproxima- 
damente lo hacen, el tiempo requerido para moverse alrededor del circulo séria propor- 
cional a la potencia 3/2 del diâmetro (o el radio). Por lo tanto, las très leyes de 
Kepler son: 

I Cada planeta se mueve alrededor del sol en una elipse, con el sol en uno de 
los focos. 

Il El radio vector desde el sol al planeta barre âreas iguales en intervalos igua¬ 
les de tiempo. 

III Los cuadrados de los periodos de dos planetas cualesquiera son proporcio¬ 
nales a los cubos de los semiejes mayores de sus respectivas ôrbitas: 
T~ a v ? 

7-3 Desarrollo de la dinàmica 

Mientras Kepler descubria esta leyes, Galileo estaba estudiando las leyes del mo- 
vimiento. El problema era, ^qué hace que los planetas giren? (En esos dias, una de las 
teorias propuestas era que los planetas giraban, porque detrâs de ellos iban ângeles 
invisibles, batiendo sus alas e impulsando los planetas hacia adelante. jUstedes verân 
que esta teoria estâ ahora modificada! Résulta que para mantener los planetas giran¬ 
do, los ângeles invisibles deben volar en una direcciôn diferente y que no tienen alas. 
Por lo demâs, es una teoria bastante similar.) Galileo descubriô un hecho muy notable 
acerca del movimiento, que fue esencial en la comprensiôn de esta leyes. Este es el 
principio de inercia: si algo se mueve, sin que nada lo toque y sin perturbaciôn alguna, 
se moverâ eternamente, siguiendo a velocidad uniforme una linea recta. ( [,Por que se 
sigue moviendo? No lo sabemos, pero es asi.) 


Newton modificô esta idea, diciendo que el ûnico modo de cambiar el movimiento 
de un cuerpo es usar una fuerza. Si un cuerpo aumenta su velocidad, una fuerza ha 
sido aplicada en la direcciôn del movimiento. Por otra parte, si su movimiento se 
cambia a una nueva direcciôn, una fuerza ha sido aplicada lateralmente. Asi Newton 
agregô la idea que se necesita una fuerza para cambiar la velocidad o la direcciôn del 
movimiento de un cuerpo. Por ejemplo, si una piedra estâ amarrada a una cuerda y 
estâ girando en un circulo, se necesita una fuerza para mantenerla en el circulo. Te- 
nemos que lirar de la cuerda. De hecho, la ley es que la aceleraciôn producida por la 
fuerza es inversamente proporcional a la masa o que la fuerza es proporcional a la 
masa por la acelaraciôn. Mientras màs masiva es una cosa, mayor es la fuerza nece 
saria para producir una aceleraciôn dada. (Las 


masas pueden medirse colocando otras piedras al extremo de la misma cuerda y ha- 
ciéndolas girar en el mismo circulo y a la misma velocidad. De este modo se encuen- 
tra que se requiere una fuerza mayor o menor, requiriendo màs fuerza los objetos mâs 
masivos.) 

La brillante idea que résulta de estas consideraciones es que no se neceista fuerza 
tangencial para mantener un planeta en su ôrbita, (los ângeles no tienen que volar 
tangencialmente), porque el planeta seguiria en esa direcciôn de todos modos. Si no 
hubiera nada que lo perturbara, el planeta se iria en linea recta. Pero el movimiento 
real se desvia de la linea en que se habria movido el cuerpo si no hubiera fuerza, siendo 
la desviaciôn esençialmente en dngulos rectos al movimiento, no en la direcciôn del 
movimiento. En otras palabras, debido al principio de inercia, la fuerza necesaria para 
controlar el movimiento de un planeta alrededor del sol no es la fuerza alrededor del 
sol sino hacia el sol. (jSi hay una fuerza hacia el sol, éste podria ser el àngel, por 
supuesto!) 


7-4 Ley de la gravitaciôn de Newton 

A partir de su mejor comprensiôn de la teoria del movimiento, Newton estimé 
que el sol podria ser el asiento o el organismo de las fuerzas que gobiernan el movi¬ 
miento de los planetas. Newton probô para si mismo (tal vez nosotros seamos pronto 
capaces de probarlo) que el hecho mismo que âreas iguales sean barridas en tiempos 
iguales es una indicaciôn précisa de la proposiciôn de que todas las desviaciones son 
justamente radiales que la ley de las âreas es una consecuencia directa de la idea 
que todas las fuerzas estân exactamente dirigidas hacia el sol. 

A continuaciôn, al analizar la tercera ley de Kepler es posible demostrar que mien¬ 
tras mâs lejos este el planeta, mâs débiles son las fuerzas. Si se comparan dos planetas 
a diferentes distancias del sol, el anâlisis muestra que las fuerzas son inversamente 
proporcionales a los cuadrados de sus respectivas distancias. Con la combinaciôn de 
las dos leyes. Newton concluyô que debe haber una fuerza, inversa al cuadrado de la 
distancia, dirigida en una linea entre los dos objetos. 

Siendo un hombre de considérable sentido para las generalizaciones. Newton su- 
puso, por supuesto, que esta relaciôn se aplica mâs generalmente que solo al sol 
sujetando los planetas. Ya se sabia. por ejemplo. que el planeta Jupiter ténia lunas 
girando en torno a él tal como la luna de la tierra gira en torno a la tierra y Newton 
se sintiô seguro de que cada planeta sostiene sus lunas mediante una fuerza. El cono- 
cia ya la fuerza que nos mantiene sobre la tierra. de modo que propuso que era una 
fuerza universal -que cada cosa atrae a las demâs. 

El problema siguientc fue si la atracciôn de la tierra sobre las personas era la mis 
ma que sobre la luna, es decir, inversa al cuadrado de la distancia. Si un objeto sobre 
la superficie de la tierra cae cinco métros en el primer segundo después que se suelte. 
( ',qué distancia caerâ la luna durante el mismo tiempo? Podriamos decir que la luna no 
cae en absoluto. Pero si no hubiera fuerza sobre la luna. se escaparia en linea recta, 
mientras que en cambio se mueve en un circulo. de modo que realmente cae desde 
donde habria estado si no hubiera habido fuerza alguna. Podemos calcular a partir 
del radio de la ôrbita de la luna (que es aproximadamente 384.000 kilômetros) y de 
cuanto tarda en ir alrededor de la tierra (aproximadamente 29 dias). cuânto se mueve 
la luna sobre su ôrbita 


7-3 


7-4 




1 


en un segundo y podemos calcular entonces cuànto cae en un segundo*. Esta dis¬ 
tancia résulta ser aproximadamente 1,3 mm. en un segundo. Esto se ajusta 
muy bien con la ley de la inversa del cuadrado, porque el radio de la tierra es 
6.400 kilômetros, y si algo que està a 6.400 kilômetros del centro de la tierra cae 
cinco métros en un segundo, algo a 384.000 kilômetros, o 60 veces mâs lejos, caeria 
1 /3600 de cinco métros, lo que también es aproximadamente 1,3 mm. Deseando po- 
ner a prueba esta teoria de la gravitaciôn mediante càlculos similares. Newton hizo 
sus càlculos muy cuidadosamente y encontrô una discrepancia tan grande que consi¬ 
déré la teoria en contradicciôn con los hechos y no publicô sus resultados. Seis anos 
después las nuevas medidas del tamano de la tierra mostraron que los astrônomos 
habian estado usando una distancia a la luna incorrecta. Cuando Newton oyô acerca 
de esto, hizo sus càlculos de nuevo, con las cifras correctas y obtuvo una hermosa 
concordancia. 



Fig. 7-3. Aparato para demostrar la in- 
dependencia de movimientos verticales y 
horizontales. 


Esta idea de que la luna “cae" es algo confusa, porque, como ven, no se acerca 
en absoluto. La idea es lo suficientemente interesante para merecer màs explica- 
ciôn: la luna cae en el sentido que cae desde la linea que habria seguido si no 
hubiera fuerzas. Consideremos un ejemplo en la superficie de la tierra. Un objeto 
que se suelta cerca de la superficie de la tierra caerà cinco métros en el primer segun¬ 
do. Un objeto lanzado horizontalmente también caerà cinco métros; aun cuando se 
esté moviendo horizontalmente todavia caerà los cinco métros en el mismo tiempo. 
La figura 7-3 ilustra un aparato que demuestra esto. En la pista horizontal hay una 
bola que serà impelida hacia adelante en una pequena distancia. A la misma altura 
hay una bola que va a caer verticalmente y hay un interruptor eléctrico arreglado de 
modo que en el momento que la primera bola déjà la pista, se suelta la segunda bola. 
Que ellas llegan a, la misma profundidad en el mismo tiempo està atestiguado por el 
hecho de que chocan en medio del aire. Un objeto como una bala, lanzado horizon¬ 
talmente. puede moverse un camino largo en un segundo -tal vez 700 métros- pero 
siempre caerà cinco métros si es apuntado horizontalmente. ^Qué ocurre si lanzamos 
una bala màs y mâs râpido? No olviden que la superficie de la tierra es curva. Si la 
disparamos lo suficientemente râpido, entonces cuando caiga cinco métros puede es- 
tar a la misma altura sobre la tierra que lo que estuvo antes. ^Cômo puede ser esto? 
Siempre cae. pero la tierra se encurva. asi que cae "alrededor" de la tierra. El pro- 
blema es: i.qué distancia tiene que moverse en un segundo para que la tierra esté cinco 
métros bajo el horizonte? En la figura 7-4 vemos la tierra con su radio de 6.400 ki¬ 
lômetros 


Es decir, en cuànto cae el circulo de la ôrbita lunar por debajo de la linea recta tangente a 
esta en el punto en que estaba la luna un segundo antes. 


y la trayectoria tangencial rectilinea que la bala tomaria si no hubiera fuerzas. 
Ahora, si usamos uno de esos maravillosos teoremas de la geometria, que dice que 
nuestra tangente es la media geométrica de las dos partes del diâmetro cortado por 
una cuerda igual, vemos que la distancia horizontal viajada es la media geométrica de 
los cinco métros caidos y los 12.800 kilômetros de diâmetro de la tierra. La raiz cua- 
drada de (5/1.000) x 12.800 résulta muy cercana a ocho kilômetros. Vemos asi que 
si la bala se mueve a ocho kilômetros por segundo, continuarà cayendo hacia la tierra 
en la misma razôn de cinco métros cada segundo, pero nunca lograrâ acercarse, por¬ 
que la tierra al encurvarse se aleja. Asi fue como el Sr. Gagarin se mantuvo en el es- 
pacio viajando 40.000 kilômetros alrededor de la tierra a ocho kilômetros por segundo 
aproximadamente. (El demorô un poco màs, porque estaba un poco mâs alto.) 



Fig. 7-4. Aceleraciôn hacia el centro de 
una trayectoria circular. De la geometria 
plana, x/s = (2/?-S)/x ~ 2 R/x, donde R 
es el radio de la tierra, 6400 kms; x es la 
distancia "recorrida horizontalmente" en un 
segundo; y S es la distancia "calda" en un 
segundo (5 métros). 


Cualquier gran descubrimiento de una nueva ley es ùtil solo si podemos sacar mâs 
de él que lo que ponemos. Pues bien, Newton usé la segunda y la tercera de las leyes 
de Kepler para deducir su ley de la gravitaciôn. ^Qué predijo? Primero, su anàlisis 
del movimiento de la luna fue una predicciôn, porque relacionaba la caida de los 
objetos sobre la superficie de la tierra con la caida de la luna. Segundo, la pregunta 
es: les la ôrbita una elipse? Veremos en un capitulo posterior cômo es posible 
calcular exactamente el movimiento y, en efecto, uno puede probar que debe ser 
una elipse*, de modo que no se necesitan hechos adicionales para explicar la prime¬ 
ra ley de Kepler. Asi Newton hizo su primera y poderosa predicciôn. 

La ley de la gravitaciôn explica muchos fenômenos no comprendidos anteriormen- 
te. Por ejemplo, la atracciôn de la luna sobre la tierra causa las mareas, hasta enton¬ 
ces misteriosas. La luna atrae al agua que està por debajo de ella y produce las 
mareas —la gente habia pensado en eso antes, pero no fueron tan inteligentes como 
Newton y asi pensaron que debiera haber solo una marea durante el dia- El razona- 
miento era que la luna atrae al agua por debajo de ella, produciendo una marea alta 
y una marea baja y, como la tierra està rotando debajo, esto hace que la marea en un 
lugar suba y baje cada 24 horas. Realmente la marea sube y baja en 12 horas. Otra 
escuela de pensamiento afïrmaba que la marea alta deberia estar en el otro lado de la 
tierra porque, segùn ellos, jla luna tiraba la tierra fuera del agua! Ambas teorias son 
erroneas. Realmente ocurre de este modo: la atracciôn de la luna sobre la tierra y 
sobre el agua està “equilibrada" en el centro. Pero el agua que està mâs cerca de la 
luna es 


* La demostraciôn no esta dada en este curso. 


7-5 


7-6 



I 



Fig. 7-5. El sistema tierra-luna, 
mareas. 


atraida màs que el promedio y el agua que esta màs lejos de ella es atraida 
menos que el promedio. Mâs aùn, el agua puede fluir mientras que la tierra, que es 
mâs rigida, no puede. La verdadera descripciôn es una combinaciôn de estas dos cosas. 

<,Qué queremos decir por "equilibrada"? ôQué équilibra? Si la luna atrae toda la 
tierra hacia ella, ^por qué la'tierra no se précipita "hacia ” la luna? Porque la tierra 
hace el mismo truco que la luna. se mueve en un circulo alrededor de un punto que 
esta dentro de la tierra. pero no en su centro. La luna no gira precisamente alrededor 
de la tierra; tanto la tierra como la luna giran en torno a una posiciôn central, cayendo 
ambas hacia esta posiciôn comûn, como se muestra en la figura 7-5. Este movimiento 
alrededor de un centro comûn es lo que équilibra la caida de cada una. De modo que 
tampoco la tierra se mueve en una linea recta; viaja en un circulo. El agua en la parte 
mâs alejada està "desequilibrada", porque la atracciôn de la luna alli es màs débil que 
en el centro de la tierra, donde équilibra justamente la "fuerza centrifuga”. El resul- 
tado de este desequilibrio es que el agua sube alejândose del centro de la tierra. En el 
lado cercano, la atracciôn de la luna es mâs fuerte y el desequilibrio estâ en direcciôn 
opuesta en el espacio, pero de nuevo alejândose del centro de la tierra. El resultado 
neto es que tenemos dos subidas de marea. 


7-5 Gravitaciôn universal 

t,Qué mâs podemos comprender al comprender la gravedad? Todos saben que la 
tierra es redonda. i,Por qué es redonda la tierra? Esto es fàcil; debido a la gravita¬ 
ciôn. ; Puede comprenderse que la tierra sea redonda simplemente porque cada cosa 
atrae a cada cosa y asi se ha atraido juntândose a si misma lo mâs que ha podido! 
Si vamos aùn mâs lejos, la tierra no es exactamente una esfera porque estâ rotando 
y esto introduce efectos centrifugos que tienden a oponerse a la gravedad cerca del 
ecuador. Résulta que la tierra deberia ser eliptica, y nosotros incluso obtenemos la 
forma correcta para la elipse. Podemos asi deducir que el sol, la luna, y la tierra de- 
berian ser (aproximadamente) esferas, justamente a partir de la ley de la gravitaciôn. 

^Qué mâs pueden hacer con la ley de la gravitaciôn? Si miramos las lunas de Ju¬ 
piter podemos entender todo acerca del modo en que se mueven alrededor del planeta. 
A propôsito. hubo una vez cierta dificultad con las lunas de Jupiter que es digno hacer 
notar. Estos satelites fueron estudiados con mucho cuidado por Roemer, quien notô 
que a veces las lunas parecian estar adelantadas respecto de su horario, y a veces 


atrasadas. (Se pueden encontrar sus horarios esperando un tiempo muy largo y en- 
contrando lo que demoran en promedio las lunas en girar.) Pues bien, ellas se ade- 
lantaban cuando Jupiter estaba particularmente cerca de la tierra y se atrasaban 
cuando Jupiter estaba mâs lejos de la tierra. Esto habria sido algo muy dificil de expli- 
car con la teoria de la gravitaciôn —habria' sido, de hecho, la muerte de esta maravi- 
llosa teoria, si no hubiera otra explication- Si una ley no funciona siquiera en un 
lugar donde debiera hacerlo, estâ simplemente equivocada. Pero la razôn de esta dis- 
crepanciâ era muy simple y hermosa: requiere un pequeno instante ver las lunas de 
Jupiter debido al tiempo que demora la luz en viajar de Jupiter a la tierra. Cuando 
Jupiter està mâs cerca de la tierra, el tiempo es un poco menor, y cuando estâ mâs 
lejos de la tierra, el tiempo es mayor. Esta es la razôn por la que las lunas parecen 
estar, en promedio, un poco adelantadas o un poco atrasadas, segûn si estân mâs 
cerca o mâs lejos de la tierra. Este fenômeno demostrô que la luz no viaja instantâ- 
neamente, y proporcionô el primer càlculo de la velocidad de la luz. Esto fue hecho 
en 1656. 

Si todos los planetas se empujan y tiran entre si, la fuerza que contrôla, digamos, 
Jûpiter al ir alrededor del sol, no es precisamente la fuerza desde el sol; tambien hay 
un tirôn desde, digamos, Saturno. Esta fuerza realmente no es grande, ya que el sol es 
mucho mâs masivo que Saturno, pero hay cierta atracciôn, de modo que la ôrbita de 
Jûpiter no debia ser una elipse perfecta y no lo es; estâ ligeramente corrida y “oscila” 
alrededor de una ôrbita eliptica correcta. Tal movimiento es un poco mâs complicado. 
Se hicieron intentos de analizar los movimientos de Jûpiter, Saturno y Urano sobre la 
base de la ley de la gravitaciôn. Se calcularon los efectos de cada uno de estos pla¬ 
netas sobre los demâs, para ver si las leves desviaciones e irregularidades de estos 
movimientos podrian ser completamente comprendidos a partir de esta ûnica ley. 
Para Jûpiter y Saturno todo andaba bien, pero Urano estaba “raro”. Se comportaba 
de un modo peculiar. No se movia en una elipse exacta, pero eso era comprensible 
debido a las atracciones de Jûpiter y Saturno. Pero aun haciendo concesiones sobre 
estas atracciones, Urano todavia no marchaba bien, de modo que las leyes de la gra¬ 
vitaciôn estaban en peligro de zozobrar, una posibilidad que no podia ser descartada. 
Dos hombres, Adams y Leverrier, en Inglaterra y Francia, independientemente 
llegaron a otra posibilidad; tal vez haya otro planeta, oscuro e invisible, que los 
hombres no habian visto. Este planeta, N, atraeria a Urano. Calcularon dônde deberia 
estar tal planeta para causar las perturbaciones observadas. Enviaron mensajes a los 
respectivos observatorios, diciendo: “Senores, dirijan sus telescopios a lal y tal lugar y 
verân un nuevo planeta”. A menudo dépende de con quien estén ustedes trabajando 
para que les presten atenciôn o no. Ellos le pusieron atenciôn a Leverrier; jmiraron y 
ahi estaba el planeta N\ Entonces otros observatorios también se apresuraron en mirar 
en los dias siguientes y también lo vieron. 


Este descubrimiento mostrô que las leyes de Newton son absolutamente correctas 
en el sistema solar; pero ^.pueden extenderse mâs alla de las distancias relativamente 
pequenas de los planetas mâs cercanos? La primera prueba està en la pregunta, ^se 
atraen las estrellas entre si al igual que los planetas? Tenemos una defmitiva evidencia 
que lo hacen en las estrellas dobles. La figura 7-6 muestra una estrelia doble —dos 
estrellas muy juntas- (hay ademâs una tercera estrelia en el cuadro de modo que sa 
bemos que la fotografia no ha sido girada). Ademâs las estrellas 
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Fig. 7-6. Un sistema de estrella doble. 

se muestran tal como aparecieron varios anos 'mâs tarde. Vemos que en relaciôn a la 
estrella “fija ”, el eje del par ha rotado, es decir, las dos estrellas han ido una en torno a la 
otra. ^Rotaràn de acuerdo a las leyes de Newton? Cuidadosas medidas de las posiciones 
relativas de un tal sistema de estrellas dobles se muestran en la figura 7-7. Vemos alli una bella 
elipse, las medidas parten en 1862 y dando la vuelta compléta hasta 1904 (ahora debe 
haber completado una vuelta mâs). Todo coincide con las leyes de Newton excepto 
que la estrella Sirio A no esta en el foco. ^Por qué sera? Porque el piano de la elipse 
no estâ en el “piano del cielo”. No estamos mirando en ângulo recto al piano de la 
ôrbita, y cuando una elipse se ve inclinada, sigue siendo una elipse, pero el foco ya no 
estâ mâs en el mismo lugar. Asi podemos analizar las estrellas dobles, moviéndose una 
respecto a la otra, de acuerdo a las exigencias de la ley gravitacional. 
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Fig. 7-8. Un cümulo globular de estrellas. 


Que la ley de la gravitaciôn es valida para distancias aün mayores se indica en la 
figura 7-8. Si alguien no puede ver la gravitaciôn actuando aqui es que no tiene aima. 
Esta figura muestra una de las mâs bellas cosas en el cielo -un cümulo globular de es¬ 
trellas—. Todos los puntos son estrellas. Aunque parecen estar agrupadas en forma 
compacta hacia el centro, esto se debe a la falibilidad de nuestros instrumentos. En 
realidad, las distancias entre las estrellas, aun las mâs centrales, son muy grandes y 
raramente chocan. Hay muchas mâs estrellas en el interior que alejadas, y a medida 
que nos alejamos hay cada vez menos. Es obvio que hay una atracciôn entre estas 
estrellas. Es évidente que la gravitaciôn existe a estas énormes dimensiones, tal vez 
100.000 veces el tamano del sistema solar. Vamos ahora mâs lejos y observemos una 
galaxia entera, mostrada en la figura 7-9. La forma de esta galaxia indica una tenden- 
cia évidente de la materia a aglomerarse. Por supuesto, no podemos probar aqui que 
la ley sea precisamente la de la inversa del cuadrado, solo que aün existe una atrac¬ 
ciôn a esta enorme dimension 
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que mantiene todo junto. Afguien podria decir: “Bien todo esto es muy ingenioso, 
pero, ôpor qué no es justamente una bola?” Porque esta girando y tiene momentum 
angular que no debe ceder al contraerse; debe contraerse principalmente en un 
piano. (A propôsito, si andan buscando un buen problema, los detalles exactos de 
cômo se forman los brazos y qué détermina la forma de estas galaxias no se han 
elaborado aùn.) Sin embargo, es claro que la forma de la galaxia se debe a la gravi¬ 
tation, aunque las complejidades de su estructura no nos han permitido aùn anali- 
zarlo completamente. En una galaxia tenemos una escala de tal vez 50.000 a 
100.000 afios luz. La distancia de la tierra al sol es 8'/ 3 minutos luz, de modo que 
pueden ver lo grandes que son estas dimensiones. 

La gravedad parece existir aùn a dimensiones mayores como se indica en la figu¬ 
ra 7-10, que muestra muchas cosas "pequenas" aglomeradas. Este es un cümulo de 
galaxias, tal como un cùmulo de estrellas. Asi las galaxias se atraen unas a otras a 
taies distancias que 



Una nube de polvo interes- 


Fig. 7-12. iLa formaciôn de nuevas 
estrellas? 


:ambién estân aglomeradas en cùmulos. Tal vez la gravitation exista aun a distan¬ 
cias de decenas de millones de anos luz; por lo que sabemos ahora, la gravedad 
parece extenderse siempre inversamente con el cuadrado de la distancia. 

No solo logramos entender las nebulosas, sino que a partir de la ley de gravitaciôn 
podemos obtener ademâs algunas ideas acerca del origen de las estrellas. Si tenemos 
una gran nube de polvo y gas, como en la figura 7-11, las atracciones gravitacionales 
de las partes de polvo entre si pueden hacerlas formar pequenos bultos. Escasamente 
visibles en la figura hay unos “pequenos” puntos negros que pueden ser el comienzo 
de la acumulaciôn de polvo y gases, que debido a su gravitaciôn empiezan a formar 
estrellas. Si hemos visto formarse alguna vez una estrella o no. es aùn discutible. La 
figura 7-12 muestra alguna evidencia que sugiere que si. A la izquierda hay una foto- 
grafia tomada en 1947 de una région de gas con algunas estrellas. y a la derecha hay 
otra fotografia, tomada solo siete anos después. que muestra dos nuevas manchas bri¬ 
llantes. <,Se ha acumulado gas, ha actuado la gravedad lo suficientemente fuerte como 
para juntarlo en una bola lo suficientemente grande para hacer que la réaction nu- 
clear estelar comience en el interior y la transforme en una estrella? Quizas si y quizâs 
no. No es razonable que en solo siete anos hayamos sido tan afortunados como para 
ver convertirse una estrella en una forma visible: ;es mucho menos probable que vié- 
ramos dos! 


7-6 El experimento de Cavendish 

La gravitaciôn. por lo tanto. se extiende sobre énormes distancias. Pero si hay una 
fuerza entre cualquier par de objetos, deberiamos poder medir la fuerza entre nuestros 
propios objetos. En vez de tener que mirar las estrellas moverse una en torno de la 
otra, ipor qué no tomar una bola de plomo y una de marfil y observar que la de marfil 
va hacia la de plomo? La dificultad de este experimento cuando se hace de una manc 
ra tan simple es la gran debilidad o delicadeza de la fuerza. Debe hacerse con extremo 
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7-7 iQué es la gravedad? 


Fig. 7-13. Un diagrama simplificado 
del aparato usado por Cavendish para veri- 
ficar la ley de gravitaciôn universal para ob- 
jetos pequenos y medir (a constante gravi- 
tacional G. 


cuidado, lo que significa cubrir el aparato para mantener fuera el aire, asegurarse que 
no esté cargado eléctricamente, etc; entonces la fuerza puede medirse. El primero en 
medir la fue Cavendish con un aparato que estâ indicado esquemàticamente en la figu¬ 
ra 7-13. Este demostrô primero la fuerza directa entre dos grandes bolas fijas de plo- 
mo y dos bolas màs pequenas de plomo en los extremos de un brazo suspendido 
de una fibra muy fina, llamada fibra de torsion. Midiendo cuânto se tuerce la fibra 
se puede medir la magnitud de la fuerza, verificar que es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia y determinar su intensidad. Asi se puede determinar pre- 
cisamente el coeficiente G de la formula 



Todas las masas y distancias se conocen. Ustedes dirân “Ya lo sabiamos para la 
tierra”. Si, pero no conociamos la masa de la tierra. jConociendo G a partir de este 
experimento y conociendo la fuerza con que la tierra atrae, podemos averiguar indi- 
rectamente cuâl es el valor de la masa de la tierra! Este experimento se ha llamado 
“pesar la tierra”. Cavendish afirmô que estaba pesando la tierra, pero lo que él media 
era el coeficiente G de la ley de gravedad. Este es el ünico modo en que se puede de¬ 
terminar la masa de la tierra. G résulte) ser 


6.670 X 10 11 newton • m 2 /kgm 2 . 


ôPero es ésta una ley tan simple? ^.Cuâl es su mecanismo? Todo lo que hemos 
hecho es describir cômo se mueve la tierra alrededor del sol, pero no hemos dicho 
qué la hace mover. Newton no hizo hipôtesis sobre esto; él quedô satisfecho con en- 
contrar lo que hacia sin entrar en su mecànica. Nadie ha dado desde entonces ningûn 
mecanismo. Es caracteristico de las leyes fisicas que tengan este carâcter abstracto. 
La ley de conservaciôn de la energia es un teorema concerniente a cantidades que 
deben calcularse y sumarse, sin menciôn del mecanismo, y en forma parecida las gran¬ 
des leyes de la mecànica son leyes matemâticas cuantitativas, para las cuales no hay 
mecanismo disponible. ^Por qué podemos usar las matemâticas para describir la natu- 
raleza sin un mecanismo tras ella? Nadie lo sabe. Tenemos que proseguir porque de 
esa manera descubrimos màs. 


Se han sugerido muchos mecanismos para la gravitaciôn. Es interesante considé¬ 
rai- uno de éstos, ya que mucha gente ha pensado en ello de tiempo en tiempo. Al co- 
mienzo, uno se excita y se pone contento cuando lo “descubre”, pero pronto enCuen- 
tra que no es correcto. Fiie descubierto alrededor de 1750. Supongamos que hay 
muchas particulas moviéndose en el espacio a una velocidad muy grande y en todas 
direcciones y que son solo ligeramente absorbidas al moverse a través de la materia. 
Cuando son absorbidas, dan un impulso a la tierra. Sin embargo, ya que hay tantas 
moviéndose de una forma y otra, los impulsos se compensan. Pero cuando el sol esta 
cerca, las particulas que vienen hacia la tierra a través del sol son parcialmente absor¬ 
bidas, de modo que hay menos particulas viniendo del sol que viniendo del otro lado. 
Por lo tanto, la tierra siente un impluso neto hacia el sol y no le Ueva mucho a uno ver 
que es inversamente proporcional al cuadrado de las distancias -debido a la variaciôn 
del àngulo sôüdo que el sol subtiende cuando variamos la distancia- ôQué anda mal 
en este mecanismo? Comprende algunas nuevas consecuencias que no son verdaderas. 
Esta idea particular tiene la siguiente dificultad: la tierra al moverse alrededor del sol 
chocaria coa màs particulas que vienen de su lado delantero que de su lado trasero 
(jeuando corren en la Uuvia, la lluvia en su cara es màs fuerte que en la parte de atrâs 
de su cabeza!) Por lo tanto se habria dado màs impulso a la tierra por delante y la 
tierra sentiria una resistencia al movimiento y se estaria retardando en su ôrbita. Uno 
puede calcular cuânto tomaria para que la tierra se detenga como resultado de esta 
resistencia y este tiempo no séria lo suficientemente largo como para que la tierra 
permanezea en su ôrbita, de modo que este mecanismo no funciona. No se ha in- 
ventado ningûn mecanismo que “explique” la gravedad sin que prediga algunos otros 
fenômenos que no existen. 



Es dificil exagerar la importancia del efecto producido en la historia de la ciencia 
por este gran éxito de la teoria de la gravitaciôn. jComparen la confusion, la falta de 
confianza, el conocimiento incompleto que prevalecia en los primeros tiempos, cuando 
habia interminables debates y paradojas, con la claridad y simplicidad de esta ley 
-este hecho que todas las lunas y planetas y estrellas tengan una régla tan simple 
que los gobierna, y màs aün que el hombre pueda entenderla y deducir cômo se mue- 
ven los planetas! Esta es la razôn del éxito de las ciencias en los anos siguientes, 
porque dio la esperanza de que los demâs fenômenos del mundo también tengan leyes 
tan bellamente simples. 


A continuation discutiremos la posible relaciôn de la gravitaciôn con otras fuer- 
zas. No existe explicaciôn de la gravitaciôn en términos de otras fuerzas en el présente. 
No es un aspecto de la electricidad ni nada como eso, de modo que no tenemos expli¬ 
caciôn. Sin embargo, la gravitaciôn y otras fuerzas son muy similares, y es interesante 
notar analogias. Por ejemplo, la fuerza eléctrica entre dos objetos cargados se parece 
exactamente a la ley de la gravitaciôn. La fuerza eléctrica es una constante con un 
signo menos, por el producto de las cargas, y varia inversamente con el cuadrado de 
la distancia. Estâ en direcciôn opuesta —iguales se repelen—. (.Pero no es sumamente 
notable que las dos leyes contienen la misma funciôn de la distancia? Tal vez la gra¬ 
vitaciôn 
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y la electricidad estân mucho mâs intimamente relacionadas de lo que pen- 
samos. Se han hecho muchos intentos de unificarlas; la asi llamada teoria del campo 
unificado es solo un intento muy elegante de combinar electricidad y gravitaciôn; pero 
al comparar la gravitaciôn y la electricidad, lo mâs interesante es la intensidad rela- 
tiva de las fuerzas. Cualquier teoria que contenga ambas debe deducir ademâs la in¬ 
tensidad de la gravedad. 


Atracciôn gravitatoria 
Répulsion eléctrica 



Fig. 7-14. Las intensidades relatives 
de las interacciones eléctrica y gravitacional 
entre dos electrones. 


Si tomamos, en ciertas unidades naturales, la repulsion de dos electrones (carga 
universal de la naturaleza) debida a la electricidad, y la atracciôn de dos electrones 
debida a sus masas, podemos medir el cociente entre la répulsion eléctrica y la atrac¬ 
ciôn gravitacional. El cociente es independiente de la distancia y es una constante 
fundamental de la naturaleza. La figura 7-14 muestra ese cociente. jLa atracciôn gra¬ 
vitacional comparada con la répulsion eléctrica entre dos electrones es 1 dividido por 
4,17 x 10 42 ! La pregunta es, ôde dônde saliô ese numéro tan grande? No es acciden¬ 
tai, como el cociente entre el volumen de la tierra y el volumen de una pulga. Hemos 
considerado dos aspectos naturales de una misma cosa, un electrôn. Este nümero fan- 
tàstico es una constante natural, de modo que encierra algo de naturaleza profunda. 
•De dônde podria salir un nümero tan tremendo? Algunos dicen que algün dia encon- 
traremos la "ecuaciôn universal", y en ella una de las raices sera este nümero. Es muy 
dificil encontrar una ecuaciôn para la cual un nümero tan fantâstico sea una raiz na¬ 
tural. Se han pensado otras posibilidades; una es relacionarla con la edad del universo. 
Evidentemente, debemos encontrar otro gran nümero en alguna parte. Pero. üquére- 
mos indicar la edad del universo en aiios? No. porque los aiios no son “naturales ; 
fueron ideados por los hombres. Como ejemplo de algo natural. consideremos el tiem- 
po que demora la luz en atravesar un proton. 10~ 24 seg. Si comparantes este tiempo 
con la edad del universo, 2 x 10 10 aiios. la respuesta es 10' 42 . Tiene alrededor del 
mismo nümero de ceros. de modo que se ha propuesto que la constante gravitacional 
esta relacionada con la edad del universo. Si tal fuera el caso. la constante gravita¬ 
cional deberia cambiar con el tiempo, porque a medida que el universo se hace mâs 
viejo la razôn entre la edad del universo y el tiempo que demora la luz en cruzar un 
proton irâ aumentando gradualmente. ^,Es posible que la constante gravitacional esté 
cambiando con el tiempo? Por supuesto que los cambios serian tan pequenos que es 
bien dificil estar seguro. 


Una prueba que podemos idear es determinar cuâl habria sido el efecto del cambio 
durante los ültimos 10 9 aiios, que es aproximadamente la edad de la primera vida so¬ 
bre la tierra y un décimo de la edad del universo. 
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En este tiempo, la constante gravitatoria habria aumentado cerca de un 10 
por 100. Résulta que si consideramos la estructura del sol -el equilibrio entre el 
peso de su materia y la rapidez a la cual la energia radiante se généra dentro de él- 
podemos deducir que si la gravedad fuera 10 por 100 mayor, el sol deberia ser 
mucho mâs que 10 por 100 mâs brillante -;en la sexta potencia de la constante de 
gravedad!- Si calculantes lo que le sucede a la ôrbita de la tierra cuando la grave¬ 
dad cambia, encontramos que entonces la tierra estaba mâs cerca. En total, la tierra 
estaria cerca de 100 grados centigrados mâs caliente y toda el agua no habria estado 
en el mar, sino como vapor en el aire, de modo que la vida no habria comenzado en 
el mar. Asi no creemos que la constante de gravedad esté cambiando con la edad del 
universo. Pero taies argumentes como el que acabamos de dar no son muy convin- 
centes y el asunto no estâ completamente terminado. 

Es un hecho que la fuerza de gravitaciôn es proporcional a la masa, la cantidad 
que es fundamentalmente una medida de la inercia -de cuânto cuesta sostener algo 
que estâ girando en un circulo-. Por lo tanto, dos objetos, uno pesado y otro liviano, 
girando alrededor de un objeto mayor en el mismo circulo a la misma velocidad, debi- 
do a la gravedad, permaneceràn juntos porque ir en un circulo requière una fuerza 
que es mâs intensa para una masa mâs grande. Este es, la gravedad es mayor para 
una masa dada en precisamente la proporciôn justa, de modo que los dos objetos 
giren juntos. Si un objeto estuviera dentro de otro, permaneceria adentro; es un equi¬ 
librio perpetuo. Por lo tanto, Gagarin o Titov encontrarian las cosas "sin peso" dentro 
de una nave espaciak si soltaran un pedazo de tiza, por ejemplo, éste giraria alrededor 
de la tierra exactamente en la misma forma que toda la nave espacial. y pareceria que 
permanece suspendido en el espacio delante de ellos. Es muy interesante que esta fuer¬ 
za es exactamente proporcional a la masa con gran précision, porque si no fuera 
exactamente proporcional habria algùn efecto por el cual la inercia y el peso diferi- 
rian. La ausencia de tal efecto se ha comprobado con gran exactitud con un expéri¬ 
mente hecho primero por Eôtvôs en 1909 y mâs recientemente por Dicke. Para todas 
las sustancias consideradas, las masas y pesos eran exactamente proporcionales en 
una parte en 1.000.000.000, o menos. Este es un experimento notable. 


7-8 Gravedad y relatividad 

Otro tôpico que merece discusiôn es la modificaciôn de Einstein a la ley de gravi¬ 
taciôn de Newton, j A pesar de todo el entusiamo que produjo, la ley de gravitaciôn de 
Newton no es correcta! Fue modificada por Einstein para tomar en cuenta la teoria 
de la relatividad. De acuerdo con Newton, el efecto gravitacional es instantâneo, este 
es, si moviéramos una masa, sentiriamos al instante una nueva fuerza debida a la nue¬ 
va posiciôn de la masa; por este medio podriamos enviar senales con velocidad in- 
finita. Einstein anticipô argumentes que sugieren que no podemos enviar senales mâs 
râpidas que la velocidad de la luz, de modo que la ley de la gravitaciôn debe estar 
equivoeada. Al corregirla para considerar los atrasos, tenemos una nueva ley llamada 
ley de gravitaciôn de Einstein. Lin aspecto de esta nueva ley, que es muy fàcil de en- 
tender, es éste: en la teoria de la relatividad de Einstein, todo lo que tiene energia 
tiene masa —masa en el sentido que es atraida gravitacionalmente- A un la luz, que 
tiene una energia. 
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tiene una “masa”. Cuando un haz de luz, que contiene energia, pasa cerca del sol, 
hay una atracciôn sobre él por el sol. Asi la luz no se mueve en linea recta, sino que 
es desviada. Por ejemplo, durante un éclipsé de sol, las estrellas que estàn rodeando al 
sol aparecerian desplazadas de donde debieran estar si el sol no estuviera ahi, y esto 
ha sido observado. 

Finalmente, comparemos la gravitaciôn con otras teorias. En los aiïos recientes 
hemos descubierto que toda masa estâ hecha de pequenas particulas y que hay mu- 
chas clases de interacciones, taies como fuerzas nucleares, etc. Se ha encontrado que 
ninguna de estas fuerzas nucleares o eléctricas explican la gravitaciôn. Los aspectos 
cuânticos de la naturaleza no se han aplicado a la gravitaciôn. Cuando la escala es 
tan pequena que necesitamos de los efectos cuânticos, los efectos gravitacionales son 
tan débiles, que no se ha desarrollado aün la necesidad de una teoria cuàntica de la 
gravitaciôn. Por otra parte, para la consistencia de nuestras teorias fisicas séria impor¬ 
tante ver si la ley de Newton modificada en la ley de Einstein puede ser modificada 
aün màs para ser consistente con el principio de incertidumbre. Esta ûltima modifi- 
caciôn no ha sido aün completada. 
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8-1 Descripciôn del movimiento 

A fin de encontrar las leyes que gobiernan los diversos cambios que experimentan 
los cuerpos a medida que el tiempo transcurre, debemos estar en condiciones de 
describir los cambios y tener alguna manera de registrarlos. El cambio mâs simple 
observable en un cuerpo es el cambio aparente en su posiciôn con el tiempo, al cual 
Uamamos movimiento. Consideremos algûn objeto sôlido con una marca permanente 
que podemos observar, que llamaremos punto. Discutiremos el movimiento del pe- 
queno marcador, el cual podria ser la tapa del radiador de un automôvil o el centro 
de una pelota que estâ cayendo, y trataremos de describir el hecho de que se mueve 
y cômo se mueve. 

Estos ejemplos pueden parecer triviales, pero en la descripciôn del cambio entran 
muchas sutilezas. Algunos cambios son mâs dificiles de describir que el movimiento 
de un punto en un objeto sôlido, por ejemplo la velocidad de dériva de una nube 
que se mueve muy lentamente, pero formândose o evaporândose râpidamente, o el 
camhio de opinion de una mujer. No conocemos una manera simple para analizar 
un cambio de opinion, pero ya que la nube se puede representar o describir por 
muchas moléculas, en principio, tal vez podamos describir el movimiento de la nube, 
describiendo el movimiento de cada una de sus moléculas. De la misma manera, 
quizàs, los cambios en la opinion pueden tener un paralelo con los cambios de los 
âtomos dentro del cerebro, pero aün no tenemos tal conocimiento. 

De todas maneras, esto es el motivo por el cual comenzamos con el movimiento 
de puntos; tal vez debiéramos imaginarlos como âtomos, pero es probablemente 
mejor ser mâs imprecisos a! comienzo y simplemente pensar en alguna especie de 
pequenos objetos, es decir, pequenos comparados con la distancia recorrida. Por 
ejemplo, para describir el movimiento de un automôvil que va a cien kilômetros, 
no tenemos que distinguir entre la parte delantera y la parte trasera del automôvil. 
Sin duda, hay pequenas diferencias, pero para propôsitos aproximados diremos "el 
automôvil” y del mismo modo no importa que nuestros puntos no sean puntos ab- 
solutos; para lo que nos interesa no es necesario ser extremadamente preciso. Tam- 
bién, mientras echamos una primera mirada a este tema. vamos a olvidar las très di- 
mensiones del mundo. Solamente nos concentraremos sobre el movimiento en una 
direcciôn. 
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Tabla 8-1 


t (min) s (m) 

0 0 

1 400 

2 1.300 

3 3.000 

4 3.170 

5 3.200 

6 4.300 

7 6.000 

8 7.850 

9 8.000 


como en un automovil sobre una carretera. Volveremos a las très dimensio- 
nes después de ver como se describe el movimiento en una dimension. Ahora 
bien, ustedes pueden decir: "Todo esto es algo trivial” y en verdad lo es. <,Cômo 
podemos describir tal movimiento unidimensional -digamos, de un automovil-? Nada 
podria ser mâs simple. Entre las muchas maneras posibles, una séria la siguiente. 
Para determinar la posiciôn del automovil en diferentes tiempos, medimos su distan¬ 
cia desde el punto de partida y anotamos todas las observaciones. En la tabla 8-1, s 
représenta la distancia del auto, en métros, desde el punto de partida, y t représenta 
el tiempo en minutos. La primera linea de la tabla représenta la distancia cero y el 
tiempo cero -el coche aûn no ha partido- Al minuto de su partida ha recorrido 
400 métros. Después de dos minutos, va mâs lejos -noten que ha alcanzado mayor 
distancia en el segundo minuto- ha acelerado; pero algo sucediô entre 3 y 4 y mâs 
aün cerca de los 5 —ôtai vez se detuvo en un semâforo?- Luego su velocidad aumen- 
ta otra vez y recorre 4.300 métros al término de seis minutos, 6.000 métros al tér- 
mino de siete minutos, y 7.850 métros en ocho minutos; a los nueve minutos ha 
avanzado solamente 8.000 métros, debido a que en el ûltimo minuto fue detenido 
por un policia. 

Esta es una manera de describir el movimiento. Otra manera es por medio de 
un gràfico. Si anotamos el tiempo horizontalmente y la distancia verticalmente, 
obtenemos una curva parecida a la indicada en la figura 8-1. Cuando el tiempo 
aumenta, la distancia aumenta, al comienzo muy lentamente y después mâs râpido, 
y otra vez muy lentamente por un pequeno lapso a los cuatro minutos; entonces 
aumenta otra vez durante unos pocos minutos y finalmente, a los nueve minutos, 
parece haber detenido su aumento. Estas observaciones pueden hacerse del gràfico, 
sin una tabla. Evidentemente, para una descripciôn compléta uno tendria que saber 
también dônde estâ el auto en las marcas de medio minuto, pero suponemos que 
el gràfico significa algo, que el auto tiene alguna posiciôn en todos los instantes 
intermedios. 

El movimiento de un auto es complicado. Como otro ejemplo, usaremos algo que 
se mueve de una manera mâs simple, que siga leyes mâs simples: una pelota que 
esté cayendo. La tabla 8-2 da el tiempo en segundos y la distancia en métros para 
un cuerpo que cae. A cero segundos la pelota parte desde cero métros, y al final 
de un segundo ha caido cinco métros. Al final de dos segundos ha caido 20 métros, 
al final de très segundos 45 métros, y as! sucesivamente; si se grafica los numéros 
tabulados obtenemos 
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Tabla 8-2 

t (seg) I s (m) 


0 0 

1 5 

2 20 

3 45 

4 80 

5 125 

6 180 

Fig. 8-2. Gràfico de la distancia en fun- 
ciôn del tiempo para un cuerpo que cae. 


la bella curva parabôlica indicada en la figura 8-2. La formula para esta curva puede 
ser escrita en la forma 

s— 5t. 2 (8.D 

Esta formula nos permite calcular la distancia en cualquier instante. Pueden decir 
que también debe haber una formula para el primer gràfico. Realmente. uno puede 
escribir tal formula en forma abstracta. 

4 = /('), (8.2) 

lo cual significa que s es alguna cantidad que dépende de t o, en términos matemâ- 
ticos, s es una funciôn de t. Va que nosotros no conocemos cuâl es la funciôn. no 
hay manera de escribirla en forma algebraica definida. 

Acabamos de ver dos ejemplos de movimiento, adecuadamente descritos con 
ideas muy simples, sin sutilezas. Sin embargo, hay sutilezas -y varias-. En primer 
lugar, ^.qué entendemos por tiempo y espacio? Résulta que estos profundos proble- 
mas filosôficos tienen que ser analizados muy cuidadosamente en la fisica. y esto 
no es tan fâcil de hacer. La teoria de la relatividad demuestra que nuestras ideas 
de espacio y tiempo no son tan simples como uno pueda pensar a primera vista. 
Sin embargo, para lo que nos interesa. para la exactitud que necesitamos al prin- 
cipio. no necesitamos ser muy cuidadosos en définir exactamente las cosas. Tal vez 
digan: "Esto es una cosa terrible; yo aprendi que en la ciencia tenemos que définir 
coda cosa en forma précisa". ;No podemos définir ninguna cosa ^n forma précisa! 
Si lo intentamos. caemos dentro de esa paràlisis del pensamiento que le ocurre a los 
filôsofos. quienes se sientan frente a frente, uno diciendo al otro: "jUsted no sabe 
de lo que estâ hablando!” El segundo dice: ”^Qué entiende usted por saber? iQué 
entiende por hablar? ôQué entiende por usted?", y asi sucesivamente. A fin de 
poder conversar en forma constructiva tenemos que convenir precisamente que es- 
tamos conversando aproximadamente de la misma cosa. Ustedes saben tanto acerca 
del tiempo como necesitamos por ahora, pero recuerden que hay algunas sutilezas 
que tienen que ser discutidas; las discutiremos mâs tarde. 

Otra sutileza ya mencionada es que séria posible imaginar que el punto môvil 
que estamos observando estâ siempre ubicado en alguna parte. 
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(Por supuesto, que cuando lo estamos observando, estâ ahi, pero puede ser que 
cuando miremos hacia otro lado no esté ahi.) Résulta que en el movimiento de los 
âtomos esa idea también es falsa -no podemos encontrar un marcador en un àtomo y 
verlo moverse- A esas sutilezas tendremos que llegar en la mecànica cuântica. Pero 
primero vamos a aprender cuâles son los problemas antes de introducir las complica- 
ciones, y entonces estaremos en una situaciôn mejor para hacer correcciones a la luz 
del mâs reciente conocimiento del tema. Por lo tanto, tomaremos un punto de vista 
simple acerca del tiempo y del espacio. Sabemos lo que son estos conceptos de una 
manera aproximada, y los que han manejado un automôvil saben lo que significa ve- 
locidad. 


8-2 Velocidad 

Aunque sabemos aproximadamente lo que significa “velocidad”, hay âûn algunas 
sutilezas bastante profundas; tengan en cuenta que los estudiosos griegos nunca 
pudieron describir en forma adecuada los problemas relativos a la velocidad. La 
sutileza nace cuando tratamos de comprender exactamente qué se entiende por “ve¬ 
locidad'’. Los griegos se confundieron mucho con esto, y una nueva rama de la 
matemâtica tuvo que ser descubierta ademâs de la geometria y el àlgebra de los 
griegos, arabes y babilonios. Como ilustraciôn de la dificultad, tratemos de resolver 
este problema con àlgebra pura: Se estâ inflando un globo de modo que el volumen 
del globo aumenta a razôn de 100 cm 3 por segundo; £a qué velocidad estâ aumen- 
tando el radio cuando el volumen es de 1.000 cm 3 ? Los griegos se embrollaron 
bastante con taies problemas, siendo ayudados, por supuesto, por algunos griegos 
muy confusos. Para mostrar que existian dificultades al razonar acerca de la 
velocidad en esa época, Zenon produjo un gran numéro de paradojas, de las cuales 
mencionaremos una para ilustrar este punto en el cual hay obvias dificultades en 
las ideas acerca del movimiento. "Escuchen -dice- el siguiente razonamiento: 
Aquiles corre 10 veces mâs ràpido que una tortuga; sin embargo, nunca puede 
alcanzar a la tortuga. Para ello, supongan que inician una carrera donde la tor¬ 
tuga estâ 100 métros delante de Aquiles; entonces cuando Aquiles ha corrido los 
100 métros al lugar donde estaba la tortuga, la tortuga ha avanzado 10 métros, 
habiendo corrido un décimô de râpido. Ahora, Aquiles tiene que correr otros 10 
métros para alcanzar a la tortuga, pero al llegar al final de esa carrera, encuentra 
que la tortuga estâ aün a un métro delante de él; corriendo otro métro, encuentra 
a la tortuga 10 centimetros delante. y asi sucesivamente, hasta el infinito. Por lo 
tanto, en cualquier instante la tortuga estâ siempre delante de Aquiles y Aquiles 
nunca puede alcanzar a la tortuga." ^.Dônde estâ el error en esto? Estâ en que una 
cantidad finita de tiempo puede ser dividida en un numéro infinito de partes, tal como 
una longitud de linea puede ser dividida en un numéro infinito de pedazos dividién- 
dola repetidamente en dos. Y asi, aunque hay un numéro infinito dé pasos (en el 
razonamiento) hasta el punto en el cual Aquiles alcanza a la tortuga. no significa 
que haya una cantidad infinita de tiempo. Podemos ver con este ejemplo que hay 
en verdad algunas sutilezas en el razonamiento acerca de la velocidad. 


A fin de comprender las sutilezas en una forma clara. les recordamos un chiste 
que seguramente deben haber oido. En el lugar donde un policia para a la dama en 
el auto, el policia se le acerca y dice: “jSenora. usted iba a 100 kilômetros por hora!” 
Ella dice: "Eso es imposible. senor. he estado viajando solo siete minutos. 


Es ridiculo, icàmo puedo ir a 100 kilômetros por hora cuando no he viajado una 
hora?” ôCômo responderian si fueran el policia? Por supuesto, si fueran realmente 
el policia no habria sutilezas; es muy simple, dirian: “jCuénteselo al juez!” Pero su- 
pongamos que nosotros no tenemos esa salida y hacemos un ataque intelectual mâs 
honesto al problema y tratamos de explicar a esta dama lo que entendemos por la 
idea de que ella fuera a 100 kilômetros por hora. Precisamente, ^qué entendemos? 
Decimos: "Lo que entendemos, senora, es esto: si usted siguiera yendo de la misma 
manera como iba ahora, en la hora siguiente habria recorrido 100 kilômetros.” Ella 
podria decir: “Bien, mi pie no estaba sobre el acelerador y el auto estaba detenién- 
dose: asi que si yo continuara yendo de esa manera no recorreria 100 kilômetros." 
O consideren la pelota que cae y supongan que queremos conocer su velocidad en 
el tiempo très segundos, si la pelota sigue moviéndose de la manera en que lo estâ 
haciendo. ^Qué. significa eso, seguir acelerando, ir mâs râpido? No; seguir movién¬ 
dose con la misma velocidad. jPero eso es lo que estamos tratando de définir! Por- 
que si la pelota sigue moviéndose de la manera en que lo estâ haciendo, seguirâ 
simplemente moviéndose de la manera como lo estâ haciendo. Por lo tanto, necesita- 
mos définir mejor la velocidad. iQuè debe seguir lo mismo? La dama puede también 
razonar de esta manera: “iSi siguiera moviéndome de la manera como lo estoy ha¬ 
ciendo durante una hora mas, me iria contra esa pared al final de la calle!” No es 
tan fâcil expresar lô que queremos decir. 

Muchos fisicos piensan que la mediciôn es la ùnica definiciôn de cualquier cosa. 
Evidentemente, entonces, debiéramos usar el instrumente que mide la velocidad -el 
velocimetro- y decir: “Mire, senora, su velocimetro marca 100”. Y entonces ella dice, 
“Mi velocimetro estâ roto y no marcaba en absoluto". ^Significa esto que el auto 
estâ detenido? Creemos que hay algo que medir antes de construir el velocimetro. 
Solo entonces podemos decir, por ejemplo: “El velocimetro no estâ funcionando 
bien”, o “el velocimetro estâ roto”. Esa séria una frase sin sentido si la velocidad no 
tuviera un significado independiente del velocimetro. Asi, pues, tenemos en nuestras 
mentes, evidentemente, una idea que es independiente del velocimetro, y el velocimetro 
estâ ideado solo para medir esta idea. Por lo cual veamos si podemos obtener una 
mejor definiciôn de la idea. Decimos, “Si, por supuesto, antes de andar una hora 
usted chocaria esa muralla, pero si anduviera un segundo, recorreria 28 métros; se¬ 
nora, usted iba a 28 métros por segundo y si siguiera andando, el prôximo segundo 
estaria a 28 métros y la muralla aquella estâ mâs lejos”. Ella dice, “jSi, pero no 
hay ninguna ley que prohiba ir a 28 métros por segundo! Hay solo una ley 
que prohibe ir a 100 kilômetros por hora”, “pero”, replicamos “es la misma cosa”. 
Si es la misma cosa, no séria necesario este circunloquio acerca de los 28 métros por 
segundo. En realidad, la pelota que estâ cayendo no puede seguir moviéndose de la 
misma manera ni siquiera un segundo, debido a que estaria cambiando la velocidad, 
y tendremos que définir la velocidad de alguna manera. 


Ahora parece que estamos entrando en buen camino; es algo mâs o menos asi: 
si la senora prosiguiera otro 1/1.000 de hora recorreria 1/1.000 de 100 kilômetros. 
En otras palabras, no tiene que proseguir la hora compléta: la cuestiôn es que por 
un momento estâ yendo a esa velocidad. Ahora bien, lo que eso significa es que. si 
anduviera solo un poquito mâs de tiempo, la distancia adicional que recorreria séria 
la misma que la de un auto que va a una velocidad constante de 100 kilômetros por 
hora. Tal vez la idea de 28 métros por segundo sea correcta; nosotros vemos hasta 
donde llegô en el ûltimo segundo. 
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se divide por 28 métros y si sale 1 la velocidad era de 100 kilômetros por hora. 
En otras palabras, podemos encontrar la velocidad de esta manera: preguntamos, 
^qué distancia recorremos en un tiempo muy corto? Dividimos esa distancia 
por el tiempo, y eso da la velocidad. Pero el tiempo deberia hacerse tan corto 
como sea posible, cuanto mâs corto tanto mejor, porque algûn cambio podria tener 
lugar durante este tiempo. Si tomamos el tiempo de un cuerpo que cae durante una 
hora, la idea es ridicula. Si lo tomamos durante un segundo, el resultado es bastante 
bueno para un auto, debido a que la velocidad no cambia mucho, pero no para un 
cuerpo que esta cayendo; asi, a fin de obtener la velocidad màs y màs exactamente, 
deberiamos tomar intervalos de tiempo mâs y màs cortos. Lo que deberiamos hacer 
es tomar una millonésima de segundo, y dividir esta distancia por una millonésima de 
segundo. El resultado da la distancia por segundo, lo cual es lo que entendemos por 
velocidad, por lo que podemos definirla de esa manera. Es una respuesta feliz a la 
senora, o mâs bien, es la defmiciôn que vamos a usar. 

La defmiciôn anterior envuelve una nueva idea, una idea que los griegos no te- 
nian en una forma general. Esa idea fue tomar una distancia infinitésimal y el co- 
rrespondiente tiempo infinitésimal, formar el cociente, y observât que sucede a ese 
cociente cuando el tiempo que usamos llegue a ser màs y màs corto. En otras pala¬ 
bras, tomar un limite de la distancia recorrida dividida por el tiempo necesario, 
cuando el tiempo tomado es cada vez mâs pequeno, hasta el infinito. Esta idea fue 
inventada por Newton y Leibnitz, independientemente, y es el comienzo de una nue¬ 
va rama de las matemâticas, Uamada câlculo diferencial. El càlculo diferencial 
fue inventado con el fin de describir el movimiento, y su primera aplicaciôn fue al 
problema de définir qué significa ir “a 100 kilômetros por hora”. 

Tratemos de définir la velocidad un poco mejor. Supongamos que en un corto 
tiempo r, el automôvil u otro cuerpo recorren una corta distancia x; entonces la 
velocidad, v, estâ definida por 


una aproximaciôn que mejora a medida que c se torna màs y mâs pequeno. Si 
deseamos una expresiôn matemàtica. podemos decir que la velocidad es igual al 
limite cuando f se hace màs y màs pequeno en la expresiôn x/ 1 . o 

* = J™ ~ e ■ (8-3) 

No podemos hacer la misma cosa con la senora del automôvil. y a que la tabla es 
incompleta. Solo sabemos dônde estaba a intervalos de un minuto: podemos obte¬ 
ner una idea aproximada de que iba a 1.700 metros/min durante el 7.° minuto. pero 
no sabemos exactamente si al cabo de siete minutos ella habia estado aumentando 
la velocidad y que esta era de 1.650 metros/min al comienzo del 6.° minuto y que 
ahora es 1.750 métros/min. o algo asi. debido a que no tenemos los detalles exactos 
del intermedio. Asi. pues, solo si la tabla se completara con un numéro infinito de 
datos podriamos realmente calcular la velocidad a partir de una tabla asi. Por otro 
lado. cuando tenemos una formula matemàtica compléta, como en el caso del cuer¬ 
po que cae (Ec. 8.1). enfonces es posible calcular la velocidad. porque podremos 
calcular la posiciôn en cualquier instante. 
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Tomémos como ejemplo el problema de determinar, al instante particular de 
cinco segundos, la velocidad de una pelota que cae. Una manera de hacer esto es ver 
en la tabla 8-2 lo que hizo en el 5.° segundo; fue 125-80 = 45 métros, asi que iba 
a 45 métros/seg; sin embargo, eso es falso, debido a que la velocidad estâ cambiando; 
es promedio de 45 métros/seg durante este intervalo, pero la pelota estâ aumentan¬ 
do su velocidad y va realmente a màs de 45 métros/seg. Queremos encontrar exac¬ 
tamente a qué velocidad. La técnica utilizada en este proceso es la siguiente: sabe¬ 
mos dônde se encuentra la pelota a los cinco segundos. A los 5.1 segundos, la 
distancia que ha caido es 5 (5.1) 2 = 130,05 métros (ver Ec. 8.1). A los cinco segun¬ 
dos ya ha caido 125 métros; en el ùltimo décimo de segundo cayô 130,05 — 125 = 
= 5,05 métros. Como 5,05 métros en 0,1 seg. es lo mismo que 50,5 m/s, ésa es mâs 
o menos la velocidad, pero no es exactamente la correcta. £És la velocidad a los 5,0, 
a los 5,1, o en mitad del camino a 5,05 seg, o a que instante es ésta la velocidad? No 
importa el problema fue encontrar la velocidad a los cinco segundos, y no tenemos 
exactamente eso; tenemos que hacer un trabajo mejor. Asi tomamos un milésimo de 
segundo mâs que 5 segundos, o sea 5,001 segundos, y calculamos la caida total segün 


s = 5(5,001) 2 = 5(25,010001) = 125,050005 m. 

En el ültimo 0,001 seg. la pelota cayô 0,050.005 m, y si dividimos ese numéro por 
0,001 seg., obtenemos la velocidad de 50,005 m/s. Esto es mâs prôximo, muy 
prôximo, pero es todavia inexacto. Deberia ser ahora évidente lo que debemos 
hacer para encontrar exactamente la velocidad. Para calcular esto matemâtica- 
mente planteamos el problema en forma un poco mâs abstracta: encontrar la veloci¬ 
dad en un tiempo especial t 0 , que en el problema original era 5 seg. Ahora la distan¬ 
cia correspondiente a t 0 , que llamamos s 0 , es 5 f 0 2 , o 125 métros en este caso. A 
fin de encontrar la velocidad, preguntamos: "En el instante t 0 + (un poquito), 
o t 0 + e, £dônde estâ el cuerpo?” La nueva posiciôn es 5 (t 0 + e) 2 = 5 l 0 2 + 
+ 10 / 0 e + 5 f 2 . Asi estâ mâs lejos de lo que estaba antes, debido a que antes 
era solo 5 t 0 2 . Esta distancia la llamaremos s 0 + (un poquito mâs), o s 0 + x (si x 
es el poco extra demâs). Si ahora restamos la distancia correspondiente a t 0 de 
la distancia correspondiente a t 0 + e, obtenemos x, la distancia adicional recorrida; 
x = 10 t 0 £ + 5 £ 2 . Nuestra primera aproximaciôn para la velocidad es 

v = -j-10/ 0 + 5r (8.4) 

La velocidad verdadera es el valor de este cociente, x/t, cuando e se hace infinita- 
mente pequeno. En otras palabras, después de formar el cociente, tomamos el limite 
cuando e se hace mâs y mâs pequeno, esto es, tiende a 0. La ecuaciôn se reduce a 

v (en el instante tj = 10r 0 

En nuestro problema t a = 5 seg, asi que la soluciôn es v = 10 x 5 = 50 m/s. 
Unas pocas lineas arriba, donde tomamos a c igual a 0,1 y 0,01 seg. sucesivamente, 
el valor que obtuvimos para v fue un poco mayor que este, pero ahora vemos que 
la velocidad real es precisamente 50 m/seg. 
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8 3 La velocidad como derivada 


El procedimiento que acabamos de desarrollar se realiza tan a menudo en ma- 
temâticas, que por conveniencia se han asignado anotaciones especiales a nuestras 
cantidades t y x En esta anotaciôn, el t usado anteriormente se convierte en 
At y .v en As. Este At significa "un poco mas de /”, e implica que puede hacerse 
mâs pequeno. El prefijo A no es multiplicador, asi como sen 0 no significa s-e-n-b 
-simplemente defïne un incremento de tiempo—, y nos recuerda su carâcter especial. 
As tiene un significado anâlogo para la distancia s. Va que A no es un factor, no 
puede ser simplificado en el cociente As/At para dar s/1 , asi como la razôn sen 0/ 
sen 20 no puede ser reducida a 1 /2 por simplificaciôn. En esta notaciôn, la velo¬ 
cidad es igual al limite de As/ At cuando At se hace màs y mâs pequeno, o 



Esto es realmente lo mismo que nuestra expresiôn anterior (8.3) con t y .y, pero tiene 
la ventaja de mostrar que algo estâ cambiando, y nos indica que es lo que cambia. 

A propôsito. con buena aproximaciôn tenemos otra ley. que dice que el cambio 
en la distancia de un punto en movimiento es la velocidad por el intervalo de tiempo. 
o As — i' At. Este enunciado es vâlido solo si la velocidad no cambia durante este 
intervalo de tiempo, y esta condiciôn es valida solo en el limite cuando At tiende a 0. 
A los fisicos les gusta escribirlo ds = v dt, ya que por dt ellos entienden At cuando 
es muy pequeno: con esta interpretaciôn la expresiôn es valida con gran aproxima¬ 
ciôn. Si At es demasiado grande, la velocidad podria cambiar durante el intervalo. y 
la aproximaciôn llegaria a ser menos exacta. Para un tiempo dt aproximândose a 
cero. se tiene precisamente que ds = v dt. En esta anotaciôn podemos escribir (8.5) 
en la forma 


lim À* = *. 
Af-o A/ dt 


La cantidad ds/ dt, que encontramos arriba, se llama "derivada de s con respecto 
a /” (este lenguaje ayuda a saber que cosa cambia) y el complicado proceso de en- 
contrarla se llama derivar, o derivaciôn. Los ds y dt que aparecen separadamente 
se llaman diferenciales. Para familiarizarnos con las palabras, decimos que en¬ 
contramos que la derivada de la funciôn 5 t 1 , o la derivada (respecto a 0 de 5 t 2 , 
es 10/. Cuando nos acostumbramos a las palabras, las ideas se comprenden mâs fâ- 
cilmente. Para practicar. encontremos la derivada de una funciôn mâs complicada. 
Consideremos la formula .s ■= A t } + Bt + C. la cual puede describir el movi¬ 
miento de un punto. Las letras A, B y C representan numéros constantes, como 
en la forma familiar general de una ecuaciôn de segundo grado. Partiendo 


>rmula para el movimiento, queremos encontrar la velocidad en cualquier 
Para encontrar la velocidad de la manera mas elegante. cambiamos l 


+ At y notamos que 
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Tabla 8-3. Tabla abreviada de derivadas 


s, u, v, w, sonfunciones arbitrarias de t;a, b.cyn son constantes arbitrarias 


Funciôn 

Derivada 

s = t n 

ds 


dt nt 

s - eu 

ds du 


dt C dt 

s — «+»+*'+•*• 

ds _ du dv dw 


dt dt'dt^ ~dt ’ 


ds 

s ~ c 

— = 0 


dt 

s _ u a v b w c 

ds /a du b dv . c dw , \ 


7, + 7,+ -„!;+ ■) 


s ha cambiado a s + cierto As; entonces encontramos el Ar en términos de At. Es 


s + As = A(t + At) 3 + B(t + At) + C 

= At 3 + Bt + C + 3 At 2 At + BAt + 3At(At) 2 + A (Al) 3 , 

pero ya que 

s = At 3 + Bt + C, 

encontramos que 

As = 3At 2 At + BAt + 3 At(At) 2 + A(At) 3 . 

Pero nosotros no queremos As -queremos As dividido por At- Dividimos la ecua- 
cion anterior por At, obteniendo 

~ = 3 At 2 + B + 3At(At) + A(Al) 2 . 

Cuando At tiende a 0, el limite de As/ Al es ds/dt y es igual a 


Este es el proceso fundamental del càlculo diferencial: derivar funciones. El pro¬ 
ceso es aun mas simple de lo que parece. Observemos que cuando estos desarrollos 
contienen cualquier termino con un cuadrado o un cubo o cualquiera potencia mâs 
alta de At, taies términos pueden ser eliminados de inmediato, ya que tenderàn a 0 
cuando se tome el limite. Después de un pequena prâctica el proceso se hace mâs 
tacil, porque uno sabe lo que tiene que dejar de lado. Hay muchas réglas o formulas 
para derivar los diversos tipos de funciones. Pueden ser memorizadas. o pueden 
encontrarse en tablas. Una pequena lista se encuentra en la tabla 8-3. 
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8-4 La distancia como una intégral 

Ahora tenemos que discutir el problema inverso. Supongamos que. en vez de 
una tabla de distancias, tenemos una tabla de velocidades en diferentes tiempos, 
partiendo desde cero. Para la pelota que cae, taies velocidades y tiempos se mues- 
tran en la tabla 8-4. Una tabla similar podria construirse para la velocidad del 
auto, anotando las lecturas del velocimetro cada minuto o cada medio minuto. Si 
sabemos a qué velocidad esta yendo el coche en cualquier instante, (.podemos 
determinar hasta dônde va? Este problema es justamente el inverso del resuelto 
anteriormente; se nos da la velocidad y se nos pide encontrar la distancia. (,Cômo 
podemos encontrar la distancia si conocemos la velocidad? Si la velocidad del 
automôvil no es constante y la senora va a cien kilômetros por hora por un mo- 
mento, luego disminuye la velocidad, la aumenta, y asi sucesivamente, (.cômo pode¬ 
mos determinar hasta dônde ha ido? Esto es fâcil. Usamos la misma idea y expre- 
samos la distancia en términos de infinitésimales. Digamos: "En el primer segundo 
su velocidad fue tal y tal, y de la formula As = v At podemos calcular hasta dônde 
fue el auto en el primer segundo a esa velocidad." Ahora, en el segundo siguiente 
su velocidad es aproximadamente la misma, pero ligeramente diferente; podemos 
calcular hasta dônde fue ella en el segundo siguiente tomando la nueva velocidad 
multiplicada por el tiempo. Procedemos en forma similar para cada segundo, hasta 
el final del viaje. Ahora tenemos un numéro de pequenas distancias y la distancia 
total sera la suma de todos estos pequenos pedazos. 

Tabla 8-4 

Velocidad de una pelota que cae 


/(seg) 

v (m/seg) 

0 

0 

1 

10 

2 

20 

3 

30 

4 

40 


Esto es, la distancia sera la suma de las velocidades por los tiempos, os=i'r At , 
donde la letra griega X (sigma) es usada para indicar la suma. Para ser mâs préci¬ 
se, es la suma de la velocidad en un cierto instante, digamos en el instante i, mul- 
liplicada por At. 

s = E »(U) At. (8.6) 

La régla para los tiempos es que t i+ = t, + At. Sin embargo, la distancia que ob- 
tenemos por este método no serà correcta, porque la velocidad cambia durante el 
intervalo de tiempo At. Si tomamos los tiempos suficientemente cortos, la suma es 
précisa, pues los tomamos mâs y mâs pequenos hasta obtener la exactitud deseadà. 
El verdadero s es 

s = lim E »(/,■) At. (8.7) 

a (--.o i 

Los matemâticos han inventado un simbolo para este limite, anàlogo al simbolo para 
la diferencial. El A se convierte en d para recordarnos que el tiempo es tan pequeno 


como pueda ser; la velocidad se llama entonces i- en el instante / y la adiciôn se 
escribe como una suma con una gran “s ”, / (del latin summa), que se ha distor- 
sionado y ahora. por desgracia, se llama intégral. Escribjmos entonces 


s = j v(t)dt. (8.8) 

El proceso de sumar todos estos términos se llama integraciôn y es el proceso 
mverso de la denvacion. La derivada de esta intégral es r, por lo que un operador 
(d) élimina el otro (|). Uno puede obtener la formula para la integraciôn tomando 
las formulas para las derivadas y aplicândolas en e! sentido inverso, ya que estân 
relacionadas inversamente entre si. Asi uno puede construir su propia tabla de inté¬ 
grales derivando toda clase de funciones. Para cada formula con una derivada, obte- 
nemos una formula de intégral si la invertimos. 


i-- — ...eue üuami t ajiicmc, cs ucc h, ei proceso se puede 

realizar algebraicamente, y conduce a una funciôn definida. Pero no es posible 
de una manera simple escribir un valor analitico para cualquier intégral que se 
quiera. Pueden calcuiarlo, por ejemplo, haciendo la suma anterior, y luego hacién- 
dola otra vez con un intervalo mâs fïno At y otra vez con un intervalo mâs fino, 
hasta que estén cerca de lo correcto. En general, dada alguna funcion particular. 
no es posible encontrar, analiticamente, cuânto vale la intégral. Uno puede siempre 
tratar de encontrar una funciôn que. cuando se dériva da alguna funciôn deseada: 
pero podria no encontrarla y podria no existir, en el sentido de ser expresable en 
termmo de funciones a las cuales ya se les ha dado nombre 


8-5 Aceleraciôn 

El prôximo paso en el desarrollo de las ecuaciones de movimiento es introducir 
otra idea que va mâs allâ del concepto velocidad, al de cambia de velocidad. y 
ahora nos preguntamos: " ( ',Cômo cambia la velocidad?" En los capitules ante- 
riores hemos discutido casos en los cuales las fuerzas producen cambios de veloci¬ 
dad. Puede que hayan oido con gran intercs acerca de algùn automôvil que puede 
alcanzar desde el reposo 100 kilômetros por hora en lO'segundos rasos. A partir 
de este comportamiento podemos ver con que rapidez cambia la velocidad. pero solo 
en promedio. Lo que ahora discutiremos es el prôximo nivel de complcjidad. lo cual 
es con que rapidez estâ cambiando la velocidad. En otras palabras, (.cuântos métros 
por segundo cambia la velocidad en un segundo. esto es. cuântos métros por secun¬ 
do. por segundo? Anteriormente dedujimos la formula para la velocidad de un 
cuerpo que cae como r =■ 10/. la cual estâ indicada en la tabla 8-4. y ahora quere- 
mos encontrar cuanto cambia la velocidad por secundo; esta cantidad se llama 
aceleraciôn. 

La aceleraciôn se define como la rapidez de eambio de la velocidad en el tiempo. 
De la discusiôn anterior ya sabemos lo suficiente para escribir la aceleraciôn como 
la derivada dv/dt, de la misma manera que la velocidad es la derivada de la distan¬ 
cia. Si ahora derivamos la formula r 10/ obtenemos para un cuerpo que cae. 

dv 

o = -gj - 10. (8.9) 




[Para derivar el término 10? podemos utilizar el resultado obtenido en un problema 
anterior, donde encontraremos que la derivada de Bt es simplemente B (una cons¬ 
tante). Asi, si hacemos B = 10, tenemos inmediatamente que la derivada de 10? 
es 10.1 Esto significa que la velocidad de un cuerpo que cae està cambiando siempre 
a razôn de 10 métros por segundo, por segundo. También vemos en la tabla 8-4 
que la velocidad aumenta en 10 m/s en cada segundo. Este es un caso muy simple, 
porque las aceleraciones usualmente no son constantes. La razôn de que la acelera- 
ciôn es constante aqui es que la fuerza sobre el cuerpo que cae es constante, y la 
Ley de Newton dice que la aceleraciôn es proporcional a la fuerza. 

Como un ejemplo mâs, encontremos la aceleraciôn en el problema que ya hemos 
resuelto para la velocidad. Partiendo con 

s = At 3 + Bt + C 


obtuvimos, para v = ds/ dt. 


v = 3 At 2 + B. 

Como la aceleraciôn es la derivada de la velocidad con respecta al tiempo, debemos 
derivar la ultirfta expresiôn. Recordemos la régla que la derivada de los dos términos 
del segundo miembro es igual a la suma de las derivadas de los términos indivi- 
dualmente. Para derivar el primera de estas términos, en vez de ir a través del pro- 
ceso fundamental, notemos otra vez que ya hemos derivado un término cuadrâtico 
cuando derivamos 5 ? 2 y el efecto fue doblar el coeficiente numérico y cambiar el ? 2 
por t; supongamos que la misma cosa sucederà esta vez, y ustedes pueden comprobar 
el resultado. La derivada de 3 A ? 2 serâ 64 ?. En seguida derivamos B, un término 
constante; pero, por una régla establecida previamente, la derivada de B es cero; por 
lo tanta este término no contribuyè a la aceleraciôn. El resultado final es, por lo 
tanta, a = dv/dt = 64?. 

A titulo de referencia, establezcamos dos formulas muy utiles, que se pueden 
obtener por integraciôn. Si un cuerpo parte del reposo y se mueve con una acele¬ 
raciôn constante g, su velocidad v en cualquier instante ? esta dada por 

v = gt. 

La distancia que recorre en el mismo tiempo es 


\gt 2 . 


Hay varias notaciones matemàticas para escribir derivadas. Ya que la velocidad 
es ds/dt y la aceleraciôn es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo 
podemos también escribir 


a 


d_ 

dt 


( 

\dt) 


<É± 

dt*’ 


( 8 . 10 ) 


que son maneras comunes de escribir una segunda derivada. 

Tenemos otra ley en que la velocidad es igual a la intégral de la aceleraciôn. 
Esto es justamente lo inverso de a = dv/dt; ya hemos visto que la distancia es la 


intégral de la velocidad, por lo que se puede encontrar la distancia por una doble 
mtegracion de la aceleraciôn. 

En la discusiôn anterior ,el movimiento fue en una sola dimension, y razones de 
espacio solo permiten una breve discusiôn del movimiento en très dimensiones. Con- 
sideremos una particula P, que se mueve en très dimensiones de una manera cual- 
quiera. Al comienzo de este capitulo, abrimos nuestra discusiôn del caso unidimen- 
sional de un automôvil en movimiento, observando la distancia recorrida por el auto- 
môvil desde su punto de partida en varios instantes. Luego se discutiô la velocidad 
en términos de los cambios de esta distancia con el tiempo y la aceleraciôn en tér¬ 
minos de los cambios de la velocidad. Podemos tratar el movimiento tridimensional 
en forma anâloga. Serà mâs simple ilustrar el movimiento en un diagrama bidimen- 
sional y luego extender las ideas a très dimensiones. Establezcamos un par de ejes 
en ângulo recto y determinemos la posiciôn de la particula en cualquier instante 
midiendo a qué distancia està de cada uno de los dos ejes. Asi cada posiciôn està 
dada en términos de una distancia x y una distancia y, y el movimiento puede ser 
descnto construyendo una tabla en la cual estas distancias estân dadas en fun- 
ciôn del tiempo. (La extension de este proceso a très dimensiones solo requiere otro 
eje, perpendicular a los dos primeras, y medir una tercerea distancia, la distancia z. 
Las distancias se miden ahora desde pianos coordenados en vez de lineas.) Habiendo 
construido una tabla con las distancias x t y, ^cômo podemos determinar la vélo- 
cidad? Primera encontramos las componentes de la velocidad en cada direcciôn. La 
parte horizontal de la velocidad, o componente x, es la derivada de la distancia x 
con respecto al tiempo, o 


v x = dx/dt. 

En forma similar, la parte vertical de la velocidad, o componente y, e 
v y = dy/dt. 

En la tercera dimension, 

y, = dz/dt. 

Ahora bien, dadas las componentes de la velocidad, ^cômo podemos encontrar 
la velocidad a lo largo de la trayectoria real del movimiento? En el caso bidimen- 
sional, consideremos dos posiciones sucesivas de la particula, separadas por una 
corta distancia As y un pequeno intervalo de tiempo ? 2 - ?, = A?. En el tiempo A? 
la particula se mueve honzontalmente una distancia A* ~ v* A? y verticalmente una 
distancia Ay ~ vy At. (El simbolo se lee “es aproximadamente".) La distancia 
real que se mueve es aproximadamente 


( 8 . 11 ) 

( 8 . 12 ) 

(8.13) 


As ~ V(Âx) 2 + (Ay) 2 , 


(8.14) 


nnX * e muestra en la fig ur a 8-3. La velocidad aproximada durante este intervalo 
Hellnî T, dividiendo por At y haciendo que A? tienda a 0, como al comienzo 
del capitulo. Entonces obtenemos la velocidad como 


ds 


= V (dx/dt)* + ( dy/dt 2) = ■ 


(8.15) 
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Fig. 8-3. Descripciôn del movimiento Fig. 8-4. La parâbola descrita por un 

de un cuerpo en dos dimensiones y câlcu- cuerpo que cae con una velocidad hori- 
io de su velocidad. zontal inicial. 


Para très dimensiones el resultado es 

v = Vv 2 + v$ + v\. (8.16) 

De la misma manera como defmimos las velocidades, podemos définir las ace- 
leraciones: tenemos una componente .v de la aceleraciôn a.v, que es la derivada 
de va, la componente x de la velocidad (esto es, a.v = <Px/dt 2 , la segunda derivada 
de x con respecto a t), y asi sucesivamente. 

Consideremos un bonito ejemplo de un movimiento compuesto en un piano. 
Tomaremos un movimiento en el cual una pelota se mueve horizontalmente con una 
velocidad constante u y al mismo tiempo cae verticalmente con una aceleraciôn 
constante-g; £,Cuâl es el movimiento? Podemos decir que dx/dt = v.v = u. Va que 
la velocidad v.v es constante, 

x = ut, (8.17) 

y ya que la aceleraciôn hacia abajo -g es constante, la distancia y que el objeto 
cae puede describirse en la forma 

y = -igt 2 . (8.18) 

(.Cuâl es la curva de su trayectoria, es decir, cuâl es la relaciôn entre y y x. Podemos 
eliminar t de la ecuaciôn (8.18), ya que t = x/u. Haciendo esta sustituciôn, encon- 
tramos que 


JL x 2 

2a 2 • 


(8.19) 


Esta relaciôn entre v y .v puede ser considerada como la ecuaciôn de la trayectoria de 
la pelota que se mueve. Dibujando esta ecuaciôn, obtenemos una curva que se llama 
parabola; todo cuerpo que cae libremente disparado en cualquiera direcciôn des- 
cribirâ una parâbola, como se muestra en la figura 8-4. 
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9-1 Momentum y fuerza 

El descubrimiento de las leyes de la dinâmica, o de las leyes del movimiento 
ue un momento culminante en la historia de la ciencia. Antes de la época de New¬ 
ton, los movimientos de las cosas como los planetas eran un misterio, pero después 
de Newton hubo una comprension compléta. Aun las leves desviaciones de las leyes 
de Kepler debido a las perturbaciones de los planetas, fueron computables. El mo- 
vimiento de los pendulos, osciladores con resortes y pesos en ellos, etc pudieron 
ser anabzados completamente después que las leyes de Newton fueron enunciadas. 
asi es con este capitulo: antes de este capitulo no pudimos calcular como se move- 
ria una masa fija a un resorte; mucho menos podriamos calcular las perturbaciones 
de planeta Urano debido a Jupiter y Saturno. jDespués de este capitulo podremos 
calcular no solo el movimiento de las masas que oscilan, sino también las perturba¬ 
ciones producidas por Jupiter y Saturno sobre el planeta Urano! 

Galileo hizo un gran avance en la comprension del movimiento cuando descu- 
bno el pnncipio de inercia: si un objeto se abandona a si mismo, si no es perturbado 
continua moviendose con una velocidad constante en una linea recta si estaba ori- 
ginalmente moviendose, o continua en reposo si estaba en reposo. Por supuesto éste 
nunca parece ser el caso en la naturaleza, porque si hacemos deslizar un bloque a 
lo largo de una mesa se detiene, pero eso es debido a que no ha sido abandonado 
f„ ;i!Jîl ISrn0 ~? Sta roza . ndo contra la mesa- Requiriô cierta imaginaciôn encontrar 
la régla correcta y esa imagmacion la tuvo Galileo. 

Por supuesto, la proxima cosa que se necesita es una régla para encontrar como 
un objeto cambia su velocidad si algo lo esta afectando. Esta es la contribuciôn 
de Newton. Escnbio très leyes: La primera ley fue una mera reafirmaciôn del prin- 
nfr ?, merCia gah| eano recien descrito. La segunda ley dio una manera especifica 
para determinar como la velocidad cambia bajo diferentes infiuencias Uamadas 
Juerzas. La tercera ley describe las fuerzas con algùn detalle y discutiremos eso 
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en otra oportunidad, Aqui discutiremos solo la segunda ley, la cual sostiene que las 
fuerzas cambian el movimiento de un objeto de este modo: la variaciôn temporal 
de una cantidad llamada momentum es proporcional a la fuerza. Enunciaremos es- 
to en forma matemâtica pronto, pero expliquemos primero la idea. 


Si la masa es constante, la ecuaciôn (9.1) puede también escribirse en la forma 
v 

F = mj t = ma. (9.2) 


El momentum no es lo mismo que la velocidad. Muchas palabras se usan en fi- 
sica, y todas tienen significado preciso en ella. autique no puedan tener tal signifi- 
cado preciso en el lenguaje cotidiano. El momentum es un ejemplo y debemos de- 
finirlo en forma précisa. Si ejercemos un cierto empuje con nuestros brazos sobre 
un objeto liviano, éste se mueve fàcilmente; si empujamos igualmente fuerte otro 
objeto mucho mâs pesado en el sentido usual, se mueve mucho menos râpido. Real- 
mente, debemos cambiar las palabras “liviano” y “pesado" a menos masivo y mâs 
masivo, porque hay una diferencia que debe entenderse entre el peso de un objeto 
y su inercia. (Lo dificil que es poner una cosa en movimiento y cuânto pesa es algo 
diferente.) El peso y la inercia son proporcionales y sobre la superficie de la tierra 
se consideran a menudo numéricamente iguales, lo cual causa una cierta confusion 
al estudiante. Sobre Marte los pesos serian diferentes, pero la magnitud de la fuer¬ 
za necesaria para vçncer la inercia séria la misma. 


Usamos el término masa como mcdida cuantitativa de la inercia, y podemos 
medir masa, por ejemplo, haciendo girar un objeto en circulo a determinada veloci¬ 
dad y midiendo cuânta fuerza necesitamos para mantenerlo en circulo. De esta ma- 
nera, encontramos cierta cantidad de masa para cada objeto. Ahora el momentum 
de un objeto es un producto de dos partes: su masa y su velocidad. Asi, pues, la 
segunda ley de Newton puede escribirse matemâticamente de esta manera: 


F = j t (mv). (9.1) 


Ahora hay varios puntos a considerar. Al escribir cualquier ley como esta, usamos 
muchas ideas intuitivas, implicaciones y suposiciones, las cuales primero se com- 
binan aproximadamente en nuestra “ley”. Posteriormente tenemos que volver atrâs 
y estudiar con mayor deta'lle lo que cada uno de los términos significa exactamente, 
pero si tratamos de hacerlo demasiado pronto nos confundiremos. Asi, pues, al co- 
mienzo daremos varias cosas por supuestas. Primero, que la masa de un objeto es 
constante; no lo es realmente, pero partiremos con la aproximaciôn newtoniana de 
que la masa es constante, la misma todo el tiempo, y que, ademâs, cuando ponemos 
dos objetos juntos, sus masas se suman. Estas ideas fueron por cierto insinuadas 
por Newton cuando escribiô su ecuaciôn, pues de otro modo ésta no tiene sentido. 
Por ejemplo, supongamos que la masa variara inversamente con la velocidad; en¬ 
fonces el momentum no cambiaria nunca en circunstancia alguna; asi la ley no sig¬ 
nifica nada a menos que sepan como cambia la masa respecto a la velocidad. Para 
comenzar decimos que no cambia. 

Luego hay algunas implicaciones concernientes a la fuerza. Como una aproxi¬ 
maciôn, imaginamos la fuerza como una especie de empuje o tirôn que hacemos 
con nuestros mùsculos, pero podemos definirla mâs exactamente ahora que tenemos 
esta ley del movimiento. La cosa mâs importante de reconocer es que esta relaciôn 
comjirende no solo el cambio en la magnitud del momentum o de la velocidad, sino 
que también en su direcciôn. 


La aceleraciôn a es la variaciôn de la velocidad, y la segunda ley de Newton no dice 
solo que el efecto de una fuerza dada varia inversamente con la masa; dice también 
que la direcciôn del cambio de la velocidad y la direcciôn de la fuerza son iguales. 
Asi debemos comprender que un cambio de velocidad, o una aceleraciôn, tiene un 
significado mâs amplio que en el lenguaje comün: la velocidad de un objeto en movi¬ 
miento puede cambiar porque se mueve mâs râpido, o mâs lento por su disminu- 
cion (en este caso, decimos que acelera con una aceleraciôn negativa), o cambiando 
su direction de movimiento. Una aceleraciôn en ângulo recto con la velocidad fue 
discutida en el capitulo 7. Vimos alli que un objeto que se mueve en un circulo de 
radio R con una cierta velocidad v a lo largo del circulo se desvia de una trayec- 
tona rectilinea en una distancia igual a %v 2 /R) t\ si / es muy pequeno. Asi la 
formula para la aceleraciôn en ângulo recto al movimiento es 

a = v 2 /R, (9.3) 

y una fuerza en ângulo recto, a la velocidad obligaria a un objeto a moverse en una 
trayectoria curva cuyo radio de curvatura se puede encontrar dividiendo la fuerza 
por la masa para obtener la aceleraciôn, y usando luego (9.3). 



/ 


Y 

Fig. 9-1. Un pequeno desplazamiento de un objeto. 


9-2 La velocidad tiene direcciôn 

Con el propôsito de hacer mâs preciso nuestro lenguaje, haremos una definiciôn 
mas en nuestro uso de la palabra velocidad. Ordinariamente pensamos que rapidez 
y velocidad son lo mismo, y en lenguaje ordinario ellas son lo mismo. Podemos for- 
mular esto mas precisamente describiendo cômo cambian las coordenadas x, y y z 
de un objeto con el tiempo. Supongamos, por ejemplo, que en un cierto instante un 
objeto se està moviendo como se muestra en la figura 9-1. En un pequeno intervalo de 
tiempo dado At 
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se rnoverâ en una cierta distancia âx en la direcciôn x, Ay en la direcciôn y, y 
Az en la direcciôn z. El efecto total de estos très cambios en las coordenadas es un 
desplazamiento As a lo largo de la diagonal de un paralelepipedo cuyos lados son 
Ax, Ay y Az. En términos de la velocidad, el desplazamiento Ax es la componente 
x de la velocidad por At y similarmente pâra Ay y Az: 


Ax = v x A t, A y = v y At, Az = v, At. (9.4) 


9-3 Componentes de la velocidad, de la aceieraciôn y de la fuerza 

En la ecuaciôn (9.4) hemos descompuesto la velocidad en componentes diciendo 
lo ràpido que el objeto se estâ moviendo en la direcciôn x, la direcciôn y, y la di¬ 
recciôn z. La velocidad estâ completamente especificada, en môdulo y direcciôn, 
si damos los valores numéricos de sus très componentes cartesianas: 

r x = dx/dt, v y = dy/dt, v z = dz/dt. (9.5) 

Por otro lado, el môdulo de la velocidad del objeto es 

ds/dt = H = + v* + v*. (9.6) 

A continuaciôn, supongamos que, debido a la acciôn de una fuerza, la velocidad 
cambia a alguna otra direcciôn y a una magnitud diferente como se muestra en la 
figura 9-2. Podemos analizar esta situaciôn aparentemente compleja en forma mâs 
bien simple si calculamos la variaciôn de las componentes x, y y z de la velocidad. 
La variaciôn de la componente de la velocidad en la direcciôn x en un tiempo At 
es Av.v ss ax At, donde çtx es lo que llamamos la componente x de la aceieraciôn. 
Similarmente, vemos que Aiv = a.> At y Avz = az At. En estos términos vemos que 
la segunda ley de Newton, al decir que la fuerza estâ en la misma direcciôn que 
la aceieraciôn, es realmente très leyes, en el sentido de que la componente de la fuer¬ 
za en la direcciôn x, y o z es igual a 


la masa por la variaciôn de la correspondiente componente de la velocidad: 

F x — m(dn x /dt) = m(d 2 x/dt 2 ) = ma x , 

F y = m{dv y /dt) = m(d 2 y/dt 2 ) = ma y , (9.7) 

F z — m(dv z /dt) = m(d 2 z/dt 2 ) = ma z . 

Asi como la velocidad y la aceieraciôn han sido descompuestas en componentes 
proyectando un segmento de recta que représenta la cantidad y direcciôn sobre très 
ejes coordenados. asi. de la misma manera. una fuerza en una direcciôn dada se re¬ 
présenta por ciertas componentes en las direcciones x, r y z: 

F x = F cos (x, F), 

F y = F cos (y, F), (9.8) 

F z = F cos (z, F), 

donde F es el môdulo (magnitud) de la fuerza y (x, F) représenta el ângulo entre 
el eje x y la direcciôn de F, etc. 

La segunda ley de Newton estâ dada en su forma compléta en la ecuaciôn (9.7). 
Si conocemos las fuerzas que actùan sobre un objeto y las resolvemos en compo¬ 
nentes .v, r y z, entonces podemos encontrar el movimiento del objeto a partir de 
estas ecuaciones. Consideremos un ejemplo simple. Supongamos que no hay fuerza 
en las direcciones .v y z, la ûnica fuerza estâ en la direcciôn x, digamos vertical- 
mente. La ecuaciôn (9.7) nos dice que habrâ cambios en la velocidad en la direcciôn 
vertical, pero no habrâ cambio en las direcciones horizontales. Esto fue demostrado 
con un aparato especial en el capitulo 7 (ver figura 7-3). Un cuerpo que cae se mue- 
ve horizontalmente sin cambiar su movimiento horizontal, mientras que se mueve 
verticalmente de la misma manera como se moveria si el movimiento horizontal 
fuera cero. En otras palabras, los movimientos en las direcciones x. y y z son in¬ 
dépendantes si las fuerzas no estân relacionadas. 
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Fig. 9-2. Un cambio en la velocidad 
en el cual su magnitud y direcciôn cambian. 


A fin de usar las leyes de Newton, tenemos que tener algunas formulas para la 
fuerza: estas leyes dicen pongan atenciôn a las fuerzas. Si un objeto estâ acelerando, 
algùn agente estâ trabajando: encuéntrelo. Nuestro programa para el futuro de la dinâ- 
mica deber ser encontrar las leyes de la fuerza. Newton mismo llegô a dar algunos 
ejemplos. En el caso de la gravedad dio una forma especifica para la fuerza. En el caso 
de otras fuerzas dio parte de la informaciôn en su tercera ley, que se estudiarà en 
el prôximo capitulo y que tiene que ver con la igualdad de la acciôn y la reacciôn. 

Extendiendo nuestro ejemplo anterior, j,cuâles son las fuerzas sobre los objetos 
cerca de la superficie de la tierra? Cerca de la superficie de la tierra. la fuerza en 
la direcciôn vertical debido a la gravedad es proporcional a la masa del objeto y es 
aproximadamente independiente de la altura para alturas pequenas comparadas con 
el radio de la tierra R:F GmMlR' ing, donde tf — GM/R 2 se llama ace 
leraciôn de gravedad. Asi pues, la ley de la gravedad nos dice que el peso es pro¬ 
porcional a la masa; la fuerza estâ en la direcciôn vertical y es la masa multiplicada 
por g. Otra vez encontramos que el movimiento en la direcciôn horizontal 
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position de equilibrio. 


Fig. 9-3. Una masa fija a un resorte. 


es a velocidad constante. El movimiento interesante esta en la direction vertical, y la 
segunda ley de Newton nos dice 

mg = m(d 2 x/dt 2 ). (9.9) 

Simplificando las m, encontramos que la aceleraciôn en la direcciôn je es constante 
e igual a g. Esta es, por supuesto, la bien conocida ley de la caida libre bajo la 
action de la gravedad, la cual conduce a las ecuaciones 

Vx = V 0 + gt, 

X = *0 + v 0 t + Ïgt 1 . (9.10) 

Como otro ejemplo, supongamos que hemos podido construir un artefacto (figu¬ 
ra 9-3) que aplica una fuerza proporcional a la distancia y dirigida en forma opuesta 
-un resorte-. Si olvidamos la gravedad, la cual por supuesto esta balanceada por 
el estiramiento initial del resorte y hablamos solo de las fuerzas en exceso, vemos 
que si tiramos la masa hacia abajo, el resorte tira hacia arriba, mientras que si la 
empujamos hacia arriba el resorte empuja hacia abajo. Esta mâquina ha sido dise- 
nada cuidadosamente de modo que la fuerza es tanto mayor mientras mâs tiramos 
de ella, en proporciôn exacta al desplazamiento desde la condiciôn de equilibrio, y 
la fuerza hacia arriba es igualmente proporcional a cuanto tiramos hacia abajo. Si 
observamos la dinàmica de esta mâquina, vemos un movimiento bastante hermoso 
-arriba, abajo, arriba, abajo,...-. La pregunta es, ^describirân correctamente las 
ecuaciones de Newton este movimiento? Veamos si podemos calcular exactamente 
cômo se mueve con esta oscilaciôn periôdica, aplicando la ley de Newton (9.7). En 
el caso présente, la ecuaciôn es 


-kx = m(dv x /dt). (9.11) 

Aqui tenemos una situation donde la velocidad en la direcciôn x cambia propor- 
cionalmente a .y. Nada se ganarâ teniendo numerosas constantes: asi que imagina- 
remos que la escala de tiempo ha cambiado o que hay un accidente en las unidades, 
de modo que tengamos k/m = 1. Asi trataremos de resolver la ecuaciôn 


dvjdt = -x. (9.12) 

Para proseguir debemos saber que es v v ; pero, por supuesto, sabemos que la velo- 
cidad es la variaciôn de la posiciôn con el tiempo. 


9-5 Significado de las ecuaciones de la dinàmica 

Tratemos ahora de analizar lo que significa la ecuaciôn (9.12). Supongamos 
que en un tiempo dado / el objeto tiene una cierta velocidad r v y posiciôn .v. ;,Cuàl 


es la velocidad y cuâl es la posiciôn en un tiempo t + i inmediatamente posterior? 
Si podemos responder a esta pregunta, nuestro problema esta resuelto, porque en- 
tonces podemos comenzar côn las condiciones dadas y calcular cômo cambian pa¬ 
ra el primer instante, el instante siguiente, el instante siguiente, y asi sucesivamente 
y de esta manera gradualmente desarrollamos el movimiento. Para fijar ideas, supon¬ 
gamos que en el tiempo t = 0 tenemos que .v = 1 y v v - 0. ^Por qué se mueve el 
objeto? Porque hay una fuerza sobre él cuando esta en cualquiera posiciôn, excepto 
en x — 0. Si x > 0, la fuerza esta hacia arriba. Por lo tanto la velocidad que es 
cero comienza a cambiar, debido a la ley del movimiento. LJna vez que comienza a 
establecerse cierta velocidad, el objeto empieza a moverse hacia arriba, y asi suce¬ 
sivamente. Ahora bien, en cualquier instante t, si e es muy pequeno, podemos expre- 
sar la posiciôn en el instante / + t en términos de la posiciôn en el instante t y la 
velocidad en el instante t con una muy buena aproximaciôn como 

x(t + e) = x(t) + ev x (t). (9.13) 

Cuanto mâs pequeno es el i, tanto mâs exacta es esta expresiôn, pero es de una 
exactitud ûtil aùn si t no es suficientemente pequeno. Ahora bien ^.qué pasa con la 
velocidad? A fin de obtener la velocidad posterior, la velocidad en el instante 
t + £, necesitamos conocer cômo cambia la velocidad, la aceleraciôn. iY cômo va- 
mos a encontrar la aceleraciôn? Aqui es donde la ley de la dinàmica interviene. La 
ley de la dinàmica nos dice lo que es la aceleraciôn. Nos dice que la aceleraciôn es-*. 


VxO + e) = »,(/) + «,(/) 
= ».,(/) - «*(/)• 


(9.14) 

(9.15) 


La ecuaciôn (9.14) es meramente cinemàtica; nos dice que una velocidad cambia 
debido a la presencia de la aceleraciôn. Pero la ecuaciôn (9.15) es dinàmica , porque 
nos relaciona la aceleraciôn con la fuerza: nos dice que en este instante particular, 
para este problema particular, pueden reemplazar la aceleraciôn por -x(t). Por lo 
tanto, si conocemos la x y la r en el instante dado, conocemos la aceleraciôn, la 
cual nos da la nueva velocidad, y con ésta la nueva posiciôn -y asi es como traba- 
ja el método- La velocidad cambia un poquito debido a la fuerza, y la posiciôn 
cambia un poquito debido a la velocidad. 


9-6 Soluciôn numerica de las ecuaciones 

Resolvamos ahora realmente el problema. Supongamos que tomamos i 0.100 
seg. Después que hacemos todo el trabajo y si encontramos que este no es suficien¬ 
temente pequeno, tendriamos que volver atràs y hacerlo de nuevo con i 0.010 
seg. Comenzando con nuestro valor initial .v (0) = 1.00. cuanto es .v (0.1 )? Es la 
posiciôn antigua .y (0) mâs la velocidad (que es cero) multiplicada por 0.10 seg. Asi. 
.y( 0.1) es aùn 1,00 porque aùn no ha comenzado a moverse. Pero la nueva veloci¬ 
dad a los 0.10 seg. serà la velocidad antigua r(0) - 0 mâs i por la aceleraciôn. La 
aceleraciôn es - v(0) = -1,00. Asi 


K0.1) = 0.00 - 0.10 X 1.00 = -0.10. 
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Ahora a 0,20 seg. 


Tabla 9-1 


y 


*(0.2) = *(0.1) + €r(0.1) 

= 1.00 - 0.10 X 0.10 = 0.99 

c(0.2) = i(O.l) + €fl (0.1) 

= -0.10 - 0.10 X 1.00 = -0.20. 


y asi, una y otra vez mâs, podemos calcular el resto del movimiento y esto es jus- 
tamente lo que haremos. Sin embargo, para fines pràcticos hay algunos pequenos 
trucos con los cuales podemos aumentar la exactitud. Si continuâramos este càlculo 
como hemos comenzado, encontrariamos que el movimiento es bastante inexacto, 
y a que t = 0,100 seg es bastante grande y tendriamos que ir a un intervalo muy 
pequeno, t = 0,01 digamos. Entonces para pasar por un intervalo de tiempo total 
razonable tomaria muchos ciclos de computaciôn. Por eso organizaremos el trabajo 
de una manera que aumentarà la précision de nuestros câlculos, usando el mismo 
tosco intervalo de £ = 0,10 seg. Esto puede realizarse si hacemos un mejoramiento 
sutil en la técnica del anàlisis. 

Ncten que la nueva posiciôn es la posiciôn antigua màs el intervalo de tiempo 
£ por la velocidad. Pero por la velocidad jcuândo? La velocidad al comienzo del 
intervalo de tiempo es una velocidad y la velocidad al final del intervalo de tiempo 
es otra velocidad. Nuestra mejora es usar la velocidad media entre. Si conocemos 
la velocidad ahora, pero la-velocidad està cambiando, no obtendremos la respuesta 
correcta al ir a la misma como ahora. Deberiamos usar alguna entre la rapidez 
“ahora” y la "después” al final del intervalo. Las mismas consideraciones se apli- 
can también a la velocidad: para calcular los cambios de velocidad, deberiamos 
usar la aceleraciôn a mitad del intervalo entre los dos tiempos a los cuales la velo¬ 
cidad debe ser encontrada. Asi las ecuaciones que realmente usaremos serân algo 
como esto: la posiciôn posterior es igual a la posiciôn anterior mâs £ por la velo¬ 
cidad en el instante a mitad del intervalo. En forma similar, la velocidad en este 
punto medio es la velocidad en el tiempo £ anterior (que esta en la mitad del in¬ 
tervalo anterior), mâs £ por la aceleraciôn en el instante t. Esto es, usamos las 
ecuaciones 


*(/ + e) = x(t) + er(t + e/2), 

Kt + e/2) = v(t - e/2) + ea(t), (9.16) 

m = -*(/). 


Aqui queda solo un pequeno problema: ^.cuânto vale ifr/2)? Al comienzo tenemos 
v(0). no r(—r/2). Para iniciar nuestro càlculo. usaremos una ecuaciôn especial. es 
decir, r(f/2) = v(0) + (e/2) a(0). 

Ahora estamos listos para llevar a cabo nuestro càlculo. Por conveniencia pode¬ 
mos disponer el trabajo en forma de tabla, con columnas para el tiempo. la posi¬ 
ciôn. la velocidad y la aceleraciôn. y las lineas intermedias para la velocidad. 
como se muestra en la tabla 9-1. Tal tabla es. por supucsto. una manera convenien- 
te de representar los valores numéricos obtenidos a partir del conjunto de ecuacio¬ 
nes (9.16), y de hecho no es necesario escribir las ecuaciones mismas. Llenamos 
simplemente los diversos espacios 


Soluciônde dv x /dt = — * 
Intervalo: e = 0.10 sec 


1.000 

0.995 

0.980 

0.955 

0.921 

0.877 


0.825 

0.764 

0.696 

0.621 

0.540 


0.453 

0.362 

0.267 

0.169 

0.070 


0.000 

-0.050 

-0.150 

-0.248 

-0.343 

-0.435 

- -0.523 -| 

-0.605 

-0.682 

-0.751 

-0.814 

-- 0.868 

-0.913 

-0.949 

-0.976 

-0.993 

I-1.000- 


-1.000 

-0.995 

-0.980 

-0.955 

-0.921 

-0.877 


-0.825 

-0.764 

-0.696 

-0.621 

-0.540 


-0.453 

-0.362 

-0.267 

-0.169 

-0.070 


+0.030 


de la tabla uno por uno. Esta tabla nos da ahora una idea muy buena del movimien¬ 
to: comienza desde el reposé, primero toma una pequena velocidad hacia arriba 
(negativa) y pierde algo de su distancia. La aceleraciôn es entonces un poquito 
menos pequena, pero aûn està ganando velocidad. Pero al seguir va ganando veloci¬ 
dad màs y mâs lentamente, hasta que pasa * = 0 alrededor de / = 1,50 seg. pode¬ 
mos predecir confiadamente que se seguirà moviendo, pero ahora estarâ en el otro 
lado; la posiciôn ,v llegarâ a ser negativa. 
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y por lo tanto la aceleraciôn sera positiva. Asi, pues, la velocidad decrece. Es interesante 
comparar estos numéros con la funciôn * = cos t, que se da en la figura 9-4. jLa 
concordancia està dentro de las très cifras significativas de exactitud de nuestro 
câlculo! Veremos posteriormente que x = cos t es la soluciôn matemàtica exacta 
de nuestra ecuaciôn de movimiento, pero es una ilustraciôn impresionante del poder 
del anâlisis numérico que un câlculo tan fâcil dé resultados tan precisos. 


9-7 Movimientos planetarios 

El anâlisis anterior es muy bonito para el movimiento de un resorte que oscila; 
pero, ipodemos analizar el movimiento de un planeta alrededor del sol? Veamos si 
podemos llegar a la aproximaciôn de una elipse para la ôrbita. Supondremos que el 
sol es infinitamente pesado, en el sentido de que no incluiremos su movimiento. Su- 
pongamos que un planeta parte de un cierto lugar y que se està moviendo con una 
cierta velocidad; gira alrededor del sol siguiendo alguna curva, y trataremos de anali¬ 
zar mediante las leyes de Newton del movimiento y su ley de la gravitaciôn qué 
curva es. ^Cômo? En un instante dado esta en algûn lugar en el espacio. Si la dis¬ 
tancia radial desde el sol a este lugar se llama r, sabemos que hay una fuerza diri¬ 
gea hacia adentro que, de acuerdo a la ley de la gravedad, es igual a una constante 
por el producto de las masas del sol y del planeta dividido por el cuadrado de la dis¬ 
tancia. Para analizar mâs aùn esto debemos encontrar qué aceleraciôn producirâ 
esta fuerza. Necesitaremos las componentes de la aceleraciôn segûn dos direcciones, 
que llamamos x e y. Asi, si especificamos la posiciôn del planeta en un instante 
dado, dando x t y (supondremos que z es siempre cero porque no hay fuerza en la 
direcciôn z y, si no hay velocidad inicial v p no habrà màs que hacer z igual a cero), 
la fuerza esta dirigida a lo largo de la linea que une al planeta con el sol, como se 
muestra en la figura 9-5. 


En esta figura vemos que la componente horizontal de la fuerza esta relacionada 
con la fuerza compléta, de la misma manera que la distancia horizontal x lo esta 
a la hipotenusa compléta r, porque los dos triângulos son semejantes. También, si x 
es positivo, 


F x es negativo. Esto es, F X /\F\ = -x/r, 6 F x = -| F\x/r = -GMmx/rK Ahora 
usamos la ley dinâmica para encontrar que esta componente de la fuerza es igual 
a la masa del planeta por la variaciôn temporal de su velocidad en la direcciôn x. 
Asi encontraremos las siguientes leyes: 

m(dv z /dt) = — GMmx/r ■*, 

m(diiy/dt) = —GMmy/r 3 , (9.17) 

r = Vx 2 + y 2 . 

Este es, entonces, el conjünto de ecuaciones que debemos resolver. Otra vez, para 
simplificar el trabajo numérico, supondremos que la unidad de tiempo, o la masa 
del sol, ha sido ajustada en forma tal (o que la suerte esté con nosotros) que 
GM = 1. Para nuestro ejemplo especifico supondremos que la posiciôn inicial del 
planeta està en x = 0,500 e y = 0,000, y que la velocidad esta en un comienzo 
en la direcciôn y, y que tiene una magnitud de 1,6300. Ahora, ^cômo hacemos el 
câlculo? Hacemos otra vez una tabla con columnas para el tiempo, la posiciôn x, la 
velocidad segûn x y v , y la aceleraciôn segûn x a x ; luego, separadas por una doble li¬ 
nea, très columnas para la posiciôn, la velocidad y la aceleraciôn en la direcciôn y. 
Para obtener las aceleraciones vamos a necesitar la ecuaciôn (9.17); ésta nos dice 
que la aceleraciôn en la direcciôn x es -x/r 3 , y la aceleraciôn en la direcciôn v 
es -y/r 3 , y que r es la raiz cuadrada de x 2 + y} Asi, dado x e y, debemos hacer un 
pequeiio câlculo por separado, tomando la raiz cuadrada de la suma de los cuadra- 
dos para encontrar r y luego, para estar preparados para calcular las dos acelera¬ 
ciones, es ûtil también evaluar 1/r 3 . Este trabajo puede ser hecho bastante fâcilmen- 
te usando una tabla de cuadrados, cubos e inversos: entonces necesitamos solo 
multiplicar x por 1/r 3 , lo cual hacemos con una régla de câlculo. 



Fig. 9-6. El movimiento calculado de un 
planeta alrededor del sol. 


Asi nuestro câlculo procédé con los siguientes pasos. usando intervalos de tiem¬ 
po de < = 0,100: valores iniciales en / = 0: 


x(0) = 0.500 y(0) = 0.000 

r,(0) = 0.000 r„(0) = +1.630 


il 

i 

i 

I 


A partir de éstos encontramos: 


r(0) = 0.500 l/r :, (0) = 8.000 

fl. r = -4.000 a y = 0.000 





Asi podemos calcular las velocidades Va{0,05) y y>{0,05): 


Tabla 9-2 


!',(0.05) = 0.000 - 4.000 X 0.050 = -0.200; 
z',/0.05) = 1.630 + 0.000 X 0.100 = 1.630. 

Ahora comienza nuestro câlculo principal: 


*(0.1) * 

0.500 - 0.20 X 0.1 

= 

0.480 

y(0.i) = 

0.0 + 1.63 X 0.1 

= 

0.163 

r = 

V / 0.480 2 + 0.163 2 

= 

0.507 

1 /r 3 = 

7.67 



a r ( 0.1) = 

0.480 X 7.67 

= 

-3.68 

«,(0.1) = 

-0.163 X 7.67 

= 

-1.256 

«(0.15) -- 

-0.200 - 3.68 X 0.1 

= 

-0.568 

,(0.15) = 

1.630 - 1.26 X 0.1 

= 

1.505 

*(0.2) = 

0.480 - 0.568 X 0.1 


0.423 

X 0.2) = 

0.163 + 1.50 X 0.1 

= 

0.313 


etc. 


De esta manera obtenemos los valores dados en la tabla 9-2, jy en veinte pasos o 
algo asi hemos seguido la mitad dcl camino del plancta alrededor del sol! En la 
figura 9-6 estân dibujadas las coordcnadas x c y dadas en la tabla 9-2. Los puntos 
representan las posiciones en la succsiôn de ticmpos separados en un décimo de 
unidad; vemos que al comienzo el plancta se mueve râpidamente y al final se mue- 
ve Ientamente, y asi la forma de la curva queda determinada. jAsi vemos que real- 
mente sabemos cômo calcular el movimiento de los planetas! 

Ahora veamos cômo podemos calcular el movimiento de Neptuno, Jupiter, Urano 
o cualquier otro planeta. Si tenemos un gran numéro de planetas y hacemos que 
el sol se mueva tambicn, < ( podemos hacer la misma cosa? Por supuesto que pode¬ 
mos. Calculamos la fuerza sobre un planeta particular, digamos planeta numéro 
i, el cual ticne una posiciôn x jt >’,» z t (i = 1 puede representar al sol, / = 2 a Mercurio, 
z =a 3 a Venus, y asi sucesivamente). Debemos conocer las posiciones de todos los 
planetas. La fuerza que actùa sobre uno se debe a todos los otros cuerpos que es¬ 
tân localizados, digamos, en las posiciones Xj, yj, Zj. Por lo tanto, las ecuaciones 



Cm.Wjfx, — Xj) > 

C/w,m,(y, ~ yj) 

(jZW,7Wj(z, — Zj) 


(9.18) 


Soluciônde dvjdt = -x/r 3 , dv y ldt = —y/r 3 , r = Vx 3 + y 3 . 
Intervalo t = 0.100 

Orbita » v - 1.63 v, = 0 * = 0.5 y = 0 at t = 0 



Ticmpo predicho »r(0,761- t(0,663) - 2,082. 
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Ademâs, definidos a ny como la distancia entre los dos planetas / y y; esto es igual a 


10 


ÇF + O. - ip + ( 2 , - zp. (9.19) 


También, Z significa una suma de todos los valores de j -todos los otros cuerpos— 
excepto, por supuesto, para j = /. Asi, todo lo que tenemos que hacer es confec- 
cionar mâs columnas, muchas mâs columnas. Necesitamos nueve columnas para el 
movimiento de Jupiter, nueve para el movimiento de Saturno, y asi sucesivamente. 
Enfonces cuando tenemos todas las posiciones y velocidades iniciales podemos calcu- 
lar todas las aceleraciones de la ecuacion (9.18) calculando primero todas las 
distancias, usando la ecuacion (9,19). ^Cuânto tiempo tomarà para hacerlo? 
Si lo hacen en casa, jnecesitarân un tiempo muy largo! Pero en los tiempos moder- 
nos tenemos màquinas que hacen la aritmética muy râpidamente; una màquina 
computadora muy buena puede tomar un microsegundo, esto es, una millonésima 
de un segundo, para hacer una suma. Para hacer una multiplicaciôn demora màs, 
digamos 10 microsegundos. Puede que en un ciclo de càlculo, dependiendo del pro- 
blema, tengamos 30 multiplicaciones o algo asi, por lo que un ciclo demorarâ 300 
microsegundos. Esto significa que podemos hacer 3.000 ciclos de computaciôn por 
segundo. Para obtener una exactitud, de, digamos, una parte en mil millones, nece- 
sitariamos 4 x 10 5 ciclos para corresponder a una revoluciôn de un planeta aire- 
dedor del sol. Esto corresponde a un tiempo de computaciôn de 130 segundos o 
alrededor de dos minutos. [Asi, pues, lleva solo dos minutos para seguir a Jupiter 
alrededor del sol, con todas las perturbaciones de todos los planetas corregida a 
una parte en mil millones, por este método! (Résulta que el error varia casi como 
el cuadrado del intervalo £. Si hacemos el intervalo mil veces màs pequeno, es un 
millôn de veces mâs exacto. Asi que hagamos el intervalo 10.000 veces mâs 
pequeno). 

Asi, pues, como dijimos, empezamos este capitulo sin saber aün como calcular 
el movimiento de una masa en un resorte. Ahora, armados con el tremendo poder 
de las leyes de Newton, podemos no solo calcular taies movimientos simples, sino 
también, dada solo una màquina para tratar la aritmética, aun los movimientos 
tremendamente complejos de los planetas, jhasta un grado de précision tan alto co¬ 
mo queramos! 


Conservaciôn del momentum 


10-1 La tercera ley de Newton 10-4 Momentum y energia 

10-2 Conservaciôn del momentum 10-5 Momentum relativista 

10-3 ;EI momentum se conserva! 


10-1 La tercera ley de Newton 

Sobre la base de la segunda ley del movimiento de Newton, la cual da la relaciôn 
entre la aceleraciôn de cualquier cuerpo y la fuerza actuando sobre él, cualquier pro- 
blema en mecânica puede ser resuelto en principio. Por ejemplo, para determinar el 
movimiento de unas pocas particulas, uno puede usar el método numérico desarrolla- 
do en el capitulo anterior. Pero hay buenas razones para hacer un estudio adicional 
de las leyes de Newton. Primero, hay casos bastante simples de movimiento que pue- 
den ser analizados no solamente por métodos numéricos, sino que también por anâ- 
lisis matemàtico directo. Por ejemplo, aunque sabemos que la aceleraciôn de un cuer¬ 
po que cae es de 10 m/seg 2 , y a partir de este hecho podriamos calcular el movimiento 
por métodos numéricos, es mucho mâs fâcil y satisfactorio analizar el movimiento y 
encontrar la soluciôn general, s = s 0 + r 0 r + 5 t: De la misma manera, aunque pode¬ 
mos calcular las posiciones de un oscilador armônico por métodos numéricos, es tam¬ 
bién posible demostrar analiticamente que la soluciôn general es una simple funciôn co 
seno de t, y asi es innecesario recurrir a toda esa dificultad aritmética cuando hay 
una manera simple y mâs exacta de obtener el resultado. De la misma manera, aunque 
el movimiento de un cuerpo alrededor del sol, determinado por la gravitaciôn, puede 
ser calculado punto por punto por los métodos numéricos del capitulo 9, lo cual 
muestra la forma general de la ôrbita, es interesante también obtener la forma exacta, 
que el anâlisis révéla como una perfecta elipse. 


Desgraciadamente existen en realidad muy pocos problemas que pueden ser re- 
sueltos exactamente por anâlisis. En el caso del oscilador armônico, por ejemplo, si 
la fuerza del resorte no es proporcional al desplazamiento, sino que es algo mâs 
complicada, uno debe volver a caer en el método numérico. O si hay dos cuerpos gi 
rando alrededor del sol, de modo que el numéro total de cuerpos es très, entonces 
el anâlisis no puede producir una formula simple para el movimiento, y en la prâctica 
el problema debe ser resuelto numéricamente. Ese es el famoso problema de los très 
cuerpos, que durante tanto tiempo desafiô la capacidad humana de anâlisis; es muy 
interesante cuànto necesitô la gente para apreciar el hecho de que tal vez el poder del 
anâlisis matemàtico era limitado y que 


9-14 


10-1 



podria ser necesario usar los métodos numéricos. Hoy dia, un enorme numéro de 
problemas que no pueden ser resueltos anaiiticamente se resuelven por métodos 
numéricos, y el viejo problema de los très cuerpos, que se suponia dificil, se resuelve 
como una materia de rutina de una manera exactamente igual a la que fue descrita 
en el capitulo anterior, es decir, haciendo bastante aritmética. Sin embargo, hay 
también situaciones donde ambos métodos fallan: los problemas simples pueden 
hacerse por anâlisis. y los problemas moderadamente dificiles por métodos aritméti- 
cos numéricos, pero los problemas muy complicados no pueden resolverse por 
ninguno de los dos métodos. Un problema complicado es, por ejemplo, el choque 
de dos automôviles, o aun el movimiento de las moléculas de un gas. Hay innume- 
rables particulas en un milimetro cûbico de gas, y séria ridiculo tratar de hacer 
câlculos con tantas variables (alrededor de 10 17 -un décimo de millôn de billones). 

Cualquier cosa como el movimiento de las moléculas o àtomos de un gas o un peda- 
zo de madera o hierro. o el movimiento de las estrellas en un cûmulo globular, en 
vez de solo dos o très planetas girando alrededor del sol -taies problemas no pue¬ 
den resolverse directamente: asi que tenemos que buscar otros medios. 

En las situaciones en las cuales no podemos seguir el detalle. necesitamos saber 
algunas propiedades generales, es decir, principios o teoremas generales los cuales son 
consecuencias de las leyes de Newton. Uno de éstos es el principio de conservaciôn de 
la energia, que se discutiô en el capitulo 4. Otro es el principio de la conservaciôn 
del momentum el tema de este capitulo. Otra razôn para estudiar mâs la mecânica 
es que hay ciertos modelos de movimiento que estàn repetidos en muchas circuns- 
tancias diferentes, asi que es bueno estudiar estos modelos para una circunstancia I 

particular. Por ejemplo, estudiaremos los choques; diferentes tipos de choques tienen 
mucho en comûn. En el flujo de flùidos, no hace mucha diferencia lo que el flüido es; 
las leyes del flujo son similares. Otros problemas que estudiaremos son las vibraciones 
y oscilaciones y, en particular. los fenômenos singulares de las ondas mecânicas -soni- | 

do, vibraciones de varillas, etc. . 

En nuestra discusiôn de las leyes de Newton se explicô que estas leyes son una 
especie de programa que dice "Ponga atenciôn a las fuerzas", y que Newton nos dijo 
solo dos cosas acerca de la naturaleza de las fuerzas. En el caso de la gravitaciôn, 
nos dio la ley compléta de fuerza. En et caso de las fuerzas muy cortiplicadas entre 
àtomos, él no conocia las leyes correctas para las fuerzas; sin embargo, descubriô 
una régla, una propiedad general de las fuerzas, que esta expresada en su tercera ley, 
y que es el conocimiento total que Newton ténia acerca de la naturaleza de las fuer¬ 
zas -la ley de la gravitaciôn y este principio, pero no otros detalles. 


Este principio es que la action es igual a la réaction. 


Lo que se quiere decir es algo de este tipo: supongamos que tenemos dos peque- 
fios cuerpos, digamos particulas, y supongamos que la primera ejerce una fuerza 
sobre la segunda, empujàndola con una cierta fuerza. Entonces simultâneamente, de 
acuerdo a la tercera ley de Newton, la segunda particula empujarà a la primera con 
una fuerza igual, en direcciôn opuesta; mâs aûn, estas fuerzas actùan efectivamente 
en la misma linea. Esta es la hipôtesis o ley que Newton propuso, y parece ser 
completamente précisa, aunque no es exacta (discutiremos los errores mâs tarde). 
Por el momento 


tomaremos por verdadero que la acciôn es igual a la reacciôn. Por supuesto, si hay 
una tercera particula, no en la misma linea que las otras dos, la ley no significa que 
la fuerza total sobre la primera sea igual a la fuerza total sobre la segunda, ya que la 
tercera particula, por ejemplo, ejerce su propio empuje sobre cada una de las otras 
dos. El resultado es que el efecto total sobre las primeras dos es en alguna otra di¬ 
recciôn, y las fuerzas sobre las primeras dos particulas no son, en general, ni iguales 
ni opuestas. Sin embargo, las fuerzas sobre cada particula pueden descomponerse 
en partes, habiendo una contribuciôn o parte debida a cada otra particula que esta 
interactuando. Entonces cada par de particulas tiene componentes correspondientes 
de interacciôn mutua que son iguales en môdulo y opuestas en direcciôn. 


10-2 Conservaciôn del momentum 

tCuàles son ahora las consecuencias interesantes de la relaciôn anterior? Supon¬ 
gamos, por simplicidad, que tenemos solo dos particulas interactuando, posiblemente 
de masas diferentes, y numeradas con 1 y 2. Las fuerzas entre ellas son iguales y 
opuestas; ^cuâles son las consecuencias? De acuerdo con la segunda ley de Newton, 
la fuerza es la râpidez de variaciôn del momentum; asi concluimos que la ràpidez de 
variaciôn del momentum p, de la particula 1 es igual a menos la ràpidez de variaciôn 
del momentum p 2 de la particula 2, o 

dp x /dt = ~dp 2 /dt. ( 10 . 1 ) 

Ahora, si la ràpidez de variaciôn es siempre igual y opuesta, se concluye que la varia¬ 
tion total del momentum de la particula 1 es igual y opuesta a la variation total del 
momentum de la particula 2; esto significa que si sumamos el momentum de la par¬ 
ticula 1 al momentum de la particula 2, la ràpidez de variaciôn de la suma de las dos, 
debido a las fuerzas mutuas (llamadas fuerzas internas) entre particulas, es cero; 
esto es 

d(px + Pi)/dt - 0. (10.2) 

Se ha supuesto que no hay otras fuerzas en el problema. Si la ràpidez de variaciôn de 
esta suma es siempre cero, esto es solo otra manera de decir que la cantidad 
(Pi + Pi) no cambia. (Esta cantidad también se escribe como m,v, + m 2 v 2 , y se llama 
momentum de las dos particulas.) Hemos obtenido ahora el resultado de que el mo¬ 
mentum total de las dos particulas no cambia a causa de ningün tipo de interacciones 
mutuas entre ellas. Esta afirmaciôn expresa la ley de conservaciôn del momentum 
en ese ejemplo particular. Concluimos que si hay cualquier tipo de fuerza, no importa 
lo complicada que sea, entre dos particulas, y si medimos o calculamos w,v, + m 2 v 2 , 
esto es, la suma de los dos momenta antes y después de que las fuerzas actùen, los 
resultados serân iguales, es decir, el momentum total es una constante. 


Si extendemos e! razonamiento a très o mâs particulas interactuando en circuns- 
tancias mâs complicadas, es évidente que en lo que concierne a las fuerzas internas, 
el momentum total de todas las particulas permanece constante, ya que un aumento 
del momentum de una debido a otra estâ exactamente compensado por la disminuciôn 
del segundo 
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debido a la primera. Esto es, todas las fuerzas internas se equilibrarân y por lo tanto 
el momentum total de las particulas no puede cambiar. Entonces, si no hay fuerzas 
desde el exterior (fuerzas externas), no hay fuerzas que puedan cambiar el momentum 
total; de aqui que el momentum sea una constante. 

Es importante describir lo que sucede cuando hay fuerzas que no provienen de las 
acciones reciprocas de las particulas en cuestiôn: supongamos que aislamos las par¬ 
ticulas que interactüan. Si solo hay fuerzas mutuas, entonces, como antes, el momen¬ 
tum de las particulas no cambia, no importa lo complicadas que sean las fuerzas. Por 
otro lado, supongamos también que hay fuerzas provenientes de particulas fuera del 
grupo aislado. Cualquier fuerza ejercida por cuerpos externos sobre cuerpos internos 
la llamamos una fuerza externa. Demostraremos mâs tarde que la suma de todas las 
fuerzas externas es igual a la rapidez de variaciôn del momentum total de todas las 
particulas internas, un teorema muy ûtil. 

La conservaciôn del momentum total de un numéro de particulas que interactüan 
puede ser expresada como una constante 

m 1i -f m 2 v 2 + W3V3 + • • ■ = a constante (10.3) 

si no hay fuerzas netas externas. Aqui las masas y las correspondientes velocidades de 
las particulas se numeran 1, 2, 3, 4,... El enunciado general de la segunda ley de 
Newton para cada particula, 


/ = j { (««). (10.4) 

es verdadero especificamente para las componenies de la fuerza y del momentum en 
cualquier direcciôn dada; asi la componente x de la fuerza sobre una particula 
es igual a la componente x de la rapidez de variaciôn del momentum de esa par¬ 
ticula, 0 

/* “ J t ( mv *>» 00.5) 

y en forma similar para las direcciones y y z. Por lo tanto, la ecuaciôn (10.3) es real- 
mente 3 ecuaciones, una para cada direcciôn. 

Ademàs de la ley de conservaciôn del momentum, hay otra interesante consecuen- 
cia de la segunda ley de Newton, que sera demostrada mâs adelante, pero que sim- 
plemente establecemos ahora. Este principio es que las leyes de la fisica serân las 
mismas, ya sea que estemos quietos o moviéndonos con una velocidad uniforme en 
linea recta. Por ejemplo, un nino que hace rebotar una pelota en un avion encuentra 
que la pelota rebota lo mismo que si la estuviera haciendo rebotar sobre la tierra. Aun 
cuando el avion se estâ moviendo con una velocidad muy alta, a menos que cambie 
su velocidad, las leyes parecen las mismas para el nino que cuando el avion estâ en 
reposo. Esto es el asi Ilamado principio de relatividad. Tal como lo usamos aqui lo 
llamaremos “relatividad galileana", para distinguirla del anâlisis mâs cuidadoso hecho 
por Einstein, que estudiaremos mâs tarde. 

Hemos ya deducido la ley de conservaciôn del momentum a partir de las leyes de 
Newton y podriamos continuar desde aqui para encontrar las leyes especiales que 
describen los impactos y colisiones. Pero por razones de variedad, y también como 
una ilustraciôn de un tipo de razonamiento que puede ser usado en fisica en otras 
circunstancias, donde, por ejemplo, uno no puede conocer las leyes de Newton y pue- 
da seguir un método diferente. 


discutiremos las leyes de los impactos y colisiones desde un punto de vista completa- 
mente diferente. Basaremos nuestra discusiôn en el principio de la relatividad galileana, 
enunciado antes, y terminaremos con la ley de conservaciôn del momentum. 

Comenzaremos suponiendo que si corremos, la naturaleza se verâ igual que si 
estamos quietos. Antes de discutir las colisiones en las cuales dos cuerpos chocan 
y se pegan, o se juntan y rebotan apartândose, consideraremos primero dos cuerpos 
que se mantienen unidos por un resorte a algo por el estilo, y luego se los suelta 
repentinamente y el resorte o tal vez una pequena explosion los empuja. Mâs aün, 
consideraremos el movimiento en una sola direcciôn. Supongamos primero que los 
dos objetos son exactamente iguales, son objetos bien simétricos, y luego tenemos 
una pequena explosion entre ellos. Después de la explosion, uno de los cuerpos se 
estarâ moviendo, digamos hacia la derecha, con una velocidad v. Entonces parece 
razonable que el otro cuerpo se esté moviendo hacia la izquierda con una velocidad 
v, porque si los objetos son semejantes, no hay razon para que la derecha o la iz¬ 
quierda sean preferidas y, por lo tanto, los cuerpos harian algo que es simétrico. 
Esto es un ejemplo de un tipo de ideas que es muy ùtil en muchos problemas, pero 
no se habria puesto al descubierto si hubiéramos comenzado con las formulas. 


El primer resultado de nuestro experimento es que objetos iguales tendrân velo¬ 
cidades iguales, pero ahora supongamos que tenemos dos objetos hechos de diferen- 
tes materiales, digamos cobre y aluminio, y hacemos las dos masas iguales. Ahora 
supondremos que si hacemos el experimento con dos masas que son iguales, aun 
cuando los objetos uo son idénticos. las velocidades serân iguales. Alguien podria 
objetar: “Pero, claro, podria hacerlo a la inversa; no ténia por qué suponer eso. Us- 
ted podria définir que masas iguales significa dos masas que adquieren velocidades 
iguales en este experimento." Sigamos esta sugerencia y hagamos una pequena explo¬ 
sion cuire el cobie y un pedazo muy grande de aluminio, tan pesado que el cobre vuela 
lejos y el aluminio apenas se mueve. Eso es demasiado aluminio, asi que reduzcamos 
la cantidad hasta que haya solo un pedazo muy diminuto; entonces cuando hacemos 
la explosion del aluminio vuela lejos y el cobre apenas se mueve. Esto no es suficiente 
aluminio. Evidentemente hay alguna cantidad correcta intermedia; asi que seguimos 
ajustando las cantidades hasta que las velocidades lleguen a ser iguales. Muy bien; 
entonces, demos vuelta a las cosas y digamos que cuando las velocidades son iguales, 
las masas son iguales. Esto parece ser justamente una definiciôn, y parece notable 
que podamos transformar las leyes fisicas en meras definiciones. Sin embargo, hay al- 
gunas leyes fisicas en juego, y si aceptamos esta definiciôn de masas iguales, inme- 
diatamente cncontramos una de las leyes, tal como sigue. 


Supongamos- que sabemos, a partir del experimento anterior, que dos pedazos de 
materia A y B (de cobre y de aluminio), tienen masas iguales y comparâmes un tercer 
cuerpo, digamos un pedazo de oro, con el cobre de la misma manera anterior asegu- 
randonos que su masa sea igual a la masa del cobre. Si ahora hacemos el experimento 
entre el aluminio y el oro, no hay nada lôgico que diga que estas masas deban ser 
iguales, sin embargo, el experimento demuestra que realmente lo son. Asi ahora. por el 
experimento, hemos encontrado una nueva ley. Un enunciado de esta ley puede ser- 
Si dos masas son iguales a una tercera masa (como se détermina por las velocidades 
iguales en este experimento). entonces son iguales entre si. (Este enunciado no es en 
absoluto consecuencia 
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de un enunciado similar usado como postulado en relaciôn con cantidades mate- 
mâticas.) A partir de este ejemplo podemos ver !o ràpido que comenzamos a inferir 
cosas si somos descuidados. No es precisamente una definiciôn decir que las masas 
son iguales cuando las velocidades son iguales, porque decir que las masas son 
iguales implica las leyes matemâticas de la igualdad, lo que a su vez hace una pre- 
dicciôn acerca de un experimento. 

Como segundo ejemplo, supongamos que se encuentra que A y B son iguales al 
hacer el experimento con una cierta intensidad de explosion, que da una cierta veloci 
dad; si después usamos una explosion mâs fuerte, <,serà verdad o no que las velocida¬ 
des ’obtenidas ahora sean iguales? Otra vez, en lôgica nada hay que pueda decidir esta 
cuestiôn, pero el experimento demuestra que es verdadero. Asi, hay otra ley que se 
puede establecer: Si dos cuerpos tienen masas iguales cuando se las mide por veloci¬ 
dades iguales a una velocidad determinada, tendràn masas iguales cuando se las mide 
a otra velocidad. A partir de estos ejemplos, vemos que lo que parecio ser solo una 
defmiciôn realmente encierra algunas leyes de fisica. 

En el desarrollo que sigue supondremos que es verdad que masas iguales tienen 
velocidades iguales y opuestas cuando ocurre una explosion entre ellas. Haremos otra 
suposiciôn en el caso in verso: si dos objetos idénticos, moviéndose en direcciones 
opuestas con velocidades iguales, chocan y se pegan por algûn tipo de cola, entonces 
^de qué manera se estarân moviendo después de la colisiôn? Esta es otra vez una 
situation de simetria, sin preferençia entre derecha e izquierda; asi que suponemos 
que quedan en reposo. También supondremos que dos objetos cualesquiera de masas 
iguales, aun si los objetos estân hcchos de materiales diferentes, que chocan y se pegan 
cuando se mueven con la misma velocidad en direcciones opuestas, quedaràn en re¬ 
poso después de la colisiôn. 
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Podemos verificar experimentalmente las hipôtesis anteriores: primero. que si dos 
objetos en reposo de masas iguales son separados por una explosion, se alejarân con 
la misma velocidad; y segundo, si dos objetos de masas iguales se acercan con la mis¬ 
ma velocidad chocan y se pegan, se detendrân. Esto podemos hacerlo con un mara- 
villoso invento llamado canal de aire*, que élimina el roce, la cosa que continuamente 
molestô a Galileo (Fig. 10.1). El no pudo hacer expérimentes deslizando las cosas 
porque no deslizaban libremente; pero, por un toque mâgico adicional, hoy podemos 
obtener la eliminaciôn del roce. Nuestros objetos se deslizaràn sin dificultad, conti¬ 
nuamente a una velocidad constante, como fue anunciado por Galileo. Esto se hace 
sosteniendo los objetos sobre aire. Debido a que el aire tiene un roce muy bajo; un 
objeto se desliza con velocidad pràcticamente 

* H. V. Nener y R. B. Leighton, Amer, Jour, of Phys. 31, 255 (1963). 



Fig. 10-2. Corte de los deslizadores 
con cilindro accesorio de interacciôn 
explosiva. 


constante cuando no hay fuerza aplicada. Primero usamos dos bloques deslizantes 
que se han construido cuidadosamente para que tengan el mismo peso o masa (real¬ 
mente se midieron sus pesos, pero sabemos que este peso es proporcional a la masa), 
y colocamos una pequena capsula explosiva en un cilindro cerrado entre los dos 
bloques (Fig. 10-2). Haremos partir los bloques desde el reposo en el centro de la 
pista y los obligaremos a apartarse haciendo explotar la càpsula con una chispa 
eléetrica. (.Qué sucederâ? Si las velocidades son iguales cuando se apartan, llegarân 
a los extremos del canal al mismo tiempo. Al llegar a los extremos rebotarân pràc¬ 
ticamente con velocidades opuestas, y se juntarân y detendrân en el centro desde 
donde partieron. Es una buena comprobaciôn; cuando se realiza realmente el resul- 
tado es justamente como lo hemos descrito (Fig. 10-3). 


Ahora, la prôxima cosa que nos gustaria resolver es qué sucede en una situaciôn 
menos simple. Supongamos que tenemos dos masas iguales, una moviéndose con ve¬ 
locidad v y la otra en reposo, y que chocan y se pegan; ^qué sucederâ? Hay una 
masa 2 m en total cuando hemos terminado, moviéndose con una velocidad descono- 
cida. iQué velocidad? Esté es el problema. '“ara encontrar la respuesta, hacemos la 
suposiciôn que si viajamos en un coche, fisicamente observaremos lo mismo que si 
estuviéramos en reposo. Partimos sabiendo que dos masas iguales, que se mueven en 
direcciones opuestas con velocidades iguales v, se pararàn en seco cuando choquen. 
Supongamos ahora que mientras esto sucede, pasamos en un automôvil, a una velo¬ 
cidad -v. iCômo se ve entonces? Puesto que estamos viajando junto a una de las dos 
masas que se acercan entre si, nos parece que ésta tiene velocidad cero. La otra 
masa, sin embargo, moviéndose en el otro sentido con velocidad v, parecerâ estar vi- 
niendo hacia nosotros con velocidad 2v (Fig. 10.4) Finalmente, las masas combinadas 
después de la colisiôn nos parecerân estar pasando con una velocidad v. Por lo tanto, 
concluimos que un objeto con velocidad 2v, chocando con otro igual en reposo, termi- 
narâ con una velocidad v, o lo que es exactamente lo mismo matemàticamente, un ob¬ 
jeto con velocidad v chocando con y pegàndose a uno en reposo, producirâ un objeto 
que se mueve con velocidad v/2. Notemos que si multiplicamos de antemano la masa 
y la 
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velocidad y las sumamos mv + 0, obtenemos el mismo resultado que cuando mul- 
tiplicamos después la masa y la velocidad del conjunto, 2m por v/2. Asi esto nos 
dice lo que sucede cuando una masa de velocidad v choca con una que esta en reposo. 

Exactamente de la misma manera podemos deducir lo que sucede cuando objetos 
iguales que tienen dos velocidades cualesquiera chocan entre si. 

Vistadesdeel Vistadesde 

“laboratorio” elautomôvil 

vi -» y» Antes del 0 

I m I LJLI choque LtlI LüU 


v-» , Fig. 10-5. Dos vistas de otro choque 

L ?—L™J Después del choque l. FY .i. m J inelàstico entre masas iguales. 


Supongamos que tenemos dos cuerpos iguales con velocidades v, y v 2 , respecti- 
vamente, que chocan y se pegan. <,CuàI es su velocidad v, después de la colisiôn? 
Qtra vez pasamos en un automôvil, digamos a una velocidad v 2 , de manera tal que 
uno de los cuerpos parece estar en reposo. Entonces el otro parece tener una velo¬ 
cidad V[ - v 2 , y tenemos el mismo caso que teniamos antes. Cuando todo esté termi- 
nado, se estaràn moviendo con una velocidad 1/2 (v x - Vj) con respecto al coche. 
c,Cuâl es entonces la velocidad real respecto al suelo? Ella es v = \ (v, - vJ + v 2 ô 
2 /v, + v,) (Fig. 10-5). Otra vez notamos que 

mvi + mv 2 = 2m(ui + v 2 )/2. (10.6) 

Asi, usando este principio, podemos analizar cualquier tipo de colisiôn en la cual 
dos cuerpos de masas iguales chocan entre si y se pegan. En realidad, aunque hemos 
trabajado solo en una direcciôn, podemos descubrir mucho acerca de colisiones mu- 
cho mas complicadas, imaginando que pasamos en un coche en alguna direcciôn obli- 
cua. El principio es el mismo, pero los detalles se hacen algo complicados. 

Para verificar experimentalmente si un objeto que se mueve con velocidad v, y que 
choca con uno igual en reposo, forma un objeto que se mueve con velocidad v/2, po¬ 
demos realizar el siguiente experimento con nuestro aparato del canal de aire. Colo- 
camos en el canal très objetos. de igual masa, dos de los cuales estân inicialmente uni- 
dos con nuestro dispositivo cilindrico explosivo, estando el tercero muy cerca pero 
ligeramente separado de aquéllos y provisto de un tope adhesivo de manera que se 
pegarâ a otro objeto que lo choque. Ahora, un momento después de la explosion, te¬ 
nemos dos objetos de masa m moviéndose con velocidades v iguales y opuestas. Un 
momento después de esto, uno de éstos choca con el tercer objeto y hace moverse 
un objeto de masa 2m, creemos asi, con velocidad v/2. ^Cômo podemos verificar que 
es realmente v/2? Arreglando las posiciones iniciales de las masas sobre el canal de 
manera que las distancias a los extremos no sean iguales, pero que estén en la razôn 
2:1. Asi nuestra primera masa, la cual continua moviéndose con velocidad v, recorre- 
râ en un tiempo dado el doble de distancia que las dos que se han pegado (prescin- 
diendo de la pequena distancia recorrida por el segundo objeto antes que choque con 
el tercero). La masa m y la masa 2m alcanzaràn los extremos al mismo tiempo. y 
cuando lo ensayamos, encontramos que lo hacen (Fig. 10.6). 
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que una masa m con velocidad v que choca 
*—v y'-» con una masa m con velocidad cero da 2m 

QBO--‘ m con velocidad v/2. 


El prôximo problema que queremos desarrollar es qué sucede si tenemos dos ma¬ 
sas diferentes. Tomemos una masa m y una masa 2m y apliquemos nuestra interac- 
ciôn explosiva. <,Qué sucederâ entonces? Si, como resultado de la explosion, m se 
mueve con velocidad v, ^con qué velocidad se mueve 2m? El experimento que hemos 
recien realizado se puede repetir con separaciôn nula entre la segunda y tercera masa, 
y cuando lo ensayamos obtenemos el mismo resultado, es decir, las masas que reac- 
cionan m y 2m aîcanzan las velocidades —v y v/2. Asi la reacciôn directa entre m y 
2m da el mismo resultado que la reacciôn simétrica entre m y m, seguida de una co¬ 
lisiôn entre m y una tercera masa m a la cual se pega. Mas aûn, encontramos que las 
masas m y 2m, al volver desde los extremos del canal con sus velocidades (aproxima- 
damente) exactamente invertidas, se paran en seco si se pegan. 
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Ahora la prôxima cuestiôn que podemos preguntarnos es ésta: ^Qué sucederâ si 
una masa m con velocidad v, digamos, choca y se pega a otra masa 2m en reposo? 
Esto es muy fàcil de responder usando el principio de relatividad galileana, porque 
simplemente observamos la colisiôn que hemos recién descrito desde un automôvil 
moviéndose con velocidad—v/2 (Fig. 10.7). Desde el automôvil, las velocidades son 


v’, = v - v (auto) = v + v/2 = 3 v/2 


v’ 2 - -v/2 - v (auto) = -v/2 + v/2 = 0 

Después de la colisiôn la masa 3m nos parece moverse con velocidad v/2. Asi obtene¬ 
mos la respuesta, es decir, la razôn de las velocidades antes y despucs de la colisiôn 
es 3 a 1 : si un objeto de masa m choca con un objeto en reposo de masa 2m, el con¬ 
junto se aleja, pegado, con 1 /3 de velocidad. La régla general otra vez es que la suma 
de los productos de las masas y las velocidades permanece igual: mv + 0 igual a 3m 
por v/3, por lo que estamos construyendo gradualmente el teorema de conservaciôn 
del momentum parte por parte. 
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Ahora tenemos uno contra dos. Usando los mismos razonamientos, podemos pre 
decir los resultados de uno contra très, dos contra très, etc. El caso de dos contra 
très, comenzando desde el reposo, se muestra en la figura 10-8. 

En cada caso encontramos que la masa del primer objeto por su velocidad, mâs la 
masa del segundo objeto por su velocidad, es igual a la masa total del objeto final por 
su velocidad. Estos son todos ejemplos, entonces, de la conservaciôn del momentum. 
Partiendo de casos simétricos simples, hemos demostrado la ley para casos mas 
complejos. Podriamos, en realidad, hacerlo para cualquier fracciôn racional de 
masa, y ya que cada fracciôn estâ sumamente prôxima a una fracciôn racional, 
podemos manejar cualquier razôn tan precisamente como queramos. 

10-4 Momentum y encrgia 

Todos los ejemplos anteriores son casos simples donde los cuerpos chocan y se 
quedan unidos o estaban inicialmente unidos y posteriormente eran separados por 
una explosion. Sin embargo, hay situaciones en las cuales los cuerpos no se unen 
como, por ejemplo, dos cuerpos de masas iguales que chocan con velocidades iguales 
y después rebotan. Por un breve instante estân en contacto y ambos estân compri- 
midos. En el instante de mâxima compresiôn ambos tienen velocidad cero y se alma- 
cena energia en los cuerpos elâsticos, como en un resorte comprimido. Esta energia 
proviene de la energia cinética que tenian los cuerpos antes de la colisiôn, la cual 
llega a ser cero en el instante en que su velocidad es cero. Sin embargo, la pérdida 
de energia cinética es solo momentânea. La condiciôn en compresiôn es anâloga a la 
capsula que libéra energia en una explosion. Los cuerpos son inmediatamente descom- 
primidos en una especie de explosion y se separan de nuevo; pero ya conocemos el 
caso -los cuerpos se separan con velocidades iguales- Sin embargo, esta velocidad de 
rebote es menor, en general, que la velocidad inicial, porque no toda energia estâ dis¬ 
ponible para la explosion, dependiendo del material. Si el material es como la masilla, 
la energia cinética no se recobra; pero si es algo mâs rigido, algo de energia cinética 
se récupéra corrientemente. En la colisiôn el resto de la energia cinética se transforma 
en calor y energia de vibraciôn -los cuerpos estân calientes y vibrando- La energia 
de vibraciôn también se transforma pronto en calor. Es posible hacer los cuerpos que 
chocan de materiales altamente elâsticos, taies como el acero con topes de resorte 
cuidadosamente disenados. tal que la colisiôn généra muy poco calor y vibraciôn. En 
estas circunstancias las velocidades de rebote son prâcticamente iguales a las veloci¬ 
dades iniciales; tal colisiôn se llama elâstica. 


Que las velocidades antes y después de una colisiôn elâstica sean iguales no es 
cuestiôn de conservaciôn del momentum, sino de conservaciôn de la energia cinética. 


Que las velocidades de los cuerpos que rebotan después de una colisiôn simétrica sean 
iguales entre si es, sin embargo, una cuestiôn de conservaciôn del momentum. 

Anâlogamente podemos analizar colisiones entre cuerpos de diferentes masas, 
de diferentes velocidades iniciales, de varios grados de elasticidad, y determinar las 
velocidades finales y la pérdida de energia cinética, pero no iremos a los detalles de 
estos procesos. 

Las colisiones elâsticas son especialmente interesantes para sistemas que no ten- 
gan engranajes, ruedas o partes ’ internas. Entonces cuando hay una colisiôn no hay 
mngun lugar donde la energia pueda ser encerrada, porque los objetos que se separan 
estan en la misma condiciôn que cuando chocaron. Por lo tanto, entre objetos muy 
elementales, las colisiones son siempre elâsticas o muy cercanamente elâsticas. Por 
ejemplo se dice que las colisiones entre âtomos o moléculas en un gas son perfecta- 
mente elâsticas. Aunque esto es una excelente aproximaciôn, hasta esas colisiones no 
son perfectamente elâsticas; de otra manera uno no podria entender como la energia 
en forma de luz o de radiaciôn térmica pueda salir de un gas. De vez en cuando, en 
una colision de gases se emite un rayo infrarrojo de baja energia. pero este hecho es 
muy raro y la energia emitida es muy pequena. Asi, la mayoria de las veces, las coli¬ 
siones de moléculas en gases se consideran perfectamente elâsticas. 

Como ejemplo interesante, consideremos una colisiôn elâstica entre dos objetos 
de masas iguales. Si se acercan con la misma velocidad, se separaràn con la misma 
velocidad por simetria. Pero ahora observemos esto en otra circunstancia, en la cual 
uno de ellos se estâ moviendo con velocidad v y el otro estâ en reposo. ôQué sucede? 
Hemos pasado por esto antes. Observamos la colisiôn simétrica desde un automôvil 
que se estâ moviendo junto con unb de los objetos, y encontramos que si un cuerpo 
choca elâsticamente con otro cuerpo en reposo de exactamente la misma masa, el 
cuerpo en movimiento se detiene, y el que estaba en reposo se mueve ahora con la 
misma velocidad que ténia el otro; los cuerpos simplemente intercambian las veloci¬ 
dades. Esta conducta puede ser demostrada fâcilmente con un aparato adecuado para 
el estudio de impactos. En forma mâs general, si ambos cuerpos se estân moviendo 
con velocidades diferentes, simplemente intercambian velocidad en el impacto. 

Otro ejemplo de una interaccîôn casi elâstica es el magnetismo. Si disponemos 
de un par de imanes en forma de U en nuestros bloques deslizantes tal que se repe- 
lan. cuando uno se mueve suavemente hacia el otro, lo empuja y queda perfecta¬ 
mente quieto y ahora el otro se aleja moviéndose sin fricciôn. 

El principio de conservaciôn del momentum es muy ûtil, porque nos permite 
resolver muchos problemas sin conocer los detalles. No conociamos los detalles 
de los movimientos del gas en la explosion de la câpsula: sin embargo, pudimos 
predecir, por ejemplo, las velocidades con que los cuerpos se separaban. Otro ejem¬ 
plo interesante es el cohete a propulsion. Un cohete de gran masa. M, expulsa una 
pequena porciôn de masa m, con una enorme velocidad V relativa al cohete. Des- 
pues de esto el cohete. si estaba originalmente en reposo. sé moverà con una peque¬ 
na velocidad, v. Usando el principio de conservaciôn del momentum podemos calcu- 
lar que esta velocidad sera 
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Mientras se esté expulsando material, el cohete continua aumentando su velocidad. 
La propulsion de cohetes es esencialmente lo mismo que el retroceso de un canon: 
no hay necesidad de ningün aire contra el cual empujar. 


10-5 Momentum relativista 

En los tiempos modernos, la ley de conservaciôn del momentum ha sufrido cier- 
tas modificaciones. Sin embargo, aùn hoy la ley es cierta. encontràndose los cam- 
bios solamente en las definiciones. En la teoria de la relatividad résulta que tenemos 
conservaciôn del momentum; las particulas tienen masas y el momentum aùn està 
dado por mv, la masa por la velocidad, pero la masa cambia con la velocidad; por 
lo tanto, el momentum también cambia. La masa varia con la velocidad de acuerdo 
a la ley 

m = . mn ~. ' (10.7) 


donde m n es la masa de! cuerpo en reposo y c es la velocidad de la luz. Es fâcil ver 
en la formula que hay una diferencia despreciable entre m y m„ a menos que r sea 
muy grande, y que para las velocidades ordinarias la expresiôn del momentum se 
reduce a la antigua formula. 

Las componentes del momentum para una particula se escriben en la forma 


vr- 


\/1 - v*/c 2 


donde v 2 = r; + r* + i>:. Si las componentes .v se suman sobre todas las particulas 
que interactùan tanto antes como después de una colisiôn, las sumas son iguales. 
esto es, el momentum se conserva en la direcciôn x. Lo mismo vale para cualquier 
direcciôn. 

En el capitulo 4 vimos que la ley de la conservaciôn de la energia no es valida 
a menos que rccono/.camos que la energia aparece en formas diferentes, energia 
eléctrica. energia mccànica, energia radiante, energia calôrica. y asi sucesivamente. 
En algunos de cstos casos. por ejemplo la energia calôrica, se puede decir que la 
energia esta "escondida". Este ejemplo puede sugerir la pregunta: "<',Hay tambicn 
formas de momentum escondidas -tal vez momentum calôrico?” La respuesta es 
que es muy dificil esconder momentum por las razones siguientes: 


Los movimientos al azar de los àtomos de un cuerpo dan una medida de la ener¬ 
gia calôrica si sc suman los cuadrados de las velocidades. Esta suma serâ un resul- 
tado positive, no teniendo un caràcter direccional. El calor esta alli, ya sea que el 
cuerpo sc mueva o no como un todo, y la conservaciôn de la energia en la forma de 
calor no es muy évidente. Por otro lado, si uno suma las velocidades, que tienen 
direcciôn. y cncuentra un resultado que no es cero, esto significa que hay un des 
plazamiento del cuerpo entero en alguna direcciôn particular, y un momentum tan 
grande se observa fàcilmcnte. Asi no hay perdida al azar de momentum interno, 
| debido a que el cuerpo tiene momentum neto solo cuando se mueve como un todo. 
f Por lo tanto el momentum, como cantidad mecànica, es dificil de esconder. Sin cm 
bargo, cl momentum puede estar escondido -en el campo electromagnético, por 
ejemplo . Este caso es otro efccto de la relatividad. 


Una de las proposiciones de Newton fue que las interacciones a distancia son 
instantàneas. Résulta que éste no es el caso; en situaciones en que intervienen fuer- 
zas eléctricas, por ejmplo, si una carga eléctrica en un lugar se mueve repentina- 
mente, el efecto sobre otra carga, en otro lugar, no aparece instantâneamente -hay 
un pequeno retardo-. En esas circunstancias, aun si las fuerzas son iguales, 
las cosas no andan bien con el momentum; habrâ un corto tiempo durante el 
cual existirâ dificultad porque por un rato la primera carga sentira una cierta 
fuerza de reacciôn, digamos, y tomarâ algùn momentum, pero la segunda carga 
no ha sentido nada y no ha cambiado aün su cantidad de movimiento. Lleva 
tiempo para la influencia cruzar la distancia que interviene, lo que hace a 300.000 
kilomètres por segundo. En ese pequenisimo tiempo el momentum de las particulas 
no se conserva. Por supuesto, después que la segunda carga ha sentido el efecto de 
la primera y todo .se ha aquietado, se verificarà la ecuaciôn del momentum, pero du¬ 
rante ese pequeno intervalo el momentum no se conserva. Representamos esto di- 
ciendo que durante este intervalo hay otro tipo de momentum ademàs del de la par 
ticula, mv, y ese es el momentum del campo electromagnético. Si sumamos el momentum 
del campo al momentum de las particulas, el momentum se conserva todo el tiempo 
y en cualquier instante. jÎEl hecho de que el campo electromagnético pueda poseer 
momentum y energia hacé-ese campo muy real, y asi, para una mejor comprensiôn, 
la idea original de que hay solo las fuerzas entre particulas se debe transformar en 
la idea de que una particula créa un campo, y un campo actùa sobre otra particula 
* y el campo mismo tiene propiedades tan familiares como contenido de energia y mo¬ 
mentum, tal como las particulas^Para tomar otro ejemplo: un campo electromag¬ 
nético tiene ondas, que llamamos luz; résulta que la luz también transporta momen¬ 
tum, de modo que cuando la luz incide sobre un objeto le entrega cierto momentum 
por segundo; esto es équivalente a una fuerza, porque si el objeto iluminado esta 
recogiendo una cierta poreiôn de momentum por segundo, su cantidad de movimien¬ 
to estâ cambiando y la situaciôn es exactamente igual que si hubiera una fuerza 
sobre él. La luz puede ejercer presiôn al bombear un objeto; esta presiôn es muy 
pequena, pero es medible con aparatos suficientemente delicados. 


Ahora bien, en mecànica cuàntica résulta que el momentum es una cosa dife- 
rente -ya no es mâs mv-. Es dificil définir exactamente lo que se quiere decir por 
velocidad de una particula, pero el momentum aùn existe.\En mecànica cuàntica la 
diferencia es que cuando las particulas son representadas como particulas. el mo¬ 
mentum es aùn mv, pero cuando las particulas son representadas como ondas. el 
momentum se mide por el numéro de ondas por centimetro: mientras màs grande 
es este nùmero de ondas màs grande es el momentum. Â pesar de las diferencias, 
la iey de conservaciôn del momentum también es vàlidà en la mecànica cuàntica. 
jAun cuando la ley J'= ma es falsa. y todas las deduecioncs de Newton para la 
conservaciôn del momentum estaban erradas, en la mecànica cuàntica, sin embargo, 
en ùltima instancia, esa ley particular se mantiene! 
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entonces afirmamos que las leyes de la fisica no tienen esta simetria. Por otro la 
do, podriamos encontrarlo -esperamos encontrarlo— si las leyes de la fisica tienen 
esa simetria; observando alrededor, podemos descubrir, por ejemplo, que la pared 
esta empujando el aparato. La cuestiôn bàsica es, si definimos las cosas lo suficien 
temente bien, si todas las fuerzas esenciales estân incluidas dentro del aparato, si 
todas las partes pertinentes se mueven desde un lugar a otro, <,serân las leyes las 
mismas? <,La maquinaria trabajarâ de la misma manera? 

Estâ claro que lo que queremos hacer es mover todo el equipo e influencias 
esenciales, pero no todas las cosas del mundo -planetas, estrellas y todo- porque si 
hacemos eso, tenemos de nuevo el mismo fenômeno por la razôn trivial de que 
hemos vuelto atrâs exactamente donde comenzamos. No, no podemos mover cada 
cosa. Pero résulta en la prâctica que con una cierta cantidad de inteligencia acerca 
de que mover, la maquinaria trabajarâ. En otras palabras, si no estamos rodeados 
por una pared, si conocemos el origen de las fuerzas externas y disponemos que 
ésas se muevan también, entonces la maquinaria trabajarâ igual en un lugar como en 
otro. 


11-1 Simetria en fisica 

En este capitulo introducimos un tema que se conoce técnicamente en fisica 
como simetria en las leyes fisicas. La palabra “simetria" se usa aqui con un signi- 
ficado especial, y por esta razôn necesita ser definida. ^Cuàndo es simétrica una 
cosa? -^,cômo podemos definirlo?-- Cuando tenemos un cuadro que es simétrico, un 
lado es de algùn modo igual al otro lado. El profesor Hermann Weyl ha dado esta 
oefiniciôn de simetria; una cosa es simétrica si uno puede someterla a una cierta 
operaciôn y aparece exactamente igual después de la operaciôn. Por ejemplo, si 
observamos un jarrôn que es simétrico izquierda-derecha, luego si lo giramos 
180° alrededor del eje vertical, se verà igual. Adoptaremos la detïniciôn de simetria 
de Weyl en una forma mâs general y en esa forma discutiremos la simetria de las 
leyes fisicas. 

Supongan que construimos una mâquina compleja en algùn lugar, con muchas 
interacciones complicadas y bolas rebotando por doquier con fuerzas entre si, etc. 
Supongan ahora que construimos exactamente la misma clase de equipo en algùn 
otro lugar igualando parte por parte, con las mismas dimensiones y la misma orien- 
tacion, todo igual solo que desplazado lateralmente en cierta distancia. Entonces, si 
hacemos funcionar las dos mâquinas en las mismas circunstancias inicialcs en exacta 
correspondencia, nos preguntamos; ^Sc cdmportarâ una mâquina exactamente igual 
a la otra ? <,Seguiran todos los movimicntos en exacto paralelismo? Por supuesto, la 
respuesta bien puede ser no, porque si escogcmos un lugar equivocado para nucstra 
mâquina, éste podria estar rodeado por una pared, e interferencias desde la pared 
harian que la mâquina no trabajase. 

Todas nuestras ideas en fisica requieren una cierta cantidad de sentido comùn en 
sus aplicaciones; no son ideas puramente matemâticas o abstractas. Tenemos que 
comprender que queremos decir cuando decimos que los fcnômenos son los mismos 
cuando movemos el aparato a una nueva posiciôn. Queremos decir que movemos 
todo lo que crcemos pertinente; si cl fenomeno no es el mismo, sugerimos que algo 
pertinente no ha sido movido y proccdcmos a buscarlo. Si nunca lo enconlramos. 


11-2 Traslaciones 

Limitaremos nuestro anâlisis solo a la mecânica, para lo cual tenemos ahora 
suficiente conocimiento. En los capitulos anteriores hemos visto que las leyes de 
la mecânica pueden ser resumidas en un conjunto de très ecuaciones para cada 
particula: 

m(d 2 x/dt 2 ) = F x , m(d 2 y/dt 2 ) = F y , m(d 2 z/dt 2 ) = F,. (11.1) 

Ahora bien, esto significa que existe una manera de medir x, y, z sobre très ejes 
perpendiculares y las fuerzas segûn esas direcciones, de modo que estas leyes 
sean vâlidas. Estas deben ser medidas desde algùn origen, pero, idônde ponemos el 
origen? Todo lo que Newton nos diria al principio es que hay algùn lugar desde 
el cual podemos medir, quizàs el centro del universo, tal que estas leyes sean correc- 
tas. Pero podemos demostrar inmediatamente que nunca podemos encontrar el cen¬ 
tro, porque si usamos algùn otro origen no habria diferencia. En otras palabras, 
supongamos que hay dos personas: -Juan, quien tiene su origen en un lugar, y 
Pedro, quien tiene un sistema paralelo cuyo origen estâ en alguna otra parte (Figu 
ra 11-1). Ahora bien, cuando Juan mide la ubicaciôn del punto en el espacio, lo 
encuentra en .y, y, z (usualmente dejaremos a z fuera porque introduce demasiada 
confusion al dibujarla en una figura). Pedro, por otro lado, cuando mida el mismo 
punto, obtendrà un x diferente (que para distinguirlo lo llamaremos x'), y en prin 
cipio un y diferente, aun cuando en nuestro ejemplo son 



Fig. 11-1. Dos sistemas de coorrienadas 
paralelas. 
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iguales en términos numéricos. As! tenemos 


x' = X - a, y = y, z' — z. (11.2) 

Ahora, a fin de completar nuestro anâlisis debemos saber lo que Pedro obtendria 
para las fuerzas. La fuerza se supone que actûa a lo largo de alguna linea y por 
la fuerza en la direcciôn x entenderemos la parte del total que esta en la direcciôn 
-v, la cual es el môdulo de la fuerza por el coseno de su àngulo con el eje x. Ahora 
vemos que Pedro usaria exactamente la misma proyeccion que usaria Juan, asi que 
tenemos un conjunto de ecuaciones 


Estas serian las relaciones entre las cantidades vistas por Juan y Pedro. 

La pregunta es, si Juan conoce las leyes de Newton y si Pedro trata de escribir 
las leyes de Newton, <,seràn también correctas para él? ^Tiene alguna importance 
desde que origen medimos los puntos? En otras palabras, suponiendo que las ecua¬ 
ciones (11.1) son verdaderas y que las ecuaciones (11.2) y (11.3) dan la relaciôn 
entre las medidas, ^.es o no verdad que 


( a ) m(d 2 x'/dt 2 ) = F Z ’, 

(b) m(d 2 y'/dt 2 ) = F y -, 

(c) m(d 2 z'/dt 2 ) = /y? 

Para verificar estas ecuaciones derivaremos la formula 
todo 


d* 

dt 


dt (* “ fl ) = d7 


da 

dt' 


(11.4) 


dos veces. Ante 


Ahora supondremos que el origen de Pedro estâ fijo (sin moverse) respecto al de 
Juan, por lo tanto a es una constante y da/dt = 0, asi encontramos que 


ÿ por lo tanto 


dx’/dt = dx/dt' 


d 2 x'/dt 2 = d 2 x/dt l \ 

sabemos, pues, que la ecuaciôn (11.4a) se hace 


m{d 2 x/dt 2 ) = F X '. 

(También suponemos que las masas medidas por Juan y Pedro son iguales.) Asi la 
aceleraciôn por la masa es la misma que la del otro. Hemos encontrado también 
la formula para /y, puesto que sustituyendo de la ecuaciôn (11.1) encontramos que 

F x > = F x . 

Por lo tanto, las leyes tal como las ve Pedro aparecen iguales; él también puede 
escribir las leyes de Newton, con diferentes coordenadas, y siguen siendo correctas 
Eso sigmfica que 


no hay una manera ûnica de définir el origen del mundo, porque las leyes tienen 
la misma forma, cualquiera sea la posiciôn desde la cual son observadas. 

Esto es también verdad: si hay un equipo en un lugar con un cierto tipo de 
maquinaria en él, el mismo equipo en otro lugar se comportarâ de la misma manera. 
^Por qué? Porque una mâquina, cuando es analizada por Pedro, tiene exactamente 
las mismas ecuaciones que la otra, analizada por Juan. Ya que las ecuaciones son 
las mismas, los fenômenos son los mismos. Asi la prueba de que un aparato en una 
nueva posiciôn se comporta igual a como lo hacia en la antigua posiciôn es la 
misma que la prueba de que las ecuaciones, cuando han sido desplazadas en el es- 
pacio, se reproducen. Por lo tanto diremos que las leyes de la fîsica son simétricas 
para desplazamientos de traslaciôn, simétricas en el sentido de que las leyes no 
cambian cuando hacemos una traslaciôn de nuestras coordenadas. Por supuesto, es 
intuitivamente bastante obvio que esto es verdad, pero es interesante y entretenido 
discutir su matemâtica. 


11-3 Rotaciones 

La anterior es la primera de una sérié de proposiciones cada vez màs compli- 
cadas relativas a la simetria de una ley fîsica. La siguiente proposiciôn es que no 
importaria en qué direcciôn escogemos los ejes. En otras palabras, si construimos 
una parte del equipo en algûn lugar y lo observamos funcionar y cerca construimos 
el mismo tipo de aparato, pero puesto en àngulo respecto a! primero, ^funcionarà de 
la misma manera? ;Evidentemente que no si es un reloj de péndulo, por ejemplo! 
Si un reloj de pendulo esta vertical, trabaja bien, pero si estâ inclinado el péndulo 
cae contra el lado de la caja y nada sucede. El teorema es enfonces falso en el caso 
del reloj de péndulo, a menos que incluyamos la tierra, que atrae al péndulo. Por 
lo tanto, podemos hacer una predicciôn acerca de los relojes de péndulo si creemos 
en la simetria de las leyes fisicas para la rotaciôn: algo màs interviene en el fun- 
cionamiento de un reloj de péndulo. ademâs de la maquinaria del reloj, algo exterior 
a él que debemos buscar. También podemos predecir que los relojes de péndulo no 
trabajarân de la misma manera cuando estân ubicados en lugares diferentes en 
relaciôn a esta misteriosa fuente de asimetria, tal vez la tierra. En verdad, sabemos 
que un reloj de péndulo en un satélite artificial, por ejemplo, no haria ni tic porque 
no hay fuerza efectiva, y en Marte iria a una velocidad diferente. Los relojes de 
péndulo por cierto comprenden algo màs que la pura maquinaria interna, com- 
prenden algo del exterior. Una vez que reconocemos este factor, vemos que debe¬ 
mos girar la tierra junto con el aparato. Por supuesto no debemos preocuparnos de 
eso, es fâcil de hacer; uno simplemente espera uno o dos minutos y la tierra gira; 
entonces el reloj de péndulo hace de nuevo tictac en la nueva posiciôn igual que 
lo hacia antes. Mientras estemos rotando en el espacio, nuestros ângulos estaràn 
cambiando siempre, en forma absoluta; este cambio parece no molestarnos demasia- 
do, porque en la nueva posiciôn nos parece estar en la misma condiciôn que en la 
antigua. Esto tiene una cierta tendencia a confundir a uno, porque es verdad que 
en la nueva posiciôn girada las leyes son iguales que en la posiciôn no girada, 
pero no es verdad que cuando giramos una cosa, siga las mismas leyes que cuando 
no la giramos. Si ejecutamos experimentos suficientemente delicados, 
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Fig. 11-2. Dos sistemas de coorde- 
nadas que tienen diferentes orientaciones 
angulares. 



Fig. 11-3. Las componentes de una 
fuerza en los dos sistemas. 


Es interesante notar una especie de accidente, que es de extrema importancia: las 
formulas (11.5) y (11.6), para las coordenadas de P y las componentes de F, respec- 
tivamente. son de forma idéntiea. 

Como antes, se supone que las leyes de Newton son validas en el sistema de 
Juan y estân expresadas por las ecuaciones (11.1). La pregunta, otra vez. es si Pedro 
puede aplicar las leyes de Newton - ( ‘,serân correctos los resultados para su sistema 
de ejes rotados?-. En otras palabras, si suponemos que las ecuaciones ( 11.5) y ( 11.6) 
dan una relaciôn de las medidas, ^,es verdad o no que 

m(d 2 x'/dt 2 ) = F z , 

m(d 2 y'/dt 2 ) = /y, (11.7) 

m{d 2 z'/dt 2 ) = F Z '1 


podemos decir que la tierra esta rotando, pero no que ella haya rotado. En otras 
palabras, no podemos localizar su posiciôn angular, poro podemos decir que esta 
cambiando. 

Ahora podemos discutir los efectos de la orientaciôn angular sobre las leyes 
fisicas. Averigüemos si el mismo juego con Juan y Pedro funciona de nuevo. Esta 
vez, para evitar complicaciones innecesarias, supondremos que Juan y Pedro usan 
el mismo origen (hemos ya demostrado que los ejes pueden ser movidos por tras- 
laciôn a otro lugar). Supongamos que los ejes de Pedro han rotado con relaciôn a 
los de Juan en un ângulo 0. Los dos sistemas coordenados se muestran en la figu¬ 
ra 11-2, que esta restringida a dos dimensiones. Consideremos cualquier punto P que 
tiene coordenadas (x, y) en cl sistema de Juan y (x\ y’) en el sistema de Pedro. 
Comenzaremos, como en el caso anterior, por expresar las coordenadas jc’ e y’ en 
términos de x, y y 0. Para hacerlo asi, bajaremos primero perpendiculares desde P 
a los cuatro ejes y dibujaremosyf B perpendicular a P (J. La inspecciôn de la fi¬ 
gura muestra que .v’ puede escribirse como la suma de dos longitudes segûn el eje 
- v ’> e y’ como la diferencia de dos longitudes segûn AB. Todas estas longitudes estân 
expresadas en términos de .v, v y 0 en las ecuaciones (11.5), a las cuales hemos agre- 
gado una ecuaciôn para la tercera dimension 

x' = x cos 8 + y sen 0, 

/ = ycosd - xsen0, (11.5) 

z' — z. 

El prôximo paso es analizar la relaciôn de las fuerzas como las ven los dos obser- 
vadores, siguiendo el mismo método general como antes. Supongamos que una fuer¬ 
za F, la cual ya ha sido analizada como teniendo componentes F x y F r (como la 
ve Juan), esta actuando sobre una particula de masa m, localizada en el punto P 
en la figura 11-2. Por simplicidad movamos ambos conjuntos de ejes de modo que el 
origen esté en P, como se muestra en la figura 11-3. Pedro ve las componentes de F 
segûn sus ejes como F x < y /y. F x tiene componentes segûn ambos ejes x’ e y’ y F 
iguaimente tiene componentës segûn estos dos ejes. Para expresar F x - en términos de 
F \ >' F p sumamos estas componentes segûn el eje x’, y en forma parecida podemos 
expresar F en términos de F x y F r Los resultados son 

F x ‘ = F z cos 6 + F y sen g, 

Fy■ = Fy cos g - F x sen g, (11.6) 

F z = F z . 


Para comprobar estas ecuaciones. calculamos independientemente los primeros y los 
segundos miembros y comparamos los resultados. Para calcular los primeros miern- 
bros, multiplicamos las ecuaciones (11.5) por m y derivamos dos veces con respecto 
al tiempo, suponiendo que el ângulo 0 es constante. Esto da 

m(d 2 x'/dt 2 ) = m(d 2 x/dt 2 ) cos g + m{d 2 y/dt 2 ) sens, 
m(d 2 y’/dt 2 ) = m(d 2 y/dt 2 ) cos 6 — m{d 2 x/dt 2 ) sen 0, (11.8) 

m(d 2 z'/dt 2 ) = m(d 2 z/dt 2 ). 

Calculamos los segundos miembros de las ecuaciones (11.7) por sustituciôn de las 
ecuaciones (11.1) en las ecuaciones (11.6). Esto da 

/y = m(d 2 x/dt 2 ) cos 0 + m{d 2 y/dl 2 ) sen e, 

Fy■ = m(d 2 y/dt 2 ) cos g - m(d 2 x/dt 2 ) sen g, (11.9) 

/y = m(d 2 z/dt 2 ). 

jMiren! Los segundos miembros de las ecuaciones (11.8) y (11.9) son idénticos; 
asi que concluimos que si las leyes de Newton son correctas en un conjunto de 

ejes. seràn también vâlidas para cualquier otro conjunto de ejes. Este resultado. que 

ha sido ahora establecido tanto para traslacion como para rotaciôn de ejes. tiene 
ciertas consecuencias: primero. nadie puede pretender que sus ejes particulares sean 
ûnicos; pero, por supuesto, pueden ser màs convenientes para algunos problemas 
particulares. Por ejemplo, es ùtil tener la gravedad a lo largo de un eje. pero esto 
no es fisicamente necesario. Segundo. significa que cualquier equipo que sea comple- 
tamente autosuficiente. con todo el equipo generador de fuerza compietamente den 
tro del aparato. trabajaria igual cuando se girara en un ângulo. 


11-4 Vectores 

No solamente las leyes de Newton, sino que también las otras leyes de la fisica, 
hasta donde sabemos hoy dia, tienen las dos propiedades que llamamos invarianeia 
(o simetria) frente a traslacion de ejes y rotaciôn de ejes. Estas propiedades son 
tan importantes que 
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una técnica matemàtica hâ sido desarrollada para aprovecharlas para escribir y usar 
leyes fisicas. 

El anàlisis precedente irfiplicô considérable trabajo matemàtico tedioso. Para 
reducir los detalles a un minimo en el anàlisis de taies problemas, se ha disenado 
una maquinaria matemàtica muy poderosa. Este sistema, llamado anàlisis vectorial, 
da el titulo a este capitulo; estrictamente hablando, sin embargo, éste es un capitulo 
sobre la simetria de las leyes fisicas. Por los metôdos del anàlisis anterior pudimos 
hacer todo lo necesario para obtener los resultados que buscàbamos, pero en la 
pràctica nos gustaria hacer las cosas mâs fàcil y ràpidamente; por lo tanto, emplea- 
mos la técnica vectorial. 

Comenzamos notando algunas caracteristicas de dos tipos de cantidades que son 
importantes en la fisica. (Realmente hay màs de dos, pero empecernos con dos.) 
Uno de ellos. como el numéro de papas en un saco. lo llamamos una cantidad ordi- 
naria, o una cantidad no dirigida, o un escalar. La temperatura es un ejemplo de 
tal cantidad. Otras cantidades que son importantes ên fisica tienen direcciôn. por 
ejemplo la velocidad: debemos estar al tanto de hacia donde un cuerpo se dirige, no 
solo de su rapidez. El momentum y la fuerza también tienen direcciôn, como lo tie- 
ne el desplazamiento: cuando alguien camina de un lugar a otro en el espacio, po- 
demos estar al tanto de cuànto se alejô, pero si queremos también saber hacia donde 
fue, tenemos que especificar una direcciôn. 

Todas las cantidades que tienen una direcciôn, como un paso en el espacio, se 
llaman vectores. 

Un vector es très numéros. A fin de representar un paso en el espacio, digamos 
desde el origen a algùn punto particular P cuya ubicaciôn es (x, y, z), necesitamos 
realmente très numéros, pero vamos a inventar un ùnico simbolo matemàtico. r, 
que es distinto a todos los otros simbolos matemàticos, que hemos usado hasta 
ahora*. No es un numéro ùnico, représenta a 1res numéros: x, y y z. Significa très 
numéros, pero realmente s Mo esos très numéros, porque si usâramos un sistema de 
coordenadas diferentes, los très numéros cambiarian a x\ y’ y z. Sin embargo, 
queremos mantener nuestra matemàtica simple y asi vamos a usar el mismo sim¬ 
bolo para representar los très numéros (x, y, z) y los très numéros (x r’, z’). 
Esto es, usamos el mismo simbolo para representar al primer conjunto de très nu¬ 
méros para un sistema de coordenadas, pero el segundo conjunto de très numéros, 
si estamos usando el otro sistema de coordenadas. Esto tiene la ventaja que cuando 
cambiamos el sistema de coordenadas no tenemos que cambiar las letras de nues- 
tras ecuaciones. Si escribimos una ecuaciôn en términos de x, r, z, y luego usamos 
otro sistema, tenemos que cambiar a .v\ v’, z’ pero escribiremos solo r, con la con- 
venciôn de que représenta (x, r, z) si usamos un conjunto de ejes. o (x\ r', z') si 
usamos otro conjunto de ejes, y asi succsivamente. Los très numéros que describen 
la cantidad en un sistema de coordenadas dado se llaman las componentes del vec¬ 
tor en la direcciôn de los ejes coordenados de esc sistema. Esto es. usamos el mismo 
simbolo para las très letras que corresponden al mismo objeto, como se ven desde 
diferentes ejes. El hecho mismo de que podamos decir ''el mismo objeto" implica 
una intuiciôn fisica acerca de la realidad de un paso en el espacio. que es indépen¬ 
dante de las componentes en término de las cuales lo medimos. Asi el simbolo r 
representarà la misma cosa, giremos como giremos los ejes. 


* En letra de imprenta, los vectores se representan por tipos en negrita: en manuscrito 
se usa una flécha: r. 


Ahora supongamos que hay otra cantidad fisica dirigida, cualquier otra canti¬ 
dad, que tiene también très numéros asociados a ella, como la fuerza, y estos très 
numéros se cambian a otros très nûmeros por alguna régla matemàtica, si cam¬ 
biamos los ejes. Debe ser la misma régla que cambia (x, y, z) a (x\ y’, z’). En 
otras palabras, cualquier cantidad fisica asociada con très nûmeros que se transfor- 
man como lo hacen las componentes de un paso en el espacio es un vector. Una 
ecuaciôn como 

F = r 

séria asi vâlida en cualquier sistema de coordenadas si lo fuera en uno. Esta 
ecuaciôn, por supuesto, représenta las très ecuaciones 

F x = x, F y = y, F, = z, 

o, equivalentemente, 

F X ' = x', F v ■ = /, F Z ' = z'. 

El hecho de que una relaciôn fisica pueda ser expresada como una ecuaciôn vec¬ 
torial nos asegura que la relaciôn no cambia por una simple rotaciôn del sistema de 
coordenadas. Esa es la razôn de que los véctores sean tan utiles en la fisica. 

Ahora examinaremos algunas propiedades de los vectores. Como ejemplo de 
vectores podemos mencionar la velocidad, el momentum, la fuerza y la aceleraciôn. 
Para muchos propôsitos es conveniente representar una cantidad vectorial por una 
flécha que indica la direcciôn en la cual estâ actuando. ^Por qué podemos represen¬ 
tar la fuerza, digamos, por una flécha? Porque tiene las mismas propiedades de trans- 
formaciôn matemàtica que "un paso en el espacio". Asi lo representamos en un dia- 
grama como si fuera un paso, usando una escala tal que una unidad de fuerza, o un 
newton, corresponda a cierta longitud conveniente. Una vez que hayamos hecho esto, 
todas las fuerzas pueden estar representadas como longitudes, porque una ecuaciôn 
como 

F = 1er 

donde k es alguna constante, es una ecuaciôn prefectamente légitima. Asi siempre 
podemos representar fuerzas por segmentos, lo cual es muy conveniente, porque una 
vez que hemos dibujado el segmento no necesitamos màs los ejes. Por consiguiente, 
podemos calcular ràpidamente las très componentes a medida que cambian cuando 
giran los ejes porque esto es solo un problema geométrico. 


11-5 Algebra vectorial 

Debemos ahora describir las leyes, o réglas, para combinar vectores de diferentes 
maneras. La primera de estas combinaciones es la adiciôn de dos vectores: supon 
gamos que a es un vector el cual en algùn sistema de coordenadas particular tiene 
las très componentes (a x , a y , aj, y que b es otro vector que tiene las très compo¬ 
nentes (b v b y bf Inventenios ahora très nuevos nûmeros (a x + b x , a y + b „ a. + 
+ bj). ^Forman éstos un vector? "Rien”, podemos decir, “son très nûmeros, y cada 
très nûmeros forman un vector”. ;No, no cada très nûmeros formait un vector! Para 
que esto sea un vector, no solo debe haber très nûmeros, sino que éstos deben 
estar asociados a un 
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sistema de coordenadas de tal manera que si giramos el sistema de coordenadas, 
los très numéros “se revuelven", “mezclândose entre si, segûn las leyes précisas 
que ya hemos descrito. Asi que la pregunta es, si ahora rotamos el sistema de coor¬ 
denadas tal que (a x , a ,, a _) llegue a ser (a x -, a v , a.) y (b x , b v , b J llegue a ser (b x , 
b t ., b.), iquë llegarâ a ser (a x + b x , a v + b v , a. + b J? ( -,Llegan a ser (a x - + b x -, 
a ■ + b -, a. + b.) o no? La respuesta es si, por supuesto, porque el prototipo de 
transformaciones de la ecuaciôn (11.5) constituye lo que llamamos una transforma 
ciôn lineal. Si aplicamos esas transformaciones a a x y b x para obtener a x . + b x -, 
encontramos que la transformada a x + b x es por cierto la misma que a x + b x -, 
Cuando a y b se “suman” en este sentido, formaràn un vector que podemos llamar 
c. Escribiremos esto como 


c = a + b 

Ahora c tiene la interesante propiedad 


Consideremos ahora la sustracciôn de vectores. Podemos définir a la sustrac- 
ciôn de la misma manera como la adiciôn, pero en lugar de sumar restamos las 
componentes. O podriamos définir la sustracciôn definiendo un vector negativo, 
-b = lb, y entonces sumariamos las componentes. Se llega a la misma cosa. El 
resultado se muestra en la figura 11-5. Esta figura muestra d = a- b= a+ (-b); 
también notamos que la diferencia a — b se puede encontrar muy fâcilmente a 
partir de a y b usando la relaciôn équivalente a = b + d. Asi, la diferencia es 
aün mâs fàcil de encontrar que la suma: jsolo dibujamos el vector desde b hasta a 
para obtener a - b! 

A continuaciôn discutimos la velocidad. <,Por qué la velocidad es un vector? Si 
la posiciôn esta dada por las très coordenadas (x, y, z), j.qué es la velocidad? La velo¬ 
cidad està dada por dx/dt, dytdt, dz/dt. <,Es esto un vector, o no? Podemos averi- 
guarlo derivando las expresiones en la ecuaciôn (11.5) para encontrar si la dx’/dt 
se transforma de la manera correcta. Vemos que las componentes dx/dt y dy/dt se 
transforman de acuerdo a las mismas leyes que x e y, y por lo tanto la derivada 
temporal es un vector. Asi, pues, la velocidad es un vector. Podemos escribir la ve¬ 
locidad de una manera interesante como 


como podemos ver inmediatamente a partir de sus componentes. Asi también. 


= dt/dt. 


a + ( b + c ) = (a + b) + c 

Podemos sumar los vectores en cualquier orden. 

t,Cuâl es el significado geométrico de a + b? Supongamos que a y b fueran 
representados por segmentos sobre un pedazo de papel? iQuè séria c? Esto se mues¬ 
tra en la figura 11-4. Observamos que podemos sumar las componentes de b a aque- 
llas de a màs convenientemente si colocamos el rectàngulo que représenta las com¬ 
ponentes de b junto al que représenta las componentes de a de la manera indicada. 
Va que b se “ajusta” precisamente en su rectàngulo. como lo hace a en su rectàn¬ 
gulo, esto es lo mismo que colocar la “cola” de b sobre la “cabeza” de a siendo 
el vector c desde la “cola"de a a la “cabeza” de b. Por supuesto, si sumamos a 
a b de la otra manera, pondriamos la “cola ” de a sobre la “cabeza” de b, y por las 
propiedades geométricas de los paralelogramos obtendriamos el mismo resultado 
para c. Nôtese que los vectores se pueden sumar en esta forma sin hacer referencia 
a ejes de coordenadas. 

Supongan que multiplicamos un vector por un numéro o. /.que significa esto? 
Lo definimos para indicar un nuevo vector cuyas componentes son ua,, na t y <ta . 
Lo dejamos como problema para que el estudiante demuestre que es un vector. 



Lo que la velocidad es y por qué es un vector también se puede entender en forma 
mâs gràfica: i,Hasta dônde se moverâ una particula en un tiempo corto At? Res¬ 
puesta: Ar, asi, si una particula està “aqui” en un instante y “allà” en otro ins¬ 
tante, entonces la diferencia vectorial de las posiciones Ar = r 2 - r„ que està en la 
direcciôn del movimiento mostrado en la figura 11-6, dividido por el intervalo de 
tiempo At = t 2 - /,, es el vector “velocidad media”. 



En otras palabras, por vector velocidad queremos indicar el limite para At ten- 
diendo a 0, de la diferencia entre los radios vectores en el tiempo t + At y el tiempo 
t, dividido por At: 


v = Iim (Ar/A/) = dx/dt. (11.10) 


Asi la velocidad es un vector, porque es la diferencia de dos vectores. Es también 
la definiciôn correcta de velocidad, porque sus componentes son dx/dt, dy/dt ÿ 
dz/dt. En efecto, vemos conforme a estos razonamientos que si derivamos cualquier 
vector con respecto al tiempo, formamos un nuevo vector. Asi, tenemos varias ma- 
neras de formar nuevos vectores: (1) multiplicar por una constante, (2) derivar con 
respecto al tiempo, (3) sumar o restar dos vectores. 
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11-6 Las leyes de Newton en notaciôn vectorial 

Para escribir las leyes de Newton en forma vectorial, tenemos que avanzar un 
paso mâs aün y définir el vector aceleraciôn. Este es la derivada temporal del vector 
velocidad y es fâcil de demostrar que sus componentes son las segundas derivadas de 
x.yyz con respecto a t: 



üx dt dt 2 ’ ° y dt dt 2 ' ° z dt dt 2 
Con esta definiciôn, entonces, las leyes de Newton pueden escribirse de esta manera: 

ma = F (11.13) 

o 

m(d 2 r/dt 2 ) = F. (11.14) 

Ahora el problema de demostrar la invariancia de las leyes de Newton frente a 
una rotaciôn de coordenadas es este: demostrar que a es un vector; esto ya lo 
hemos hecho. Demostrar que F es un vector; suponemos que lo es. Asi, si la fuerza 
es un vector, entonces, ya que sabemos que la aceleraciôn es un vector, la ecuaciôn 
(11.13) sera la misma en cualesquier sistemas de coordenadas. Escribirla en una for¬ 
ma que no contenga explicitamente las x, y y z tiene la ventaja de que a partir de 
ahora no necesitamos escribir très leyes cada vez que escribimos las ecuaciones de 
Newton u otras leyes de la fisica. Escribimos lo que parece ser una ley; pero real- 
mente, por supuesto, représenta las très leyes para cualquier conjunto particular 
de ejes, porque cualquier ecuaciôn vectorial encierra la afirmaciôn de que cada una 
de las componentes es igual. 




Fig. 11-8. Diagrama para calcular la 
aceleraciôn. 


|Eso solamente sucede cuando las colas de los vectores estân en el mismo lugar! 
;No tiene sentido si movemos el vector a algûn otro lugar y en seguida dibujamos 
una linea para unir los extremos, asi que ;cuidado! Tenemos que dibujar un nuevo 
diagrama para restar los vectores. En la figura 11-8, v, y v 2 estân ambas dibujadas 
paralelas e iguales a sus contrapartes en la figura 11-7, y ahora podemos discutir 
la aceleraciôn. Por supuesto la aceleraciôn es simplemente Av/At. Es interesante 
notar que podemos componer la diferencia de velocidad de dos partes; podemos 
pensar que la aceleraciôn tiene dos componentes, Av (| en la direcciôn tangente a la 
trayectoria y Av^_ perpendicular a la trayectoria, como se indica en la figura 11-8. 
La aceleraciôn tangente a la trayectoria es, por supuesto, justamente el cambio de 
longitud del vector, es decir, el cambio del môdulo v; 


a n = dv/dt. (11.15) 

La otra componente de la aceleraciôn, perpendicular a la curva, es fâcil de calcular, 
usando las figuras 11-7 y 11-8. En el corto tiempo At sea el cambio en àngulo 
entre v, y v 2 el pequeiïo àngulo AO. Si el môdulo de la velocidad se Ilama i\ entori- 
ces, por supuesto, 

Aa x = v A6 

y la aceleraciôn a sera: 


a L = v (AB/At). 

Ahora necesitamos conocer AO!At, que se puede encontrar de esta manera: si en 
un momento dado la curva se aproxima a una circunferencia de cierto radio R, 
entonces en un tiempo At la distancia s es, por supuesto, v Al, donde v es el môdulo 
de la velocidad. 


AB = v (At/R), or AB/At = v/R. 

Por lo tanto, encontramos 

a = v 2 /R, (11.16) 

como hemos visto antes. 


El hecho de que la aceleraciôn es la derivada temporal del vector velocidad nos 
ayuda a calcular la aceleraciôn en algunas circunstancias bastante complicadas. 
Supongamos, por ejemplo, que una particula se esta moviendo sobre alguna curva 
complicada (Fig. 11-7) y que. en un instante t dado. tenga una cierta velocidad v,. 
pero que cuando vamos a otro instante t, un poco después. tiene una velocidad di 
ferente v,. ^Cuàl es la aceleraciôn? Respuesta: la aceleraciôn es la diferencia en 
la velocidad dividida por el pequeno intervalo de tiempo. asi que necesitamos la 
diferencia de las dos velocidades. ,',Cômo obtenemos la diferencia entre las velocidades? 
Para restar dos vectores. trazamos el vector por los extremos de v, y v,; esto es. 
dibujamos A como la diferencia de los dos vectores. ,\Correcto? ;\o! 


11-7 Producto escalar de vectores 

Examinemos ahora un poco mâs las propiedades de los vectores. Es fâcil ver 
que la longitud de un paso en el espacio séria la misma en cualquier sistema de 
coordenadas. Esto es, si un paso particular r se représenta por x, y, z, en un sistema 
de coordenadas, y por x\ y', z\ en otro sistema de coordenadas, seguramente la 
distancia r = |r| en ambos serian la misma. Ahora 

r = \/x 2 + y 2 + z 2 
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y también 

r' = Vx' 2 + y 2 + z' 2 . 

Por lo tanto, lo que queremos verificar es que estas dos cantidades son iguales. 
Es mucho mâs conveniente no preocuparse de la raiz cuadrada; asi hablemos del 
cuadrado de la distancia; esto es, averigiiemos si 

x 2 + y 2 + z 2 = x’ 2 + /* + z' 2 . (11.17) 

Séria bueno que fuera asi -y si sustituimos la ecuaciôn (11.5) encontramos que 
realmente lo es- Asi, pues, vemos que hay otras clases de ecuaciones que son vàli- 
das para dos sistemas de coordenadas cualesquiera. 

Alguna cosa nueva esta involucrada. Podemos producir una nueva cantidad, una 
funciôn de x, y y z, llamada funciôn escalar, una cantidad que no tiene direcciôn, 
sino que es la misma en ambos sistemas. A partir de un vector podemos construir 
un escalar. Tenemos que encontrar una régla general para eso. Es claro lo que la 
régla es para el caso recién considerado: sumar los cuadrados de las componentes. 
Ahora definamos una nueva cosa, que llamaremos a • a. Esto no es un vector, sino 
un escalar; es un numéro que es el mismo en todos los sistemas de coordenadas 
y se define como la suma de los cuadrados de las très componentes del vector; 

a a = al + a 2 + a 2 . (11.18) 

Ahora ustedes dirân: “^Pero con qué ejes?” No dépende de los ejes; la respuesta es 
la misma en todo conjunto de ejes. Asi tenemos un nuevo tipo de cantidad, un 
nuevo invariante o escalar, producido por un vector “al cuadrado”. Si ahora defini- 
mos la siguiente cantidad para dos vectores cualesquiera a y b: 

a • b = a x b x + a v b y + ajb z , (11.19) 

encontramos que esta cantidad, calculada en sistemas con prima y sin prima, 
también sigue siendo la misma. Para probarlo notemos que es vâlido para a ■ a, 
b • b y c • c, donde c = a + b. Por lo tanto, la suma de los cuadrados (a x + b J 2 + 
+ (a , + bj 2 + (a. + bj 2 serâ invariante: 

(a* + b x ) 2 + (a y + b v ) 2 + (a, + b z ) 2 = ( a x ■ + b x y 

+ Ov + by .) 2 + (a,. + b z -Ÿ. (11.20) 

Si ambos miembros de esta ecuaciôn se desarrollan, habria productos mixtos del 
mismo tipo que aparece en la ecuaciôn (11.19), asi como las sumas de los 
cuadrados de las componentes de a y b. La invariancia de términos de la forma 
de la ecuaciôn (11.18) déjà entonces también invariantes los términos con productos 
mixtos (11.19). 

La cantidad a • b se llama producto escalar de dos vectores a y b, y tiene pro- 
piedades muy utiles e interesantes. Por ejemplo, se prueba fâcilmente que 

a - (b + c) = a b + a c. (11.21) 

Ademàs, existe una manera geométrica simple para calcular a . b, sin tener que 
calcular 


las componentes de a y b : a • b es el producto del largo de a por el largo de b por 
el coseno del àngulo entre ellos. ^Por qué? Supongamos que escogemos un sistema 
especial de coordenadas en el cual el eje x queda a lo largo de a; en ese caso la 
ùnica componente de a que existe es a x , que es, por supuesto, el largo total de a. 
Asi la ecuaciôn (11.19) se reduce a a • b = ajb x para este caso, y éste es el largo 
de a por la componente de b en la direcciôn de a, esto es, b cos 0: 


a • b = ab cos 6. 


Por lo tanto, en este sistema especial de coordenadas, hemos probado que a • b es el 
largo de a por el largo de b por el cos 0. Pero si esto es verdad en un sistema 
de coordenadas, lo es en todos, porque a • b es independiente del sistema de coorde¬ 
nadas; ése es nuestro razonamiento. 

éCuâl es la ventaja del producto escalar? <,Existen casos en la fisica donde 
lo necesitamos? Si, lo necesitamos todo el tiempo. Por ejemplo, en el capitulo 4 
la energia cinética se indicô por \mv 2 , pero si el objeto se esta moviendo en el 
espacio séria el cuadrado de la velocidad en la direcciôn x, en la direcciôn y, y 
en la direcciôn z , y asi la formula para la energia cinética de acuerdo con el câlculo 
veclorial es 

K.E. = |m(vv) = %mO>ï + v 2 y + v 2 ). (11.22) 

La energia no tiene direcciôn. El momentum tiene direcciôn, es un vector y es la 
masa por el vector velocidad. 

Otro ejemplo de un producto escalar es el trabajo realizado por una fuerza 
cuando algo se empuja desde un lugar a otro. No hemos defïnido aün el trabajo, 
pero éste es équivalente al cambio de energia como al levantar pesos cuando una 
fuerza F actûa una distancia s: 

Trabajo F s (11.23) 

Algunas veces es muy conveniente hablar de las componentes de un vector en 
una cierta direcciôn (digamos la direcciôn vertical, porque ésa es la direcciôn de 
la gravedad). Para taies propôsitos es ùtil inventar lo que llamamos un versor en la 
direcciôn que queremos estudiar. Por un versor entendcmos un vector cuyo 
producto escalar consigo mismo es igual a la unidad. Llamemos a este vector i; 
entonces i • i - 1. Entonces si queremos la componente de algùn vector en la direc 

ciôn de i, vemos que el producto escalar a • i serà a cos (I, es decir la componente 
de a en la direcciôn de i. Esta es una bonita manera de obtener la componente; 
en realidad, nos permite obtener todas las componentes y escribir una formula bas 
tante entretenida. Supongan que en un sistema dado de coordenadas, x,y, y z, inven 
tamos très vectores: i, un versor en la direcciôn x; j, un versor en la direcciôn y; y k, 
un versor en la direcciôn z. Notemos primera que i • i = I. ^Qué es i j? Cuando dos 
vectores son perpendiculares, su producto escalar es cero. Asi 

i j - 0 j j = 1 

i k = 0 j ■ k = 0 k k = I (11.24) 
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Ahora, con estas definiciones, un vector cualquiera puede escribirse de esta 
manera 

a = a z i + a„j + ajt. (11.25) 

De este modo podemos ir desde las componentes de un vector al vector mismo. 

Esta discusiôn de los vectores de ningûn modo es compléta. Sin embargo, en vez 
de tratar de entrar ahora mâs profundamente en el tema, aprenderemos primero a 
usar en situaciones fisicas algunas de las ideas discutidas hasta aqui. Entonces, 
cuando hayamos dominado debidamente este material bàsico, encontraremos màs 
fâcil penetrar mâs profundamente en el tema sin llegar a confundimos demasiado. 
Encontraremos màs tarde que es ûtil définir otra clase de producto de dos vec¬ 
tores, llamado producto vectorial, y que se escribe a x b. Sin embargo, emprende- 
remos una discusiôn de taies cosas en un capitulo posterior. 
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12-1 iQué es una fuerza? 

A pesar de que es interesante y vale la pena estudiar las leyes fisicas, sencilla- 
mente porque nos ayudan a comprender y utilizar la naturaleza, uno debiera dete- 
nerse de vez en cuando y pensar: “<,Qué significan realmente?” El significado de 
cualquier afirmaciôn es un tema que ha interesado e inquietado a los filôsofos desde 
tiempos inmemoriales, y el significado de las leyes fisicas es aùn mâs interesante, 
porque generalmente se créé que estas leyes representan alguna forma de conoci- 
miento real. El significado del conocimiento es un problema profundo en la filosofia 
y es siempre importante preguntar: “(,Qué significa?" 

Preguntemos: “;.Cuàl es el significado de las leyes fisicas de Newton, que escri- 
bimos como F ~ mal ^.Cuâl es el significado de fuerza, masa y aceleraciôn?" Bue- 
no, intuitivamente podemos percibir el significado de masa, y podemos définir ace¬ 
leraciôn si conocemos el significado de posic.ôn y tiempo. No discutiremos los sig- 
nificados de estos términos, sino que nos concentraremos en el nuevo concepto de 
fuerza. La respuesta es igualmente simple: “Si un cuerpo estâ acelerando, entonces 
una fuerza actûa sobre él". Eso es lo que dicen las leyes de Newton, de manera 
que la mâs précisa y bella definiciôn de fuerza imaginable puede decir sencillamente 
que fuerza es la masa de un objeto multiplicada por la aceleraciôn. Supongan que 
tenemos una ley que diga que la conservaciôn del momentum es vâlida si la suma de 
todas las fuerzas externas es cero; entonces surge la pregunta: “ ( ,Qué significa que 
la suma de todas las fuerzas externas sea cero?” Una forma cômoda de définir esa 
afirmaciôn séria: “Cuando el momentum total es una constante, la suma de las fuer¬ 
zas externas es cero.” Debe haber algo errôneo en eso, porque, simplemente, no 
dice nada nuevo. Si hemos descubierto una ley fundamental que afirma que la fuerza 
es igual al producto de la masa por la aceleraciôn, y después se define que la fuerza 
es masa por aceleraciôn, no hemos averiguado nada. Podriamos también définir la 
fuerza diciendo que un objeto en movimiento sobre el cual no actùan fuerzas continua 
moviéndose con velocidad constante en linea recta. Entonces, si observamos que un 
objeto no se mueve en linea recta con velocidad constante, podriamos decir que 
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actûa una fuerza sobre él. Ahora, taies cosas verdaderamente no pueden ser el 
contenido de la fisica, porque son definiciones que van en circulo vicioso. Sin embar¬ 
go, la aseveraciôn newtoniana precedente parece ser una definiciôn muy précisa de 
fuerza, y una que atrae al matemâtico: sin embargo, es completamente inùtil. porque 
de una definiciôn no puede hacerse predicciôn alguna. Uno puede sentarse todo un dia 
en un sillon y définir taies palabras a voluntad, pero averiguar qué sucede cuapdo 
dos esferas se empujan mutuamente o cuando se cuelga un peso de un resorte es com¬ 
pletamente distinto, porque la forma en que se comportan los cuerpos es algo que 
queda completamente fuera de toda definiciôn. 

Por ejemplo, si quisiéramos decir que un cuerpo que se abandona a si mismo 
mantiene su posiciôn y no se mueve, entonces cuando vemos que algo se des- 
plaza podriamos decir que se debe a una "güerza” -una güerza es la velocidad de 
cambio de posiciôn— Ahora tenemos una maravillosa ley nueva, todo permanece 
en reposo, a menos que actüe una "güerza Se dan cuenta que esto séria anàlogo a 
la anterior definiciôn de fuerza y no contendria informaciôn alguna. Ei contenido 
real de las leyes de Newton es este: que se supone que la fuerza tiene algunas propie - 
dades independientes, ademâs de la ley F = ma; pero las propiedades especificas 
independientes que tiene la fuerza no fueron descritas totalrnente por Newton o por 
persona alguna y, por consiguiente, la ley fisica F - ma es una ley incompleta. 
Implica que si estudiamos la masa por la aceleraciôn, y denominamos fuerza al pro- 
ducto, esto es, si estudiamos las caracteristicas de la fuerza como un programa 
de interés, entonces encontraremos que las fuerzas tienen algo de simplicidad; jla ley 
es un buen programa para analizar la naturaleza, es una sugerencia de que las fuer¬ 
zas seràn sencillas! 

Ahora bien, el primer ejemplo de taies fuerzas fue la ley compléta de gravitaciôn, 
que fue dada por Newton y al enunciar la ley contestô la pregunta "^,Qué es la 
fuerza? '. Si no hubiera nada mâs que gravitaciôn, entonces la combinaciôn de esta 
ley y la ley de la fuerza (segunda ley del movimiento) séria una teoria compléta, 
pero existe mucho mâs que gravitaciôn y queremos emplear las leyes de Newton en 
muchas situaciones diferentes. Por consiguiente, para poder continuar, tenemos que 
decir algo acerca de las propiedades de la fuerza. 

Por ejemplo, al tener que ver con las fuerzas. siempre se supone tâcitamente que la 
fuerza es igual a cero, a menos que se encuentre présente un cuerpo fisico, esto es, 
si encontramos una fuerza distinta de cero, también encontramos que existe algo a 
su alrededor que es una fuente de tal fuerza. Esta suposiciôn es enteramente dife 
rente del caso de la "güerza”, que introdujimos anteriormente. Una de las caracte- 
risticas mas importantes de una fuerza es que tiene un origen material, y esto no es 
meramente una definiciôn. 

Newton también dio una régla acerca de la fuerza: que las fuerzas que inter- 
actuan entre cuerpos son iguales y opuestas -acciôn igual a reacciôn-; esta régla 
résulta no ser exactamente valida. En realidad, la ley F ma no es exactamente 
valida; si fuera una definiciôn tendriamos que decir que siempre es exactamen 
te valida: pero no lo es. 

El estudiante puede objetar: “No me gusta esta imprécision, me gustaria tener 
todo definido en forma exacta; en realidad, algunos libros dicen que toda ciencia 
es una materia exacta, en la que todo esta definido." Si insisten en una definiciôn 
précisa de fuerza, jnunca la tendrân! Primero, porque la segunda ley de Newton no 
es exacta, y segundo, porque para comprender las leyes fisicas deben comprender 
que todas son alguna forma de aproximacion. 


Toda idea sencilla es aproximada; como ilustraciôn, consideren un objeto... 
^Qué es un objeto? Los filôsofos siempre dicen: “Bien, tome simplemente una silla, 
por ejemplo.” En el momento que dicen eso, ustedes se dan cuenta que no saben 
mâs de lo que estân hablando. <,Qué es una silla? Bueno, una silla es algo que estâ 
por ahi... ^cierto?, < ; cuân cierto? Los âtomos se estân evaporando de ella cada cierto 
tiempo -no muchos âtomos, pero algunos-, mugre cae sobre ella y se disuelve en la 
pintura; de manera que définir una silla con précision, decir exactamente qué âtomos 
son silla y qué âtomos son aire, o qué âtomos son mugre, o qué âtomos son pintura 
que pertenecen a la silla, es imposible. De manera que la masa de una silla puede 
definirse solo en forma aproximada. Del mismo modo, définir la masa de un objeto 
aislado es imposible, porque no hay objetos simples y aislados en el mundo —todo 
objeto es una mezcla de muchas cosas, de manera que podemos trabajar con ellos 
solo como una sérié de aproximaciones e idealizaciones. 


El artificio estâ en las idealizaciones. En una excelente aproximacion de tal vez 
de una parte en 10 10 , el numéro de âtomos en la silla no cambia en un minuto y, si 
no somos demasiado precisos, podemos idealizar la silla como una cosa definida; en 
igual forma aprenderemos acerca de las caracteristicas de una fuerza de una ma¬ 
nera idéal, si no somos demasiado precisos. Se puede estar insatisfecho con la 
vision aproximada de la naturaleza que la fisica procura obtener (el intento es siem¬ 
pre aumentar la exactitud de la aproximacion), y se puede preferir una definiciôn 
matemâtica; pero las definiciones matemàticas no pueden funcionar nunca en el 
mundo real. Una definiciôn matemâtica puede ser buena para los matemàticos, 
en que toda la lôgica puede seguirse completamente. pero el mundo fisico es com- 
plejo, como lo hemos indicado eu varios ejemplos, como los de las olas del mar y 
una copa de vino. Cuando tratamos de aislar partes, hablar de una masa, el vino y 
la copa, <,cômo podemos saber cuâl es cuâl, si uno se disuelve en el otro? Las fuer¬ 
zas que actùan sobre una sola cosa ya encierran aproximaciones, y si tenemos un 
sistema de razonamiento acerca del mundo real, entonces ese sistema, al menos hoy 
en dia, debe contener aproximaciones de alguna especie. 


Este sistema es bastante diferente del caso de la matemâtica, en que todo puede 
ser definido y entonces no sabemos de qué estamos hablando. En realidad, la gloria 
de la matemâtica es que no tenemos que decir de qué estamos hablando. La gloria es 
que las leyes, los razonamientos y la lôgica son independientes de su "contenido". 
Si tenemos cualquier otro conjunto de objetos que obedecen el mismo sistema de 
axiomas que la geometria de Euclides, entonces, si hacemos nuevas definiciones 
y las utilizamos con una lôgica correcta, todas las consecuencias seràn correctas, 
sin importar cuâl fue el tema. En la naturaleza, sin embargo, cuando trazamos una 
linea o establecemos una linea empleando un rayo de luz y un teodolito, tal como 
lo hacemos en levantamientos topogràficos. ,,estamos midiendo una linea en el 
sentido de Euclides? No, estamos haciendo una aproximacion: los rayos del reticulo 
tienen cierto grosor, pero una linea geométrica no tiene grosor. de manera que si se 
puede o no emplear la geometria euclidiana para un levantamiento es un asunto 
fisico, no una cuestiôn matemâtica. Sin embargo, desde un punto de vista experi¬ 
mental, no un punto de vista matemâtico, necesitamos saber si las leyes de Euclides 
se aplican a la clase de geometria que utilizamos al medir terrenos; hacemos una 
hipôtesis de que sea asi, y funciona bastante bien; pero no es précisa, porque 
nuestras lineas de levantamiento no son en realidad îineas 
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geométricas. Si esas lineas de Euclides, que en realidad son abstractas, se aplican o 
no a las lineas de la experiencia es asunto de la experiencia; no es una cuestiôn que 
pueda contestarse solo mediante razonamiento. 

Del mismo modo, no pôdemos decir que F = ma sea una defmiciôn, deducir 
todo de una manera puramente matemàtica y hacer de la mecànica una teoria mate- 
mâtica, cuando la mecànica es una descripciôn de la naturaleza. Estableciendo 
postulados adecuados, siempre es posible construir un sistema matemâtico, tal como 
lo hizo Euclides, pero no podemos hacer una matemàtica del mundo, porque tarde o 
temprano tenemos que averiguar si los axiomas son vàlidos para los objetos de la 
naturaleza. Asi que inmediatamente llegamos a enredarnos con estos complicados y 
“sucios” objetos de la naturaleza, pero co'n aproximaciones siempre crecientes en 
exactitud. 


12-2 Roce 

Las consideraciones anteriores demuestran que una verdadera comprensiôn de 
las leyes de Newton requiere una discusiôn de las fuerzas, y el propôsito de este 
capitulo es introducir tal discusiôn, como una especie de complementaciôn de las 
leyes de Newton. Ya hemos estudiado las defmiciones de aceleraciôn e ideas relacio- 
nadas, pero ahora tenemos que estudiar las propiedades de las fuerzas, y este capi¬ 
tulo, a diferencia de los capitulos precedentes, no serâ muy preciso, porque las 
fuerzas son bastante complicadas. 

Para empezar con una fuerza en particular, consideremos la resistencia al avance 
que expérimenta un aeroplano que vuela por el aire. <,Cuàl es la ley para esa fuerza? 
(Seguro que existe una ley para cada fuerza, jdebemos tener una ley!) Dificilmente 
podriamos pensar que la ley para esa fuerza fuera sencilla. Procuren imaginar que 
es lo que causa la resistencia al avance de un aeroplano que vuela por el aire -el 
aire fluyendo velozmente sobre las alas, el remolino en el dorso, los cambios que se 
original alrededor del fuselaje y muchas otras complicaciones-, y se darân 
cuenta que no habrâ una ley sencilla. Por otro lado, es un hecho notable que la 
fuerza de resistencia sobre un aeroplano sea aproximadamente igual a una constante 
por el cuadrado de la velocidad, of~ cv 2 . 

Ahora, ^cuàl es la naturaleza de esa ley? ^Es anâloga a F = ma? De nin- 
guna manera, porque en primer lugar ésta es una ley empirica que se obtiene “grosso 
modo" por pruebas efectuadas en un tünel de vientô. Ustedes dirân: “Bien, puede 
que F = ma sea empirica también.” Esa no es razôn para que exista diferencia. La 
diferencia no està en que sea empirica, sino que, como entendemos la naturaleza, 
esta ley es el resultado de un complejo enorme de eventos y no es, fundamentalmen- 
te, una cosa sencilla. Si seguimos estudiândola mâs y mâs, midiendo cada vez con 
mayor exactitud, la ley continuarâ tornàndose mâs complicada y no menos. En otras 
palabras, al estudiar esta ley de resistencia al avance de un aeroplano mâs y màs 
detenidamente, encontramos que es “mâs y mâs falsa”, y mientras mâs profunda- 
mente la estudiamos y mientras mâs exactamente midamos, tanto mâs complicada 
llega a ser la verdad; de manera que en ese sentido consideramos que no résulta de 
un proceso sencillo y fundamental, lo que concuerda con nuestra suposiciôn ori¬ 
ginal. Por ejemplo, si la velocidad es extremadamente baja, tan baja que un aero¬ 
plano comûn no vuela, tal como sucede cuando el aeroplano es arrastrado lenta- 
mente por el aire, entonces la ley cambia, y el roce dépende mâs bien linealmente de 
la velocidad. Para considerar otro ejemplo, la fuerza de roce sobre una pelota o 
burbuja, o cualquier cosa que se mueva lentamente en 


un liquido viscoso como la miel, es proporcional a la velocidad, pero para movimien- 
tos tan ràpidos que el fluido se arremolina (no sucede con la miel, pero si con el 
agua y el aire), entonces la resistencia por roce es casi proporcional al cuadrado 
de la velocidad (F = cv 1 ), y si la velocidad continua aumentando, también esta ley 
empieza a fallar. Las personas que dicen: “Bien, el coeficiente varia muy poco”, 
estân esquivando la discusiôn. Segundo, existen otras grandes complicaciones: <,pue- 
de descomponerse esta fuerza que actùa sobre el aeroplano o ser analizada como 
una fuerza que actûa sobre las alas, una fuerza al frente, y asi sucesivamente? De 
hecho, esto puede hacerse. si nos preocupamos de los torques que actùan por aqui 
y por alla, pero entonces tendremos que obtener leyes especiales para las fuerzas 
en las alas, etc. Es un hecho asombroso que la fuerza que actùa en un ala dependa 
de la otra ala: en otras palabras, si desarmamos el aeroplano y colocamos una sola 
ala en el aire, la fuerza no es la misma que cuando el resto del aeroplano estâ pré¬ 
sente. La razôn, por supuesto, es que parte del viento que da al frente se mueve al¬ 
rededor de las alas y cambia las fuerzas sobre las alas. Parece un milagro que 
exista tal ley empirica sencilla y aproximada que pueda utilizarse en el diseno de 
aeroplanos, pero esta ley no se encuentra en la misma clase de las leyes bâsicas 
de la fisica, y un estudio mâs amplio de ella solo la harâ cada vez mâs complicada. 
Un estudio sobre como dépende el coeficiente c de la forma de la parte frontal del 
aeroplano es, para ponerlo en términos suaves, para desanimar a cualquiera. Simple- 
mente no existe una ley sencilla para determinar el coeficiente en términos de la 
forma del aeroplano. Por el contrario, la ley de la gravitaciôn es sencilla y un ma- 
vor estudio solo révéla una mayor simplicidad. 

Acabamos de discutir dos casos de roce, que resultan del movimiento râpido 
en el aire y el movimiento lento en la miel. Existe otra clase de roce, llamado roce 
seco. o roce por deslizamiento que ocurre cuando un cuerpo sôlido desliza sobre 
otro. En este caso se necesita una fuerza para mantener el movimiento. Se la llama 
fuerza de roce y su origen también es un asunto muy complicado. Ambas superfi¬ 
cies de contacto son irregulares a nivel atômico. Hay muchos puntos de contacto en 
que los âtomos parecen pegarse unos a otros y entonces, al arrastrar el cuerpo des- 
lizante, los âtomos se separan y surge vibraciôn; algo asi tiene que suceder. Antes el 
mecanismo de este roce se creia muy sencillo, que las superficies estaban solamente 
llenas de irregularidades y el roce se originaba al levantarse el cuerpo resbalante 
sobre las protuberancias; pero esto no puede ser, porque no hay pérdida de energia 
en ese proceso, ya que de hecho se consume potencia. El mecanismo de la pérdida 
de potencia es que al pasar el deslizador por sobre los obstâculos, los obstàculos 
se deforman y entonces generan ondas y movimientos atômicos y, después de un 
rato, calor en los dos cuerpos. Ahora bien, es muy notable que de nuevo, empirica- 
mente, este roce pueda ser descrito en forma aproximada mediante una ley sencilla. 
Esta ley es que la fuerza necesaria para vencer el roce y arrastrar un objeto sobre 
otro dépende de la fuerza normal (esto es, perpendicular a la superficie) entre las 
dos superficies en contacto. En realidad, con una buena aproximaciôn, la fuerza de 
roce es proporcional a la fuerza normal, y tiene un coeficiente màs o menos cons¬ 
tante; esto es, 

F = nN, (12.1) 


en que /u se llama cgeficiente de roce (Fig. 12-1). A pesar de que este coeficiente 
no es exactamente constante, la formula es una buena régla empirica para juzgar en 
forma aproximada 
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Direcciôn del movimiento 


Fig. 12—1. La relaciôn entre fuerza de 
roce y la fuerza normal para un contacto 
deslizante. 


la cantidad de fuerza que se necesitarîa en ciertas circunstancias prâcticas de la in- 
genieria. Si la fuerza normal o la rapidez del movimiento aumenta demasiado, la ley 
falla, a causa del excesivo calor generado. Es importante darse cuenta de que cada 
una de estas leyes empiricas tiene sus limitaciones, mâs alla de las cuales no dan 
resultado. 

Que la formula F = fiN es aproximadamente correcta puede demostrarse por 
medio de un sencillo experimento. Armamos un piano inclinado en un àngulo 6 pe- 
queno y colocamos un bloque de peso W sobre el piano. Entonces inclinamos el 
piano para formar un àngulo mayor, hasta que el bloque apenas empieza a moverse 
a causa de su propio peso. La componente del peso hacia abajo a lo largo del piano 
es W sen 6, y ésta debe ser igual a la fuerza de roce F cuando el bloque se desliza 
uniformemente. La componente del peso normal al piano es W cos 6 y ésta es la 
fuerza normal N. Con estos valores, la formula llega a ser W sen 6 = /uW cos 6, 
de la que obtenemos /u = = tgQ. Si esta ley fuera exactamente vàlida, un 

objeto empezaria a deslizarse a una inclinaciôn determinada. Si el mismo bloque 
se carga con un peso adicional, a pesar que W aumenta, todas las fuerzas aumentan 
en la misma proportion y H 7 se cancela. Si /u permaneciera constante, el bloque con 
el peso adicional se deslizaria otra vez bajo el mismo àngulo de inclinaciôn. Cuando 
el àngulo 6 se détermina mediante el experimento con el peso original, se encuentra 
que con un mayor peso el bloque se deslizarà màs o menos bajo el mismo àngulo. 
Esto valdrâ aun cuando un cuerpo pese varias veces lo que pesa el otro, y asi, con- 
cluimos que el coeficiente de roce es independiente del peso. 

Al efectuar este experimento se nota que cuando el piano estâ inclinado mâs o 
menos en el àngulo 6 correcto, el bloque no se desliza uniformemente, sino que lo 
hace en forma vacilante. En algùn lugar puede detenerse, en otros puede moverse 
con cierta aceleraciôn. Este comportamiento indica que el coeficiente de roce es 
constante solo en forma aproximada y varia de lugar en lugar a lo largo del piano. 
El mismo comportamiento errâtico se observa estando el bloque cargado o no. Taies 
variaciones son causadas por diferentes grados de suavidad o rugosidad del piano y 
tal vez mugre, ôxidos, u otra materia extrada. Las tablas que dan los supuestos va¬ 
lores de fi para "acero sobre acero", "cobre sobre cobre” y otros por el estilo, son 
todas falsas, porque no toman en cuenta los factores mencionados mâs arriba, que 
en realidad son los que determinan /u. El roce nunca se debe a “cobre sobre cobre”, 
etcétera, sino que se debe a las impurezas que se adhieren al cobre. 

En un experimento del tipo que se ha descrito, el roce es aproximadamente inde¬ 
pendiente de la velocidad. Muchas personas creen que el roce que hay que vencer 
para empezar a mover algo (roce estàtico) excede la fuerza necesaria para mante- 
nerlo deslizando (roce resbalante), pero en metales secos es muy dificil demostrar 
que existe alguna diferencia. La opinion tiene su origen probablemente en las 
experiencias en que se presentan pequenas cantidades de aceite o lubricante, o en 
que bloques, por ejemplo, son sostenidos por resortes u otros soportes flexibles tal 
que parecen estar ligados. 


Es bastante dificil efectuar experimentos cuantitativos exactos sobre el roce, y las 
leyes del roce todavia no han sido muy bien analizadas, a pesar del alto valor que 
tiene para la ingenieria un anâlisis exacto. A pesar de que la ley F = fiN es bastante 
exacta una vez que las superficies han sido estandarizadas, la razôn para esta forma 
de ley en realidad no se comprende. Demostrar que fi es aproximadamente indepen¬ 
diente de la velocidad exige cierta expérimentation delicada, porque el roce aparente 
disminuye mucho si la superficie inferior vibra muy ràpido, Cuando el experimento 
se realiza a velocidades muy altas, hay que tener cuidado en que los objetos no 
vibren uno respecto del otro, ya que las disminuciones aparentes del roce a altas 
velocidades se deben a menudo a vibraciones. De todos modos, esta ley del roce es 
otra de esas leyes semiempiricas que no se comprenden perfectamente, y en vista de 
todo el trabajo que se ha hecho, es sorprendente que no se haya llegado a una 
mayor comprensiôn de este fenômeno. Actualmente, es imposible aûn estimar el 
coeficiente de roce entre dos sustancias. 


Ha quedado indicado mâs arriba que ensayos para medir /i haciendo resbalar 
sustancias puras, como cobre sobre cobre, llevan a resultados falsos, porque las 
superficies en contacto no son de cobre puro, sino mezclas de ôxido y otras impure¬ 
zas. Si procuramos obtener cobre absolutamente puro, si limpiamos y pulimos las 
superficies, desgasamos los materiales al vacio y tomamos todas las precauciones 
posibles, todavia no se obtiene fi. Porque, si inclinamos el aparato aûn hasta una 
posiciôn vertical, el cuerpo que desliza no va a caer -jlos dos pedazos de cobre se 
adhieren!-. ;E1 coeficiente fi, que generalmente es menor que la unidad para superfi¬ 
cies razonablemente duras, llega a ser varias veces la unidad! La razôn de este 
comportamiento inesperado es que cuando los âtomos en contacto son todos de la 
misma naturaleza, no hay manera de que los âtomos “sepan” que estàn en diferen¬ 
tes pedazos de cobre. Cuando hay otros âtomos, en los ôxidos y en las grasas y 
lâminas superficiales delgadas mâs complicadas de contaminantes entre ellas, los 
âtomos "saben" cuândo no estàn en la misma parte. Cuando consideramos que son 
las fuerzas entre los âtomos las que mantienen unido el cobre como un sôlido, debe 
quedar claro que es imposible obtener el correcto coeficiente de roce para metales 
puros. 

El mismo fenômeno puede observarse en un sencillo experimento casero, ejecu- 
tado con una plancha de vidrio y un vaso de vidrio. Si se coloca el vaso sobre la 
plancha y se tira con un hilo desliza bastante bien y uno puede sentir el coeficiente 
de roce; es un poquito irregular, pero es un coeficiente. Si ahora mojamos la plancha 
y la parte inferior del vaso y tiramos de él otra vez, encontramos que se adhieren y 
si observamos detenidamente, encontraremos que se rayan, porque el agua puede 
separar la grasa y otras materias extranas de la plancha, y entonces tenemos en 
realidad contacto entre vidrio y vidrio; este contacto es tan bueno que se mantiene 
ajustado y se résisté tanto a la separaciôn que el vidrio se rompe; es decir, produce 
rayas. 


12-3 Fuerzas moleculares 

A continuaciôn discutiremos las caracteristicas de las fuerzas moleculares. Estas 
son fuerzas entre los âtomos y constituyen el origen ûltimo del roce. Las fuerzas 
moleculares nunca han sido explicadas satisfactoriamente sobre la base de la fisica 
clàsica; se necesita de la mecânica cuântica para entenderlas plenamente. Sin em¬ 
bargo, empiricamente, la fuerza entre 
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àtomos es como se ilustra esquemâticamente en la figura 12-2, en que se grafica la 
fuerza entre àtomos en funciôn de la distancia r entre ellos. Existen diferentes ca- 
sos: en la molécula de agua, por ejemplo, las cargas negativas se encuentran en ma- 
yor cantidad en el oxigeno y las posiciones médias de las cargas negativas y de las 
cargas positivas no se encuentran en el mismo punto; en consecuencia, otra molécu¬ 
la cercana expérimenta una fuerza relativamente grande que se denomina fuerza 
dipolo-dipolo. Sin embargo, para muchos sistemas las cargas estân mucho mejor 
compensadas, en particular en el oxigeno gaseoso, que es perfectamente simétrico. 
En este caso, a pesar de que las cargas negativas y positivas estàn dispersas sobre 
la molécula, la distribuciôn es tal que el centro de las cargas negativas y el centro 
de las cargas positivas coinciden. Una molécula en la cual no coinciden los centros 
se denomina molécula polar, y la carga multiplicada por la separaciôn de los cen¬ 
tros se llama momento dipolar. Una molécula no polar es aquella en que los centros 
de las cargas coinciden. Para todas las moléculas no polares, en que todas las fuer- 
zas eléctricas se neutralizan, de todos modos résulta que la fuerza a una distancia 
muy grande es una atracciôn y varia inversamente con la séptima potencia de la 
distancia, o F = k/r\ en que k es una constante que dépende de las moléculas. 
Por qué es asi lo sabremos solo cuando aprendamos mecànica cuântica. Cuando 
hay dipolos las fuerzas son màs grandes. Cuando los àtomos o las moléculas se 
acercan demasiado se repelen con una fuerza repulsiva muy grande; jesto es lo que 
impide que al caer atravesemos el piso! 


Repulsion 


Fig. 12-2. La fuerza entre dos àtomos 
sn funciôn de su distancia de separaciôn. 


Estas fuerzas moleculares pueden mostrarse de una manera bastante directa: una 
de estas es el experimento de roce con un vaso de vidrio deslizante; otro consiste 
en tomar dos superficies cuidadosamente pulidas y limpias que son exactamente 
p anas, de manera que las superficies puedan juntarse muy estrechamente. Un ejem¬ 
plo de estas superficies son los bloques Johansson que se emplean en talleres de mâ- 
quinas como patrones para medir longitudes con précision. Si uno de estos bloques 
se hace deslizar sobre otro muy cuidadosamente y el de arriba se levanta, el otro se 
adnerira y tamb.en se levantarà debido a las fuerzas moleculares, constituyendo un 
ejemplo de atracciôn directa entre los àtomos de un bloque por los àtomos del otro. 

Sin embargo, estas fuerzas moleculares de atracciôn no son todavia fundamenta- 
les, en el sentido en que la gravitaciôn es fundamental; se deben a la vastamente 
compleja interaccion de todos los electrones y nûcleos de una molécula con todos 
los electrones y nucleos de la otra. Cualquier formula de apariencia sencilla que 
obtengamos représenta una suma de complicaciones, de manera que todavia no he- 
mos obtenido el fenômeno fundamental. 


Como las fuerzas moleculares atraen a grandes distancias y repelen a distancias 
cortas, como se muestra en la figura 12-2, podemos formar sôlidos en que todos los 
àtomos se mantienen unidos por sus atracciones, y se mantienen separados por la 
répulsion que se origina cuando estàn demasiado juntos. A una cierta distancia d 
(donde el gràfico de la figura 12-2 cruza el eje) las fuerzas son cero, lo que 
significa que estàn equilibradas, de manera que las moléculas se mantienen sepa- 
radas a esa distancia entre si. Si las moléculas se comprimen hasta acercarse a una 
distancia inferior a d, todas muestran una répulsion representada por la parte del 
gràfico que se encuentra sobre el eje r. Comprimir las moléculas solo ligeramente 
exige una gran fuerza, porque la répulsion molecular se torna râpidamente muy 
grande a distancias inferiores a d. Si las moléculas se separan ligeramente, se sus¬ 
cita una leve atracciôn que aumenta al aumentar la separaciôn. Si son separadas con 
fuerza suficiente, se separarân permanentemente -la ligadura se rompe. 


Si las moléculas son comprimidas solo una distancia muy pequefia, o separadas 
solo una distancia muy pequefia màs allâ de d, la correspondante distancia a lo 
largo de la curva de la figura 12-2 es también muy pequefia y puede aproximarse 
a una linea recta. Por consiguiente, en muchas circunstancias, si el desplazamiento 
no es demasiado grande, la fuerza es proporcional al desplazamiento. Este principio 
se conoce como ley de Hooke, o ley de la elasticidad, que dice que la fuerza que 
actûa sobre un cuerpo y que trata de restaurar el cuerpo a su condiciôn original 
cuando ha sido deforntado es proporcional a la deformaciôn. Esta ley, por su- 
puesto, es vàlida solo cuando la deformaciôn es relativamente pequefia; cuando 
aumenta demasiado, el cuerpo de despedaza o quiebra dependiendo de la clase 
de deformaciôn. Los valores de la fuerza, para los cuales la ley de Hooke es 
vàlida, dépende del material; por ejemplo, para masa o masilla la fuerza es muy pe¬ 
quefia, pero para el acero es relativamente grande. La ley de Hooke puede ser de 
mostrada bastante bien por medio de un resorte largo hecho de acero y suspendido 
verticalmente. Un peso apropiado colgado en el extremo inferior del resorte produce 
una pequefia torsion a lo largo del alambre, que résulta en una pequefia deflexiôn 
vertical en cada vuelta y totaliza un gran desplazamiento si tiene muchas vueltas. 
Si se mide el alargamiento total producido, digamos que por un peso de 100 gramos. 
se encuentra que agregando pesas de 100 gramos. cada una producirà un alarga¬ 
miento adicional que es muy cercanamente igual al estiramiento que se midiô para 
los primeras 100 gramos. Este cociente constante entre la fuerza y el alargamiento 
empieza a cambiar cuando se sobrecarga el resorte, esto es, la ley de Hooke y a no 
se cumple. 


12-4 Fuerzas fundamentales. Campos 

Ahora discutiremos las ùnicas fuerzas restantes que son fundamentales. Las 11a- 
mamos fundamentales en el sentido de que sus leyes son fundamentalmente sencillas. 
Primera discutiremos la fuerza eléctrica. Los objetos son portadores de cargas eléc¬ 
tricas que simplemente consisten en electrones o protones. Si dos cuerpos cuales- 
quiera estàn cargados eléctricamente, existe una fuerza eléctrica entre ellos y si las 
magnitudes de las cargas son q x y q z . respectivamente, la fuerza varia en razôn in¬ 
versa al cuadrado de la distancia entre las cargas o F= (const.) q t q 2 /r 2 . Para 
cargas distintas esta ley es similar a la ley de gravitaciôn, pero para cargas de signos 
iguales la fuerza es repulsiva y el signo (direcciôn) se invierte. Las cargas q x y q 2 
pueden ser intrinsecamente positivas 
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o negativas y en cualquier aplicaciôn especifica de la formula, la direcciôn de la 
fuerza resultarâ correcta si a las q se les da el signo mâs o menos apropiado; 
la fuerza estâ dirigida a lo largo de la linea entre las dos cargas. La constante en la for¬ 
mula dépende, por supuesto, de las unidades que se utilicen para la fuerza, la 
carga y la distancia. Corrientemente la carga se mide en coulombs, la distancia en 
métros y la fuerza en newtons. Entonces, para obtener la fuerza en newtons, la cons¬ 
tante (que por razones histôricas se escribe 1/4 ;t£ 0 ) toma el valor numérico 

e 0 = 8.854 X 10 -12 coul 2 /newton • m 2 


l/47r€ 0 = 8.99 X 10° n • m 2 /coul 2 . 

De manera que la ley de la fuerza para cargas estâticas es 

F = q } q 2 r/47re 0 f 3 . (12.2) 

En la naturaleza, la carga màs importante de todas es la de un électron, que es 
1,60 = 10“ 19 coulomb. Al trabajar con fuerzas eléctricas entre particulas fundamen- 
tales en vez de cargas grandes, muchos prefieren la combinaciôn (<7 el ) 2 /4zrf 0 , en que 
q d se define como la carga de un électron. Esta combinaciôn ocurre frecuentemente 
y para simplificar los câlculos se ha definido por el simbolo e 2 ; su valor numérico en 
el sistema MKS de unidades résulta ser (1,52 x 10~ 14 ) 2 . La ventaja de usar la cons¬ 
tante en esta forma es que la fuerza entre dos electrones, en newtons, puede escri- 
birse sencillamente como e 2 /r 2 , con r en métros, sin ninguna de las constantes indivi- 
duales. Las fuerzas eléctricas son mucho mâs complicadas que lo que indica esta 
sencilla formula, ya que la formula da la fuerza entre dos objetos solo cuando los 
objetos estân en reposo. Pronto consideraremos el caso màs general. 


En el anâlisis de fuerzas de naturaleza mâs fundamental (no de fuerzas taies 
como el roce, sino de fuerzas eléctricas o gravitacionales), se ha desarrollado un 
concepto muy interesante e importante. Ya que a primera vista las fuerzas son mu¬ 
cho màs complicadas que lo que indica la ley de la inversa del cuadrado y estas 
leyes son vâlidas solo cuando los cuerpos que interactùan estân en reposo, se nece- 
sita un metodo mejorado para tratar las fuerzas muy complejas que resultan cuan¬ 
do los cuerpos empiezan a moverse en forma complicada. La experiencia ha demos- 
trado que un enfoque, conocido -como concepto. de.“campo ”, es muy ùtil en el anâ¬ 
lisis de fuerzas de este tipo. Con el fin de ilustrar la idea para fuerzas eléctricas. 
digamos, supongan que tenemos dos cargas eléctricas q, y q 2 colocadas en los pun- 
tos P y R respectivamente. Entonces la fuerza entre las cargas estâ dada por 

F = q 1 q 2 r/r*. (12.3) 

Para analizar esta fuerza mediante el concepto de campo, decimos que la carga q x 
en P produce una “condition” en R, tal que cuando la carga q 2 se coloca en R 
"siente" la fuerza. Esta es una forma, extraira quizâ, de describirla; decimos que la 
fuerza F sobre q 2 en R puede ser escrita en dos partes. Es q 2 multiplicada por una 
cantidad E que estaria ahi, estuviese o no q 2 , (siempre que mantengamos todas las 
demàs cargas, 


en sus respectivos lugares). Decimos que E es la “condition ” producida por <?, y 
F es la respuesta de q 2 a E. E se denomina campo eléctrico y es un vector. La for¬ 
mula para el campo eléctrico E que se produce en el punto R debido a la carga q x 
en P es la carga q x multiplicada por la constante 1 /4 tt£ 0 dividido por r 1 (r es la 
distancia de P a R) y actûa en la direcciôn del radio vector (el radio vector r divi¬ 
dido por su propia longitud). La expresiôn para E es asi: 

E = qir/4ire 0 r 3 . (12.4) 

Entonces escribimos 

F = q 2 E, (12.5) 

que expresa la fuerza, el campo y la carga en el campo. ^Cuâl es el propôsito de 
todo esto? El propôsito es dividir el anâlisis en dos partes. Una parte dice que algo 
produce un campo. La otra parte dice que algo es influenciado por el campo. Al 
observar estas dos partes independientemente, esta séparation en el anâlisis simpli 
fica el câlculo de un problema en muchas situaciones. Si estân présentes muchas 
cargas, primero calculants el campo eléctrico total producido en R por todas las 
cargas, y luego, conociendo la carga que se coloca en R, encontramos la fuerza que 
actûa sobre elia. 

En el caso de la gravitation podemos hacer exactamente lo mismo. En este caso, 
en que la fuerza F = —Gm l m 2 r/r 3 , podemos hacer un anâlisis anàlogo, como sigue: 
la fuerza que actûa sobre un cuerpo en un campo gravitacional es igual a la masa 
del cuerpo por el campo C. La fuerza sobre sobre m , es la masa m 2 multiplicada 
por el campo C producido por m,; esto es F = m 2 C. Entonces el campo C produci¬ 
do por un cuerpo de masa m, es C = -Gm , r /r 3 y estâ dirigido radialmente como 
en el caso eléctrico. 

A pesar de lo que pueda parecer en un principio, este separar una parte de la 
otra no es una trivialidad. Séria trivial, solo otra manera de escribir lo mismo, si las 
leyes de fuerza fueran sencillas, pero las leyes de fuerza son tan complicadas, que 
résulta que los campos tienen una realidad que es casi independiente de los objetos 
que los crean. Uno puede hacer algo asi como agitar una carga y producir un efecto, 
un campo, a cierta distancia; si entonces uno déjà de agitar la carga, el campo sigue 
el curso de todo lo pasado, porque la interacciôn de las dos particulas no es instan- 
tànea. Es deseable tener alguna forma de recordar lo que pasô previamente. Si la 
fuerza sobre alguna carga dépende de donde estaba otra carga ayer, y lo que es 
asi, entonces necesitamos un mecanismo para seguir la pista de loqque sucediô ayer, 
y ésa es la indole del campo. De manera que, cuando las fuerzas se vuelven mâs 
complicadas, el campo se hace mâs y mâs real y esta técnica llega a ser menos y 
menos una separaciôn artificial. 


Al analizar las fuerzas por medio de campos, necesitamos dos clases de leyes 
relacionadas con los campos. La primera es la respuesta a un campo, que da las 
ecuaciones de movimiento. Por ejemplo, la ley de respuesta de una masa a un cam¬ 
po gravitacional es que la fuerza es igual a la masa por el campo gravitacional; o, 
si también existe una carga en el cuerpo, la respuesta de la carga al campo eléctrico 
es igual a la carga por el campo eléctrico. La segunda parte del anâlisis de la 
naturaleza en estas situaciones es formular las leyes que determinan la intensidad 
del campo y cômo se produce. 
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A veces a estas leyes se las denomina ecuaciones de campo. Aprenderemos màs 
sobre ellas a su debido tiempo, pero escribiremos algunas cosas ahora. 

Primero, el hecho màs notable de todos, el cual es exactamente verdadero y que 
se puede comprender fâcilmente, es que el campo eléctrico total producido por 
varias fuentes es la suma vectorial de los campos eléctricos producidos por la pri¬ 
mera fuente, la segunda y asi sucesivamente. En otras palabras, si tenemos numéro 
sas cargas produciendo un campo y si una sola puede producir el campo E,, otra 
puede producir el campo E 2 y asi sucesivamente, entonces sumamos los vectores 
para obtener el campo total. Este principio puede expresarse asi 

E = Ei + E 2 + E 3 + ••• (12.6) 

o, en vista de las definiciones dadas màs arriba. 


E =£- 


(12.7) 


^Puede aplicarse el mismo método a la gravitaciôn? La fuerza entre dos masas 
m l y m 2 fue expresada por Newton como F = Gm x m 2 r/r 3 . Pero segûn el concepto 
de campo, podemos decir que m x créa un campo C en todo el espacio que la rodea, 
de manera que la fuerza sobre m 2 esta dada por 

F = m 2 C. (12.8) 


Por analogia compléta con el caso eléctrico 

C = -Gmj./r? (12.9) 

y el campo gravitacional producido por varias masas es 


C = Ci + C 2 + C 3 + • • • (12.10) 

En el capitulo 7, al resolver un caso sobre moyimiento planetario en esencia emplea- 
mos este principio. Sencillamente sumamos todos los vectores fuerza para obtener la 
fuerza résultante sobre un planeta. Si dividimos por la masa del planeta en cuestiôn, 
obtenemos la ecuaciôn (12.10). 

Las ecuaciones (12.6) y (12.10) expresan lo que se conoce como principio de 
superposieiôn de campos. Este principio dice que el campo total debido a todas las 
fuentes es la suma de los campos debidos a cada fuente. Por lo que sabemos hoy 
dia, para la electricidad esta es una ley que podemos garantizar de una manera ab- 
soluta, que es valida aunque la ley de fuerza es complicada a causa de los movimien- 
tos de las cargas. Hay violaciones aparentes, pero un anâlisis mâs cuidadoso ha 
demostrado siempre que se deben a no haber tomado en cuenta cierta carga en mo- 
vimiento. Sin embargo, a pesar de que el principio de superposieiôn se aplica con 
exactitud a fuerzas eléctricas, no es exacto para la gravedad si el campo es dema- 
siado intenso y la ecuaciôn de Newton (12.10) es solo aproximada segùn la 
teoria gravitacional de Einstein. 

Estrechamente relacionada con la fuerza eléctrica existe otra clase. denominada 
fuerza magnética. y esta también se analiza en términos de un campo. Algunas de 
las relaciones cualitativas entre fuerzas eléctricas y magnéticas pueden ser ilustradas 
mediante un experimento con un tubo 


de rayos electrônicos (figura 12-3). En un extremo de ese tubo hay una fuente que 
emite un chorro de electrones. Dentro del tubo hay dispositivos para acelerar los 
electrones a una velocidad ,alta y enviar algunos de ellos en un haz estrecho a una 
pantaila fluorescente en el otro extremo del tubo. Un punto luminoso brilla en el 
centra de la pantaila donde golpean los electrones y esto hace posible trazar la tra- 
yectoria de los electrones. En el trayecto hacia la pantaila, el haz de electrones pasa 
por un espacio estrecho entre un par de plaças metâlicas paralelas colocadas, diga- 
mos, horizontalmente. Se puede aplicar un voltaje entre las plaças metâlicas, de ma¬ 
nera que cualquier plaça puede hacerse negatfva a voluntad. Cuando hay un voltaje 
asi, existe un campo eléctrico entre las plaças. 



I L Canon electrônico [ K 
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Fig. 12-3. Un tubo de haz de electrones. 


La primera parte del experimento consiste en aplicar un voltaje negativo a la 
plaça inferior, lo cual signifïca que se han colocado electrones adicionales en la 
plaça inferior. Como cargas iguales se repelen, el punto luminoso en la pantaila se 
desplaza instantàneamente hacia arriba. (También podriamos decir esto de otra 
manera: los electrones “sintieron” el campo y respondieron desviândose hacia 
arriba.) A continuaciôn invertimos el voltaje haciendo negativa la plaça superior. 
Ei punto luminoso en la pantaila salta ahora debajo del centre, demostrando que los 
electrones del haz fueron repelidos por la plaça de encima de ellos. (O podriamos 
decir otra vez que los electrones “respondieron ” al campo, que ahora tiene direc- 
ciôn inversa.) 

La segunda parte del experimento consiste en desconectar el voltaje de las plaças 
y probar el efecto de un campo magnético sobre el haz de electrones. Esto se hace 
por medio de un imàn en forma de herradura, cuyos polos estân lo suficientemente 
separados como para abarcar mâs o menos el tubo. Supongan que sujetamos el 
imân por debajo del tubo con la misma orientaciôn de la letra U, con sus polos 
hacia arriba y con una parte del tubo por el medio. Notamos que el punto luminoso 
se desvia, digamos, hacia arriba, al acercar el imàn al tubo desde abajo. De manera 
que parece que el imân repele el haz de electrones. Sin embargo, esto no es tan sen- 
cillo, porque si invertimos el imàn sin invertir los polos lado por lado y lo acercamos 
al tubo desde arriba, el punto luminoso se mueve todavia hacia arriba, de manera 
que el haz de electrones no es repelido; por el contrario, parece que fuera atraido 
esta vez. Ahora, empecemos otra vez, volviendo el imàn a su orientaciôn U original 
y manteniéndolo por debajo del tubo como antes. Si, el punto todavia se desvia 
hacia arriba; pero ahora giremos el imân en 180° alrededor de un eje vertical, de 
manera que todavia esté en la posiciôn U, pero los polos estàn invertidos lado por 
lado. Observen, ahora el punto salta hacia abajo y se mantiene abajo, aunque invir- 
tamos el imàn y lo acerquemos desde arriba como antes. 
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Para comprender este extrano comportamiento, debemos tener una nueva combi- 
naciôn de fuerzas. Lo explicamos asi: Entre los polos del imân existe un campo mag- 
nético. Este campo tiene una direcciôn que siempre sale de un polo en particular 
(que podriamos marcar) y entra al otro. Al invertir el imân no cambiô la direcciôn 
del campo, pero al invertir los polos lado por lado, se invirtiô la direcciôn. Por 
ejemplo, si la velocidad de los electrones fuera horizontal en la direcciôn x y el 
campo magnético fuera también horizontal, pero en la direcciôn y, la fuerza mag- 
nética sobre los electrones en movimiento séria en la direcciôn z, esto es, hacia arri- 
ba o hacia abajo dependiendo de si el campo estaba en la direcciôn y positiva o 
negativa. 

A pesar de que ahora no daremos la ley correcta de la fuerza entre las cargas 
que se mueven en forma arbitraria unas respecto a otras, porque es demasiado com- 
plicada, daremos un aspecto de ella: la ley compléta de las fuerzas si se conocieran 
los campos. La fuerza que actûa sobre un objeto cargado dépende de su movimien¬ 
to; si existiese una fuerza, cuando el objeto està en reposo en un lugar determinado, 
ésta se torna proporciona! a la carga; el coeficiente es lo que llamamos campo 
eléctrico. Cuando el objeto se mueve la fuerza nuede ser diferente y la correcciôn, 
la nueva “parte” de la fuerza, résulta ser exactamente dependiente linealmente de la 
velocidad, pero perpendicular a v y a otra cantidad vectorial que llamamos induc- 
ciôn magnética. B. Si las componentes del campo eléctrico E y la induction magné- 
tica B son, respectivamente (E x , E r , E.) y (B x , B r , i?.), y si la velocidad v tiene las 
componentes (v x , v } „ vJ, entonces la fuerza magnética y eléctrica total que actüa 
sobre una carga q en movimiento, tiene las componentes. 

F x = q(E x + v y B z - v z B v ), 

F y = q{E v + v z B x - v x B z ), (12.11) 

F t = q(E z + v x B u - v v B x ). 

Si, por ejemplo, la ûnica componente del campo magnético fuera B y y la ûnica com- 
ponente de la velocidad fuera v ( , el ünico término que queda en la fuerza magnética 
séria una fuerza en la direcciôn z, perpendicular a B y a v. 


12-5 Seudofuerzas 

La siguiente clase de fuerza que discutiremos podria llamarse seudofuerza. En 
el capitulo 11 discutimos la relaciôn entre dos personas. Juan y Pedro, que utilizan 
distintos sistemas de coordenadas. Supongamos que las posiciones de una particula 
mediadas por Juan sean .v y por Pedro x’; entonces las leyes son como sigue: 

x = x' + s, y = y’, z = z', 

en que s es el desplazamiento del sistema de Pedro relativo al de Juan. Si suponemos 
que las leyes de movimiento son correctas para Juan, £qué aspecto tienen para Pe¬ 
dro? Primera encontramos que 

dx/dt — dx'/dt + ds/dt. 


Anteriormente consideramos el caso en que s era constante y encontramos que s 
no influia en las leyes de movimiento, y a que ds/dt = 0; en ultima instancia, enton¬ 
ces, las leyes de la fisica eran las mismas en ambos sistemas. Pero otro caso que 
podemos considerar es que s = u t, en que u es una velocidad uniforme en linea 
recta. Entonces s no es constante y ds/dt no es cero, sino que es u, una constante. 
Sin embargo, la aceleraciôn cPx/dt 2 es aün igual a Ex! /dt 2 , porque du/dt = 0. Esto 
demuestra la ley que empleamos en el capitulo 10, esto es, que si nos movemos en 
linea recta con velocidad uniforme, las leyes de la fisica nos pareceràn las mismas 
que cuando estamos en reposo. Esta es la transformation de Galileo. Pero queremos 
discutir el interesante caso en que s es todavia mâs complicado, digamos s = at 2 /2. 
Entonces ds/dt = at y cPs/dt 2 = a, una aceleraciôn uniforme; o en un caso todavia 
mâs complicado, la aceleraciôn podria ser funciôn del tiempo. Esto significa que, 
a pesar de que las leyes de fuerza desde el punto de vista de Juan serian 



las leyes de la fuerza como vistas por Pedro parecerian 



Esto es, como el sistema de coordenadas de Pedro està acelerando con respecto al 
de Juan, el termino extra ma entra en escena, y Pedro tendra que corregir sus fuer¬ 
zas en esa cantidad para conseguir que funcionen las leyes de Newton. En otras 
palabras, he aqui una nueva fuerza aparente y misteriosa de origen desconocido, 
que aparece, por supuesto, porque Pedro tiene un sistema de coordenadas equivoca- 
do. Este es un ejemplo de seudofuerza; otros ejemplos ocurren en sistemas de coor¬ 
denadas que rotan. 

Otro ejemplo de seudofuerza es la que a menudo se denomina "fuerza centri- 
fuga”. Un observador en un sistema de coordenadas que rota, por ejemplo una caja 
que rota, encontrarâ fuerzas misteriosas no explicadas por ningùn origen de fuerza 
conocido, que ianza los objetos hacia afuera contra las paredes. Estas fuerzas se 
deben sencillamente al hecho de que el observador no tiene el sistema de coordena¬ 
das de Newton, el cual es el sistema de coordenadas mâs sencillo. 

Una seudofuerza puede ilustrarse por medio de un interesante experimento en 
que empujamos un jarro con agua sobre una mesa con aceleraciôn. La gravedad, 
por supuesto, actûa hacia abajo sobre el agua, pero debido a la aceleraciôn horizon¬ 
tal existe también una seudofuerza que actûa horizontalmente y en sentido contrario 
a la aceleraciôn. La résultante de la gravedad y la seudofuerza forma un ângulo con 
la vertical y durante la aceleraciôn la superficie del agua serà perpendicular a la 
fuerza résultante, esto es, oblicua con respecto a la mesa, con el agua a un nivel mâs 
alto en el lado posterior del jarro. Cuando déjà de actuar la fuerza que cmpuja al 
jarro y éste disminuye la velocidad debido al roce, la seudofuerza se invierte. y cl 
nivel del agua es mâs alto en la parte delantera del jarro (Fig. 12 4). 

Un aspecto muy importante de las seudofuerzas es que son siempre proporciona 
les a las masas; lo mismo es cierto para la gravedad. Existe la posibilidad, por 
consiguiente. 
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que la gravedad misma sea una seudofuerza. i,No es posible tal vez. que la gravita- 
ciôn se deba simplemente al hecho de que no tenemos el sistema de coordenadas 
apropiado? Después de todo, siempre podemos obtener una fuerza proporcional a 
la masa si imaginamos que un cuerpo esta acelerando. Por ejemplo, un hombre en- 
cerrado en una caja en reposo sobre la tierra se encuentra sujeto al piso del cajôn 
con una cierta fuerza que es proporcional a su masa. Pero si no estuviera la tierra 
y el cajôn estuviese en reposo, el hombre dentro del cajôn flotaria en el espacio. 
Por otro lado, si no existiera la tierra y algo estuviera lirando del cajôn propor- 
cionàndole la aceleraciôn g, el hombre en el cajôn, analizando la fisica, encontraria 
una seudofuerza que lo tiraria al piso, tal como lo hace la gravedad. 


Fig. 12-4. Ejemplo de seudofuerza. 


Einstein propuso la famosa hipôtesis de que las aceleraciones imitan a la gravi- 
taciôn, que las fuerzas de aceleraciôn (las seudofuerzas) no pueden distinguirse de 
las de gravedad; no es posible afirmar qué parte de una fuerza es gravedad y qué 
parte es seudofuerza. 

Puede que esté bien considerar la gravedad como una seudofuerza, decir que 
todos estamos sujetos a la tierra, porque estamos acelerando hacia arriba, pero ( ',qué 
diremos de la gente que vive en Madagascar, en el otro lado de la tierra, ^aceleran 
también ellos? Einstein encontrô que la gravedad podria considerarse como una 
seudofuerza solo en un punto a la vez, y sus consideraciones lo condujeron a suge- 
rir que la geometria del mundo es mâs complicada que la geometria euclidiana co- 
mùn. La présente discusiôn es solo cualitativa y no pretende dar una idea general. 
Para dar una idea aproximada de cômo la gravitaciôn podria ser el resultado de 
seudofuerzas, presentamos un ejemplo que es solamente geométrico y no représenta 
la situaciôn real. Supongan que vivimos en dos dimensiones y que no sabemos nada 
de una tercera. Pensamos que nos encontramos en un piano, pero supongan que 
estamos realmente en la superficie de una esfera. Y supongan que disparamos un 
objeto sobre este terreno, sin que actûe alguna fuerza sobre él. <,A dônde irâ? Pare- 
ceria ir en una linea recta, pero tienen que permanecer en la superficie de la esfera, 
en que la distancia màs corta entre dos puntos es a lo largo de un circulo mâximo; 
de manera que se mueve en un circulo mâximo. Si disparamos en igual forma otro 
objeto, pero en otra direcciôn, avanza en otro circulo mâximo. Porque pensamos 
que estamos en un piano, esperamos que los dos cuerpos continùen apartàndose 
linealmente con el tiempo, pero una observaciôn cuidadosa demostrarâ que si avan- 
zan suficientemente empiezan a juntarse otra vez, como si estuvieran atrayéndose. 
Pero no se estân atrayendo -solo existe algo "misterioso” en esta geometria- Este 
ejemplo en particular no describe correctamente la forma en que la geometria de 
Euclides es “misteriosa”, pero ilustra que si deformamos suficientemente la geome¬ 
tria es posible que toda gravitaciôn esté relacionada en alguna forma con seudofuer¬ 
zas; ésa es la idea general de la teoria einsteniana de la gravitaciôn. 
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12-6 Fuerzas nucleares 


Finalizamos este capitulo con una breve discusiôn sobre las ûnicas fuerzas res¬ 
tantes, que se denominan fuerzas nucleares. Estas fuerzas se encuentran dentro de 
los nücleos de los âtomos y, a pesar de que han sido muy discutidas, nadie ha cal- 
culado jamâs la fuerza que actûa entre dos nûcleos y, en realidad, hoy dia no se 
conoce ninguna ley para las fuerzas nucleares. Estas fuerzas tienen un alcance muy 
pequeno, que es mâs o menos como el tamano del nûcleo, tal vez 10 13 cm. Con 
particulas tan pequenas y a distancias tan cortas, solo son vàlidas las leyes de la 
mecânica cuântica, no asi las leyes newtonianas. En el anâlisis nuclear y a no pen¬ 
samos en funciôn de fuerzas y, en realidad, podemos reemplazar el concepto de 
fuerza por el concepto de energia de interacciôn entre dos particulas, un tema que se 
discutirâ mâs tarde. Cualquier formula que se pueda escribir sobre fuerzas nucleares 
es en cierto modo una burda aproximâciôn que omite muchas complicaciones; una 
puede ser como la que sigue: las fuerzas dentro del nûcleo no varian en razôn in¬ 
versa al cuadrado de la distancia, sino que se extinguen exponencialmente en cierta 
distancia r, como se expresa en F= (1/r 2 ) exp (—r/r 0 ), en que la distancia r 0 es del 
orden de 10~ 13 centimetros. En otras palabras, las fuerzas desaparecer. tan pronto 
como las particulas se encuentren a una distancia mayor que ésa a pesar de que son 
fuerzas muy grandes dentro del alcance 10~‘ 3 centimetros. Tal como se entienden 
hoy dia, las leyes de las fuerzas nucleares son muy complejas; no las entendemos 
de una manera sencilla y el problema de analizar el mecanismo fundamental de las 
fuerzas nucleares no estâ resuelto. Intentas de una soluciôn han llevado al 
descubrimiento de numerosas particulas extranas, los mesones n, por ejemplo, pero 
el origen de estas fuerzas permanece oscuro. 
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Trabajo y energia potencial (A) 


13-1 Energia de un cuerpo que cae 

13-2 Trabajo realizado por la gra- 
vedad 


13-3 La suma de energia 

13-4 Campo gravitacional de objetos 
grandes 


13-1 Energia de un cuerpo que cae 

En el capitulo 4 discutimos la conservaciôn de la energia. En esa discusiôn no 
empleamos las leyes de Newton, pero es, por supuesto, de gran interés entender cô- 
mo sucede que esa energia se conserve de hecho de acuerdo con estas leyes. Para 
mayor clandad empezaremos con el ejemplo mas simple posible, y después desarro- 
llaremos ejemplos mas y màs dificiles. 

El ejemplo mâs simple de conservaciôn de energia lo constituye un objeto que 
cae verticalmente, que se mueve solo en direcciôn vertical. Un objeto que cambia 
3 influencia de la gravedad solamente, tiene una energia cinética 
/ (o E.C.) debida a su movimiento durante la caida, y una energia potencial mgh, 
abreviada U o E.P., cuya suma es constante. 

Imv 2 + mgh = constante, 

E.C. E.P. 
o 

T + U .= constante. (13.1) 

Ahora nos gustaria demostrar la validez de esta afirmaciôn. ^Qué queremos decir 
con demostrar su validez? A partir de la segunda ley de Newton podemos decir 
tacilmente como se mueve el objeto, y es fâcil averiguar que la velocidad cambia 
con el tiempo es decir, que aumenta en proporciôn al tiempo y que la altura varia con 
el cuadrado del tiempo. De manera que si medimos la altura a partir de un punto 
cero donde el objeto esta en reposo, no es ningûn milagro que la altura sea igual al 
cuadrado de la velocidad multiplicada por un numéro de constantes. Sin embargo 
observemos esto un poco màs detenidamente. 

Averiguemos directamente a partir de la segunda ley de Newton cômo debe 
variar la energia cinética, tomando la derivada de la energia cinética con respecta 
al tiempo y despues empleando las leyes de Newton. Derivando i mv 2 respecta af 
tiempo, obtenemos F 


dT 

ch 


du 

m " dt ' 


(13.2) 
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ya que m se supone constante. Pero segun la segunda ley de Newton, m (dv/dt) ~ F, 
de modo que 

dT/dt = Fr. (13.3) 

En general, resultarâ ser F • v, pero en nuestro caso unidimensional dejémoslo como 
fuerza por velocidad. 

Ahora bien, en nuestro ejemplo simple la fuerza es constante, igual a — mg, una 
fuerza vertical (el signo menos indica que actûa hacia abajo), y la velocidad, por su¬ 
puesto, es la derivada de la posiciôn vertical", o altura h, respecto al tiempo. Asi la 
derivada de la energia cinética es -mg (dh/dt), cantidad que, milagro de milagros, jes 
la derivada de otra cosa! ;Es la derivada respecto al tiempo de mgh! Por consiguiente, 
a medida que pasa el tiempo, las variaciones de energia cinética y de la cantidad mgh 
son iguales y opuestas, de manera que la suma de las dos cantidades permanece cons¬ 
tante, Q.E.D. 


Fig. 13-1. Un objeto moviéndose sobre 
una curva sin roce bajo la acciôn de la gra¬ 
vedad. 


Hemos demostrado, partiendo de la segunda ley de Newton del movimiento, que 
la energia se conserva en los casos de fuerzas constantes, cuando sumamos la energia 
potencial mgh a la energia cinética {mv 2 . Ahora estudiemos esto un poco mâs y vea- 
mos si se puede generalizar y asi avanzar en nuestro conocimiento. ^Funciona solo 
en la caida libre o es màs general? Esperamos de nuestra discusiôn sobre la conser¬ 
vaciôn de la energia, que ésta dé resultados para un objeto que se mueve de un punto 
a otro en una especie de curva sin roce, bajo la influencia de la gravedad (Fig. 13-1). 
Si el objeto alcanza cierta altura h desde una altura original H, la misma formula séria 
correcta también, aunque la velocidad sea ahora en alguna direcciôn distinta de la ver¬ 
tical. Nos gustaria comprender por qué la ley es todavia correcta. Sigamos el mismo 
anàlisis, averiguando la derivada de la energia cinética con respecto al tiempo. Serà 
otra vez mv (dv/dt), pero m (dv/dt) es la derivada del môdulo del momentum, esto es, 
la fuerza en la direcciôn del movimiento, la fuerza tangencial F,. Asi 


dT du = 

dt m> ' dt 

Ahora bien, la velocidad es la derivada temporal de la distancia a lo largo de la cur¬ 
va, ds/dt, y la fuerza tangencial F, no es mg, sino que es menor en el cociente entre 
la distancia ds a lo largo del camino y la distancia vertical dh. En otras palabras. 
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de manera que 


Si ahora integramos, obtenemos, 



ya que los ds se cancelan. Asi, pues, tenemos — mg (dh/dt), que es igual a la deriva- 
da de mgh como antes. 

Para poder entender exactamente cômo funciona la conservaciôn de la energia 
en la mecânica en general, discutiremos en seguida cierto numéro de conceptos que 
nos ayudarân a analizarlo. 

Primero, discutiremos la variaciôn de la energia cinética en general en très dimen- 
siones. La energia cinética en très dimensiones es 


T = + vl + „*). 


Si derivamos esta ecuaciôn con respecto al tiempo, obtenemos très términos espan- 
tosos: 


dT 

dt 


X 1 dt 


(13.4) 


Pero m(dv x / dt) es la fuerza F x que actüa sobre el objeto en la direcciôn de x. De 
manera que el primer miembro de la ecuaciôn (13.4) es F x v x + F y v y + F z v z . Recor- 
dando nuestro càlculo vectorial reconocemos esto como F • v; por consiguiente. 


dT/dt = F v. (13,5) 

Este resultado puede deducirse mâs râpidamente como sigue: si a y b son dos vec- 
tores que dependen del tiempo, la derivada de a ■ b es, en general, 

d( a • b )/dt = a ■ db/dt + ( da/dt ) ■ b. (13.6) 

Entonces usamos esto en la forma a = b = v: 


d(jmr 2 ) ^ d(\ m y • v) dv ds 

dt dt m dt ' V V ' dt' 


(13.7) 


Debido a que los conceptos de energia cinética y energia en general son tan 
importantes, se han dado diversos nombres a los importantes términos en ecuacio- 
nes taies como éstas. \mv 2 se denomina, como sabemos, energia cinética. F • v se 
llama potencia: la fuerza que actüa sobre un objeto por la velocidad del objeto (pro- 
ducto escalar de vectores) es la potencia entregada al objeto por esa fuerza. Asi, 
pues, tenemos un maravilloso teorema: La variaciôn de la energia cinética de un 
objeto es igual a la potencia gastada por la fuerza que actüa sobre él. 

Sin embargo, para estudiar la conservaciôn de la energia queremos analizar esto 
mas detenidamente. Calculemos la variaciôn de la energia cinética en un tiempo 
dt muy corto. Si multiplicamos ambos miembros de la ecuaciôn (13.7) por dt, encon- 
tramos que la variaciôn diferencial de la energia cinética es la fuerza “escalar” la 
distancia diferencial en que se ha movido 

dT - F • ds. (13.8) 


AT = J* F • ds. (13.9) 

éQué significa esto? Significa que si un objeto se mueve de una manera cualquiera 
bajo la influencia de una fuerza, moviéndose en una cierta clase de trayectoria cur- 
va, entonces la variaciôn de E.C. cuando va de un punto a otro a lo largo de la 
curva es igual a la intégral de la componente de la fuerza segün la curva, por el 
desplazamiento diferencial ds, efectuândose la integraciôn de un punto al otro. Esta 
intégral también tiene nombre; se llama trabajo efectuado por la fuerza sobre el 
objeto. Vemos inmediatamente que potencia es trabajo realizado por segundo. Mé¬ 
mos también que es sôlo una componente de la fuerza en la direcciôn del movimiento 
la que contribuye al trabajo efectuado. En nuestro sencillo ejemplo, las fuerzas eran 
sôlo verticales y tenian una sola componente, digamos F z igual a -mg. No importa 
cômo se mueve el objeto en esas circunstancias, cayendo en parâbola por ejemplo, 
F • ds, que se puede escribir como: FfLx + Fjdy + F 7 dz, se reduce a F,dz — -mg dz, 
porque las otras componentes de la fuerza son cero. Por consiguiente, en nuestro caso 
sencillo: 


F ■ ds = J —mg dz = - mg(z 2 - Zi), (13.10) 

de manera que otra vez descubrimos que sôlo la altura vertical desde la que cae el 
objeto es la que contribuye a la energia potencial. 

Una palabra sobre unidades. Puesto que las fuerzas se miden en newtons y mul¬ 
tiplicamos por una distancia para obtener trabajo, el trabajo se mide en newton • 
• métros (n • m), pero a la gente no le gusta decir newton-metros, sino que prefiere 
decir joules (J). Un newton-metro se denomina joule: el trabajo se mide en joules. 
Potencia, entonces, es joules por segundo y a esto se le llama watt (W). Si multi¬ 
plicamos watts por el tiempo, el resultado es el trabajo efectuado. El trabajo que 
efectùa la compania eléctrica en nuestras casas, técnicamente hablando, es igual 
a los watts por el tiempo. De ahi obtenemos cosas taies como kilowatt-hora, 1.000 
watts por 3.600 segundos o sea 3,6 x 10 6 joules. 

Tomemos ahora otro ejemplo de la ley de conservaciôn de la energia. Conside- 
remos un objeto que tiene inicialmente energia cinética y que se mueve muy râpido 
y que resbala sobre el piso con roce. Se detiene. Al comienzo la energia cinética 
no es cero, pero al final es cero; hay trabajo efectuado por las fuerzas, porque 
cuando hay roce siempre hay una componente de la fuerza en direcciôn opuesta a la 
del movimiento, de manera que la energia se pierde paulatinamente. Pero ahora con- 
sideremos una masa ubicada en el extremo de un pivote que oscila sin roce en un 
piano vertical en un campo gravitacional. Lo que sucede aqui es diferente, porque 
cuando la masa se mueve hacia arriba, la fuerza actüa hacia abajo y cuando la masa 
baja, la fuerza también es hacia abajo. Asi F • ds tiene un signo al moverse hacia 
arriba y otro al bajar. En cada punto correspondiente en el camino hacia arriba y 
hacia abajo, los valores de F • ds son exactamente iguales en môdulo, pero de sig- 
nos opuestos, de manera que el resultado neto de la intégral sera cero para este caso. 
La energia cinética con que la masa vuelve al punto mâs bajo es la misma que tenta 
al partir; esto es el principio de la conservaciôn de la energia. (Noten que cuando 
existen fuerzas de roce, parece a primera vista que la conservaciôn de la energia 
no es valida. 
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Tenemos que encontrar otra forma de energia. Résulta, en realidad, que se généra 
calor en un objeto cuando roza con otro, pero por el momento, segùn lo que se su- 
pone, eso no lo sabemos.) 


13-2 Trabajo realizado por la gravedad 

El siguiente problema a discutir es mucho mâs dificil que el anterior; tiene que 
ver con el caso en que las fuerzas no son constantes o simplemente verticales, como 
lo fueron en los casos que acabamos de resolver. Queremos considerar un planeta, 
por ejemplo, que se mueve alrededor del sol o un satélite en el espacio alrededor 
de la tierra. 

Fig. 13-2. Una pequena masa m cae 

• . «_T bajo la acciôn de la gravedad hacia la masa 

grande M. 


Primera consideremos el movimiento de un objeto que parte desde el punto 1 y 
cae, digamos, direciamente hacia el sol o hacia la tierra (Fig. 13.2). ^Habrâ una 
ley de conservaciôn de la energia en estas circunstancias? La ûnica diferencia es 
que en este caso la fuerza esta cambiando a medida que avanzamos, no es precisa- 
mente una constante. Como sabemos, la fuerza es GM/r 2 multiplicado por la masa 
m, en que m es la masa que se mueve. Ahora, ciertamente, cuando un cuerpo cae a 
la tierra, la energia cinética aumenta al aumentar la distancia caida, tal como sucede 
cuando no nos preocupamos de la variaciôn de la fuerza con la altura. El asunto 
es, si es posible encontrar otra formula para la energia potencial diferente de mgh, 
una funciôn diferente de la distancia a la tierra, para que la conservaciôn de la 
energia continüe siendo vàlida. 

Este caso unidimensional es fàcil de resolver porque sabemos que la variaciôn 
de la energia cinética es igual a la intégral, de un extremo del movimiento al otro, 
de -GMm/ r por el desplazamiento dr: 


/ 2 

GMm*- (13.11) 

No se necesitan cosenos en este caso porque la fuerza y el desplazamiento tienen 
la misma direcciôn. Es fàcil integrar dr/r 1 ; el resultado es -1/r, de manera que la 
ecuaciôn (13.11) se transforma en 

r 2 - Ti = +GMm (J - L ). (13.12) 

v 2 

Asi obtenemos una formula diferente para la energia potencial. La ecuaciôn (13.12) 
nos dice que la cantidad (\mv 2 -GMm/ r) calculada en el punto 1, en el punto 2 o en 
cualquier otro lugar, tiene un valor constante. 

Ya tenemos la formula de la energia potencial para el movimiento vertical en un 
campo gravitacional. Ahora se nos présenta un problema interesante. ( ',Podemos 
conseguir movimiento perpetuo en un campo gravitacional? El campo gravitacional 
varia: en lugares diferentes 


tiene direcciones diferentes y tiene intensidades diferentes. (j Podriamos hacer 
algo asi como esto, usando una trayectoria fija y sin roce: empezar en algün 
punto y levantar un objeto hasta algün otro punto. luego moverlo en un arco 
hasta un tercer punto. luego bajarlo cierta distancia, después moverlo oblicua- 
mente y sacarlo por otro camino, para que al llevarlo al punto de partida cierta can¬ 
tidad de trabajo haya sido efectuada por la fuerza gravitacional y la energia cinética 
del objeto haya aumentado? j,Podemos idear la curva de manera que el objeto vuel- 
va moviéndose un poquito mâs ràpido que antes, de manera que dé vueltas y vueltas 
y nos dé movimiento perpetuo? Como el movimiento perpetuo es imposible, debe- 
mos hallar que también esto es imposible. Debemos descubrir la siguiente proposi- 
ciôn: como no hay roce, el objeto deberia volver con una velocidad ni mayor ni 
menor, deberia poder seguir dando vueltas y vueltas en cualquier trayectoria cerra- 
da. Expresàndolo de otra manera, el trabajo total efectuado al completar un ciclo 
debe ser cero para fuerzas de gravedad, porque si no es cero, podemos sacar ener¬ 
gia dando vueltas. (Si el trabajo résulta ser menor que cero, de manera que obtene¬ 
mos menos velocidad al dar vuelta en una direcciôn, entonces simplemente damos 
vuelta en la otra direcciôn, porque las fuerzas, por supuesto, dependen solo de la 
posiciôn, no de la direcciôn; si en un sentido es positivo, en el otro sentido sera ne- 
gativo, de manera que, a menos que sea cero, obtendremos movimiento perpetuo 
dandc vueltas en cualquier sentido.) 



Fig. 13-3. Una trayectoria cerrada en un 
campo gravitacional 


ôEs el trabajo realmente cero? Procuremos demostrar que lo es. Primero vamos 
a explicar mâs o menos por qué es cero, y después lo examinaremos un poco mejor 
matemàticamente. Supongamos que empleamos una trayectoria sencilla como la que 
se ve en la figura 13-3, en que una masa pequena se lleva del punto 1 al 2 y des¬ 
pués da vuelta en un circulo hasta 3, sigue hacia 4, después a 5, 6, 7 y 8 y final- 
mente, vuelva a 1. Todas las lineas o son puramente radiales o circulares con M 
como centra. ;,Cuânto trabajo se realiza al llevar m por este camino? Entre los pun- 
tos 1 y 2 es GMm por la diferencia de 1/r entre estos dos puntos: 


^12 = f i F • ds = J' -GMm * = -GMm - f) ■ 

De 2 a 3 la fuerza es exactamente perpendicular a la curva. luego = 0. El 
trabajo entre 3 y 4 es 


IV 34 = j F • ds = —GMm (jr ~ ' 

En igual forma encontramos que W 4S = 0. fV 5i = -GMm(\! r h - l/r 5 ), lV (tl = 0. 
W 1 g = —GMm( 1 /r g - l/r 7 ) y lV gl = 0. 
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Por consiguiente 


W = G Mm 
Pero notamos que 


(i -1. 

Vi r 2 


r\ + /-s r 8 + r 
7 , r 8 = r,. Por consiguiente W = 0. 


; 4 )' 


Fig. 13-4. Una trayectoria cerrada "lisa" 
mostrando un segmento ampliado de ella 
aproximado con una sérié de escalones for- 
mados por segmentos radiales y arcos de 
circunferencia, y una vista aumentada de un 
escalôn. 

Naturalmente podriamos preguntarnos si esta es una curva demasiado trivial. 
ôQué pasa si consideramos una curva real? Hagamos la prueba con una curva real. 
Antes que nada podriamos afirmar que una curva real siempre se puede represen 
tar lo suficientemente bien por una sérié de dientes de sierra como los que se ven 
en la figura 13-4 y que por consiguiente, etc., Q.E.D., pero sin un pequeno anàlisis 
no es obvio al principio, que el trabajo efectuado al recorrer aùn un pequeno triân- 
gulo sea cero. Ampliemos uno de los triângulos, como se muestra en figura 13-4. 
ôSerà el trabajo que se efectüa al moverse desde a hasta b y desde b hasta c en un 
triângulo el mismo que el trabajo efectuado al ir directamente desde a hasta c? Su- 
pongan que la fuerza actùa en cierta direcciôn; consideremos un triângulo cuyo lado 
bc tiene esta direcciôn, solo como un ejemplo. También supongamos que el triângulo 
sea tan pequeno que la fuerza sea esencialmente constante en todo el triângulo. 
iCuânto trabajo se efectùa al moverse desde a hasta c? Es: 

W„ c = J F • </s = Fs cos d, 

ya que la fuerza es constante. Calculemos ahora el trabajo que se efectua al reco¬ 
rrer los otros dos lados del triângulo. En el lado vertical ab la fuerza es perpendicu- 
lar a ds, de manera que aqui el trabajo es cero. En el lado horizontal bc, 

W hc = J‘ F • ds = Fx. 

Se comprende enfonces, que el trabajo efectuado al moverse a lo largo de los lados 
de un triângulo pequeno es igual al efectuado al moverse en un piano inclinado, por- 
que s cos 0 es igual a x. Hemos demostrado previamente que el resultado es cero 
para cualquier trayectoria compuesta de una sérié de muescas como las de la figura 
13-3 y tambien que se efectùa el mismo trabajo si atravesamos de esquina a esquina 
en vez de seguir las muescas (siempre que las muescas sean lo suficientemente finas, 
y siempre podemos hacerlas muy finas); por consiguiente, el trabajo efectuado al 
recorrer cualquier trayectoria cerrada en un campo gravitacional es cero. 

Este es un resultado muy notable. Nos dice algo que no sabiamos antes respecto 
al movimiento planetario. Nos dice que cuando un planeta se mueve alrededor del 
sol (sin que haya otros cuerpos cerca, ni otras fuerzas), se mueve en tal forma, que 



el cuadrado de la velocidad en cualquier punto, menos ciertas constantes divididas 
por el radio en ese punto, es siempre igual en cada punto de su ôrbita. Por ejem¬ 
plo, cuanto mâs cerca del sol se encuentre el planeta, mâs râpido se moverâ; pero, 
(.cuânto mâs? Tanto como lo que sigue; si en vez de dejar que e! planeta gire alre¬ 
dedor del sol, le cambiâramos la direcciôn (pero no el môdulo) de su velocidad y lo 
hiciéramos mover radialmente y luego lo dejàramos caer desde un radio especial al 
radio que interese, la nueva velocidad séria la misma que la que ténia en su ôrbita 
real, porque éste es solo otro ejemplo de trayectoria complicada. Siempre que regre- 
semos a la misma distancia, la energia cinética serà la misma. Asi, tanto si el movi¬ 
miento es el real, no perturbado, como si se le cambia la direcciôn por medîo de 
canales, o vinculos sin roce, la energia cinética con que el planeta llega a cierto 
punto serâ siempre la misma. 

Por lo tanto, cuando hacemos un anàlisis numérico del movimiento del planeta 
en su ôrbita, como lo hicimos anteriormente, podemos verificar en cada paso si es- 
tamos o no cometiendo errores apreciables al calcular esta cantidad constante, la 
energia, y esta no deberia cambiar. Para la ôrbita de la tabla 9-2 la energia si va¬ 
ria*. varia en alrededor de 1,5 por ciento desde el principio hasta el fin. ^Por qué? 
Bien porque en el método numérico empleamos intervalos no infinitésimales, o bien 
porque cometimos un pequeno error en los câlculos aritméticos en alguna parte. 

Estudiemos la energia en otro caso: el problema de una masa fija a un resorte. 
Cuando desplazamos la masa de su posiciôn de equilibrio, la fuerza restauradora 
es proporcional al desplazamiento. En esas circunstancias, ^podemos deducir una 
ley para la conservaciôn de la energia? Si. porque el trabajo realizado por una 
fuerza como ésa 


W = f* Fdx = J* -kxdx = -%kx 2 . (13.13) 

Por consiguiente, para una masa fija a un resorte tenemos que la energia cinética 
de la masa que oscila mâs \kx 2 es una constante. Veamos como funciona esto. Tira- 
mos de la masa hacia abajo; està detenida aùn. por lo que su velocidad es cero. Pero 
.v no es cero, x estâ en su valor màximo, entonces existe alguna energia, la energia 
potencial por supuesto. Ahora soltamos la masa y algo empieza a suceder (no va- 
mos a discutir detalles), pero en cualquier instante la energia cinética mâs la poten¬ 
cial debe ser una constante. Por ejemplo, una vez que la masa en su recorrido pasa 
el punto original de equilibrio, la posiciôn x es igual a cero, pero esto ocurre cuando 
tiene su mayor r 2 , y a medida que logra mayor .v 2 obtiene menos V 2 , y asi sucesiva- 
mente. De manera que el balance de .v 2 y v 2 se mantiene cuando la masa se mueve 
hacia arriba y hacia abajo. Asi tenemos ahora otra régla, que la energia potencial 
para un resorte es \kx 2 , si la fuerza es -kx. 


13-3 Suma de energias 

Entramos ahora en consideraciones mâs generales sobre lo que sucede cuando 
hay un gran nùmero de objetos. Supongan que tenemos el complicado problema 
constituido por muchos objetos, que designaremos por i = 1, 2, 3,..., todos ejercien- 
do atracciones gravitacionales entre 


* La energia es } (vy' + v,.-’) - 1/r en las unidades de la Tabla 9-2 


i 
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si. iQué sucede entonces? Vamos a demostrar que si sumamos las energias cinéticas 
de todas las particulas y agregamos a ésta la suma, extendida a todos los pares de 
particulas. de su energia potencial gravitatoria mutua - GMm/ry , el total es una cons¬ 
tante: 

y~) = const. (13.14) 

> (pares ij) Ti > 

^Cômo lo demostramos? Derivamos cada miembro con respecto al tiempo y obte- 
nemos cero. Al derivar {mtf, encontramos derivadas de la velocidad que son las 
fuerzas tal como en la ecuaciôn (13.5). Reemplazamos estas fuerzas por la iey de 
fuerza que conocemos a partir de la ley de gravedad de Newton y observamos en¬ 
tonces que lo que queda es lo mismo que la derivada respecto al tiempo de 

E - 


La derivada respecto al tiempo de la energia cinética es 

. 

= E F - V < 03.15) 



La derivada respecto al tiempo de la energia potencial es 

d y-i Gnuttij _ ( Gm ,mj\f dr ij\ 

d, ^ ~ ~ ^ [ + -~j-J\dt ) ' 


m = y/l*i - xjy + Gi - yÿ + Gi - z,¥, 

de manera que 
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ya que 


Ahora debemos tomar nota cuidadosamente de lo que significan £ {V} y Y . En 


la ecuaciôn (13.15) 1 


significa que i toma todos los valores / = 1. 2, 3, ... por 


turno, y para cada valor de /, el indice j toma todos los valores excepto i. Asi. si 
i = 3 ,j toma los valores 1, 2, 4. ... 

En la ecuaciôn (13.16), por otro lado. ^ significa que valores dados de / y de j 

ocurren solo una vez. Asi, el par de particulas 1 y 3 contribuye solo con un término 
a la suma. Para seguir el hilo de esto, podemos ponernos de acuerdo que i asuma 

todos los valores 1, 2, 3.y que para cada / dejemos que j se extienda solo sobre 

valores mayores que i. Entonces, si i — 3, j podria tomar solo los valores 4, 5, 6 ... 
Pero notamos que para cada valor de i,j hay dos contribuciones a la suma, una en 
que mterviene v,- y la otra en que interviene v, y que estos términos tienen la misma 
apariencia que los de la ecuaciôn (13.14), en que todos los valores de i y dey (ex¬ 
cepto i - j) estân incluidos en la suma. Por consiguiente, al aparear los términos 
uno por uno observamos que las ecuaciones (13.16) y (13.15) son exactamente 
iguales, pero de signo contrario, de manera que la derivada respecto al tiempo de 
la energia cinética mas la energia potencial es en realidad cero. Asi observamos que, 
para muchos objetos, la energia cinética es la suma de las contribuciones de cada 
objeto indmdual y que la energia potencial es también sencilla, siendo también solo 
una suma de contribuciones, las energias entre todos los pares. Podemos compren- 
er por que debe ser asi la energia de cada par: supongan que queremos encontrar 
la cantidad total de trabajo que se debe efectuar para traer los objetos a ciertas 
distancias entre si. Podemos hacer esto en varias etapas, trayéndolos desde el infi- 
mto, d °nde no existen fuerzas, uno por uno. Primero traemos al numéro uno, que 
no requiere trabajo, ya que no hay otros cuerpos présentes que ejerzan fuerzas so¬ 
bre cl. A continuacion traemos al numéro dos, que requiere algo de trabajo, a saber 
, ~ GmpnJr iy Ahora. y este es un punto importante, supongan que traemos 

e objeto siguiente a la posicion 3. En cualquier momento la fuerza que actùa sobre 
el numéro 3 puede escribirse como la suma de dos fuerzas -la fuerza ejercida por el 
numéro 1 y la ejercida por el numéro 2. Por consiguiente, el trabajo e/ectuado es 
la suma de los trabajos e/ectuados por cada uno, porque si F, se puede descompo- 
ner en la suma de dos fuerzas. 


entonces el trabajo es 


Esto es, el trabajo efectuado- es la suma del trabajo efectuado en contra de la pri¬ 
mera fuerza y la segunda fuerza, como si cada una actuara independientemente. Pro- 
cediendo de esta manera. vemos que el trabajo total que se necesita para armar la 
confïguracion dada de los objetos es precisamente el valor dado en la ecuaciôn 
(13.14) como energia potencial. Es porque la gravedad obedece al principio de super- 
posiciôn de las fuerzas que podemos escribir la energia potencial como una suma 
sobre cada par de particulas. 
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Fig. 13-5. La fuerza gravitacional Fsobre 
una masa puntual producida por una lamina 
plana infinita de materia. 

13-4 Campo gravitacional de objetos grandes 

Ahora vamos a calcular los campos que se encuentran en algunas circunstan- 
cias fisicas en que interviene una distribution de masa. Hasta aqui no hemos con- 
siderado la distribuciôn de masas, solo particulas, de manera que es interesante 
calcular las fuerzas cuando son producidas por màs de una sola particula. Primero 
encontraremos la fuerza gravitacional sobre una masa producida por una hoja plana 
de material, de extension infinita. La fuerza sobre una unidad de masa en un punto 
dado P, producida por esta hoja de material (Fig. 13-5), estarà, por supuesto, diri- 
gida hacia la hoja. Sea a la distancia del punto a la hoja y sea /u la masa por unidad 
de superficie de esta gran hoja. Supondremos que p es constante; es una hoja de 
material uniforme. Ahora, (,qué pequeno campo dC produce la masa dm que se en- 
cuentra entre p y p + do, desde el punto 0 de la hoja màs cercano al punto P? 
Respuesta: dC = Gfdmr/r 3 ). Pero este campo esta dirigido segûn r, y sabemos que 
solamente quedarà la componente x al sumar todos los pequenos vectores dC para 
producir C. La componente x de dC es 



dC x = = G • 

r 3 w r 3 


Ahora bien, todas las masas dm que se encuentran a la misma distancia r de P da- 
ràn la misma dC x , de manera que podemos escribir inmediatamente que dm es la 
masa total del anillo entre p y p + dp, es decir, dm = p2np dp (2npdp es el àrea 
de un anillo de radio p y ancho dp, si dp « p). Por lo tanto 


a causa de las variaciones inversas de la intensidad de la fuerza de una masa dada 
y la cantidad de masa incluida en el cono al cambiar la distancia. La fuerza no es 
realmente constante, por supuesto, porque al pasar al otro lado de la làmina cambia 
de signo. 

En efecto, también hemos resuelto un problema eléctrico: si tenemos una plaça 
cargada eléctricamente, con una carga o por unidad de superficie, el campo eléc¬ 
trico en un punto fuera de la plaça es igual a a/ 2e 0 y tiene direcciôn hacia afuera, 
si la plaça esta cargada positivamente, y hacia adentro, si la plaça esta cargada ne- 
gativamente. Para demostrar esto, ohservemos sencillamente que G, la gravedad, 
juega el mismo papel que 1/4 nt 0 en la electricidad. 

Supongan ahora que tenemos dos plaças, con una carga positiva +o en una 
plaça y una carga negativa -a en la otra a una distancia D de la primera. ^Cuâl 
es el campo? Fuera de las dos plaças es cero. <;Por qué? Porque una atrae y la otra 
repele, siendo la fuerza independiente de la distancia, jde manera que las dos se 
anulan! También, la fuerza entre la dos plaças es clararnente el doble de la que pro¬ 
duce una plaça, a saber E = c r/f 0 , y esta dirigida de la plaça positiva a la negativa. 

Ahora Uegamos a un problema interesante e importante, cuya soluciôn hemos 
estado suponiendo todo el tiempo, a saber, que la fuerza producida por la tierra en 
un punto sobre su superficie o fuera de ella es la misma que se tendria si toda la 
masa de la tierra estuviera situada en su centro. La validez de esta suposiciôn no 
es évidente, porque cuando estamos cerca, parte de la masa se encuentra muy cerca 
de nosotros y parte se encuentra màs lejos, y asi sucesivamente. [Cuando sumamos 
todos los efectos, parece un milagro que la fuerza résultante sea exactamente igual 
a la que obtendriamos si cotocâramos toda la masa en el centro! 



Fig. 13-6. Una càscara esférica delgada 
de masa o de carga. 


dC x = Gplirp C ~ • 

Entonces ya que r 2 = p 2 + a 2 , p dp = r dr. Por consiguiente 

C x = 2 wGpa J ^ ^ = 2rGpa(^ - = 2t rGp. (13.17) 

Luego, jla fuerza es independiente de la distancia a! ^,Por qué? ^Flemos cometido 
algùn error? Se podria pensar que mientras màs nos alejamos, tanto màs débil séria 
la fuerza. jPero no! Si estamos cerca, la mayor parte de la materia esta atrayendo 
en un ângulo desfavorable; si estamos muy lejos, una mayor cantidad de materia 
estâ situada màs favorablemente para ejercer una atracciôn hacia el piano. A cual- 
quier distancia, la materia que es màs efectiva se encuentra en cierto cono. Cuando 
estamos màs lejos. la fuerza es menor segûn la inversa del cuadrado, pero en el mis¬ 
mo cono, en el mismo ângulo, hay mucha màs materia jmayor precisamente en el 
cuadrado de la distancia! Este anâlisis puede hacerse riguroso solo notando que 
la contribuciôn diferencial en cualquier cono dado es en realidad independiente de 
la distancia 


Demostremos ahora que el milagro es correcto. Para hacer esto, sin embargo, 
vamos a considerar una càscara hueca, delgada y uniforme en vez de la tierra. Sea 
m la masa total de la càscara, y calculemos la energia potencial de una particula 
de masa m situada a una distancia R de la esfera (Fig. 13-6) y demostremos que 
la energia potencial es la misma que si la masa m fuera un punto en el centro. (Es 
màs fâcil trabajar con la energia potencial que con el campo, porque no tenemos 
que preocuparnos de los àngulos, solo sumamos las energias potenciales de todos los 
trozos de masa.) Si designamos con x la distancia de cierta seccion plana al cen¬ 
tro, la masa que se encuentra en una rebanada dx està a la misma distancia r de 
P, y la energia potencial producida por este anillo es - Gm'dm/r . ^.Cuânta masa 
se encuentra en esta pequena rebanada dx? Una cantidad 


, - , 2-iryp dx 2iryu dxa 

dm = 2iryp ds = —------ = - —- = 2 wap dx, 

sen e y 

en que p --- ml4na 2 es la densidad superficial de masa en la càscara esférica. (Es 
una régla general que el àrea de una zona esférica es proporcionai a su anchura 
axial.) 
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Asi, para una càscara esférica la energia potencial de una masa m' fuera de la es- 
fera es la misma que se tendria si toda la masa estuviera concentrada en el centro. 
Podemos imaginar que la tierra se compone de una sérié de câscaras esféricas con- 
céntricas, cada una de las cuales contribuye a la energia, que dépende solo de su 
masa y la distancia al centro; sumàndolas todas obtenemos la masa total, y por 
consiguiente, jla tierra se comporta como si toda su materia estuviera en el centro! 

Pero observen lo que ocurre si el punto se encuentra dentro de la esfera. Ha- 
ciendo los mismos câlculos, pero con P en el interior, todavia obtenemos la dife- 
rencia de las dos r, pero ahora en la forma a + R — (a — R) = 2R, o sea el doble 
de la distancia al centro. En otras palabras, W se transforma en W = — Gm’mta, 
que es independiente de R e independiente de la posiciôn, es decir, encontramos la 
misma energia independientemente de donde nos encontremos en el interior. Por 
consiguiente no hay fuerza; no se efectüa trabajo cuando nos movemos en el inte¬ 
rior. Si la energia potencial es la misma, no importa donde se coloca un objeto 
dentro de una esfera, no puede actuar ninguna fuerza sobre el objeto. Asi es que 
no existe fuerza en el interior, solo existe fuerza en el exterior y ésta es la misma 
que habria si toda la masa estuviera concentrada en el centro. 
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Trabajo y energia potencial (conclusion) 


14-1 Trabajo ' 14-4 Fuerzas no conservativas 

14-2 Movimiento con vinculos 14-5 Potenciales y campos 

14-3 Fuerzas conservativas 


14-1 Trabajo 

En el capitulo anterior hemos presentado muchas ideas y resultados nuevos que 
juegan un papel importante en la fisica. Estas ideas son tan importantes que parece 
que vale la pena dedicar un capitulo entero a examinarlas mâs detenidamente. En 
este capitulo no vamos a repetir las “demostraciones" o los trucos especificos por 
los que se obtuvieron los resultados, sino que mâs bien nos concentraremos en la 
discusiôn de las ideas. 

En el aprendizaje de cualquier rama de naturaleza técnica en que la matemàtica 
juega un papel, uno se enfrenta a la tarea de entender y de almacenar en la memoria 
un enorme cuerpo de fenômenos e ideas, unidas por ciertas relaciones que puede 
"probarse" o "demostrarse” que existen entre ellas. Es fàcil confundir la demostra- 
ciôn misma con la relaciôn que establece. Claramente, lo importante que hay que 
aprender y recordar es la relaciôn, no la demostraciôn. En cualquier circunstancia 
particular podemos, o decir “se puede demostrar que” esto o aquello es verdadero, 
o lo podemos demostrar. En casi todos los casos. la demostracion en particular que 
se usa es elaborada, ante todo, de tal manera que se pueda escribir fâcilmente en el 
pizarrôn o papel, y en tal forma que aparezca lo mâs llana posible. En consecuencia, 
la demostraciôn parece ser enganosamente sencilla cuando, en realidad, el autor pue 
de haber trabajado durante horas, procurando de diferentes maneras calcular la mis¬ 
ma cosa jhasta encontrar la manera mâs clara para poder probar que se puede de¬ 
mostrar en el tiempo mâs corto posible! Lo que hay que recordar, al ver una demos¬ 
traciôn, no es la demostraciôn misma, sino mâs bien que se puede demostrar que 
esto o aquello es verdadero. Por supuesto que cuando la demostraciôn implica algu- 
nos procedimientos matemâticos, o “trucos". que uno no ha visto antes, se debe 
poner atenciôn. no exactamente al “truco”. sino a la idea matemàtica que envuelve. 


Es seguro que en todas las demostraciones que se han hecho en un curso como 
este, ninguna ha sido recordada desde el tiempo en que el autor estudiô fisica de pri¬ 
mer ano. Todo lo contrario: él solo recuerda que tal o cual 
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es vâlida, y para explicar cômo algo puede ser demostrado inventa una demostraciôn 
en el momento que la necesita. Cualquier persona que realmente ha aprendido una 
asignatura, deberia poder seguir un procedimiento similar, pero es inûtil recordar 
las demostraciones. Por esta razon, en este capitulo evitaremos dar pruebas de las 
diversas afirmaciones hechas previamente, y solo resumiremos los resultados. 

La primera idea que se debe asimilar es trabajo efectuado por una fuerza. El 
término fisico “trabajo” no es la palabra en el sentido ordinario como “jtrabajado- 
res de! mundo unios!”, sino que es una idea diferente. Trabajo fisico se expresa 
como j F-ds y se llama “la intégral de linea de F escalar ds ”, que significa que si la 
fuerza, por ejemplo, tiene cierta direcciôn y el objeto sobre el cual se aplica se des- 
plaza en otra direcciôn, entonces solo la componente de la fuerza en la direcciôn 
del desplazamiento efectüa algûn trabajo. Si, por ejemplo, la fuerza fuera constante 
y el desplazamiento fuera una distancia finita As, entonces el trabajo efectuado al 
mover la fuerza constante en esa distancia, es solo la componente de la fuerza en la 
direcciôn de As por As. La régla es “fuerza por distancia”, pero en realidad que- 
remos decir que solo la componente de la fuerza en la direcciôn del desplazamiento 
por As, o equivalentemente, la componente del desplazamiento en la direcciôn de la 
fuerza por F. Es évidente que no se efectüa trabajo alguno por una fuerza que actûa 
en àngulo recto al desplazamiento. 

Ahora, si el vector desplazamiento As se resuelve en componentes, en otras pa¬ 
labras, si el desplazamiento real es As y deseamos considerarlo efectivamente como 
una componente Ax del desplazamiento en la direcciôn x, Ay en la direcciôn y, y Az 
en la direcciôn z, entonces el trabajo efectuado al llevar un objeto de un lugar a 
otro se puede calcular en très partes calculando el trabajo efectuado segûn x, segün 
y, y segùn z. El trabajo efectuado al moverse a lo largo de x involucra solo esa com¬ 
ponente de fuerza, es decir F x , y asi sucesivamente, de manera que el trabajo es 
F x Àx + F } Ay + F .Az. Cuando la fuerza no es constante y tenemos un movimien- 
to curvilinëo complicado, debemos resolver la trayectoria en un gran numéro de pe- 
quenas As, sumar el trabajo efectuado al mover el objeto en cada As, y tomar el 
limite cuando As tiende a cero. Este es el significado de “intégral de linea”. 

Todo lo que acabamos de decir estâ contenido en la formula W = j F ■ ds. Esta 
muy bien poder decir que es una formula maravillosa, pero otra cosa es comprender 
su significado, o cuàles son algunas de sus consecuencias. 

La palabra “trabajo” en fisica tiene un significado tan diferente del de la palabra 
que se usa en circunstancias ordinarias, que debe observarse cuidadosamente que 
hay circunstancias peculiares en las que no es lo mismo. Por ejemplo, segûn la defi- 
niciôn fisica de trabajo, si alguien sujeta por un rato un peso de cien libras a cierta 
altura del suelo, no estâ haciendo trabajo. Sin embargo, todos saben que empieza a 
transpirar, temblar y perder el aliento, como si subiera corriendo por una escalera. Sin 
embargo, correr escaleras arriba se considéra trabajar (al correr escalera abajo uno 
obtiene trabajo del mundo, segün la fisica), pero al sujetar simplemente un objeto en 
una posiciôn fija, no se realiza trabajo. Claramente, la definiciôn fisica de trabajo 
difiere de la definiciôn fisiolôgica, por razones que exploraremos brevemente. 


Es un hecho que cuando uno sujeta un peso, hace trabajo “fisiolôgico”. ^Por 
qué habria de sudar? <^Por que se necesita consumir alimentos para sujetar el 


peso? <’,Por qué estâ el mecanismo que tiene dentro de si operando a toda marcha, solo 
para sujetar el peso? En realidad, el peso podria sujetarse sin esfuerzo solo colocân- 
dolo sobre una mesa, ; entonces la mesa, calmadamente y sin ruidos, sin provision de 
energia, puede mantener el mismo peso a la misma altura! La situaciôn fisiolôgica es 
algo como lo que sigue. Hay dos clases de mùsculos en el cuerpo humano y en el de 
otros animales: una clase llamada müsculo estriado o esquelético, es el tipo de 
müsculo que tenemos en los brazos, por ejemplo, que estân bajo control voluntario; 
la otra clase, Uamamos mùsculos lisos, es como el müsculo en los intestinos, o en la 
almeja el gran müsculo aductor que cierra la concha. Los mùsculos lisos funcionan 
muy lentamente, pero pueden sujetar una “posiciôn"; es decir, si la almeja trata de 
cerrar su concha en cierta posiciôn, mantendrâ esa posiciôn, aun cuando haya una 
fuerza grande que procura cambiarla. Mantendrâ su posiciôn bajo carga por horas y 
horas sin cansarse, porque es como una mesa que sujeta un peso; “fija” cierta posi¬ 
ciôn y las moléculas sencillamente se traban por cierto tiempo sin efectuar trabajo, 
sin que la almeja genere esfuerzo alguno. El hecho de que tengamos que generar es¬ 
fuerzo para sujetar un peso sencillamente se debe al diseno del müsculo estriado. 
Lo que sucede es que cuando un impulse nervioso llega hasta una fibra muscular, la 
fibra da una pequefia contracciôn y después se relaja. de manera que cuando suje- 
tamos algo, descargas énormes de impulsos nerviosos llegan al müsculo, un gran nü- 
mero de contracciones sujetan el peso, mientras que las otras fibras se relajan. 
Podemos ver esto en realidad: cuando sujetamos un objeto pesado y nos cansamos, 
empezamos a temblar. La razôn es que las descargas llegan irregularmente, y el 
müsculo estâ cansado y no reacciona lo suficientemente ràpido. (,Por qué tenemos 
un diseno tan ineficiente? No sabemos bien por qué, pero la evoluciôn no ha podido 
desarrollar mùsculos lisos ràpidos. El müsculo liso séria mucho mâs efectivo para 
sostener pesos, porque podria pararse ahi y se trabajaria; no involucraria trabajo y 
no se necesitaria energia. Sin embargo, tiene el inconveniente de que funciona dema- 
siado lento. 


Volviendo ahora a la fisica, podemos preguntar por qué queremos calcular el 
trabajo efectuado. La respuesta es que es interesante y ûtil hacerlo, ya que el trabajo 
efectuado sobre una particula por la résultante de todas las fuerzas que actûan sobre 
ella es exactamente igual al cambio de energia cinética de la particula. Esto es, si 
se empuja un objeto, aumenta su velocidad y 


A(fi 2 ) = - F • As • 
m 


14-2 Movimiento con vinculo- 


Otro aspecto interesante de las fuerzas y el trabajo es éste: supôngase que tene¬ 
mos una pista inclinada o curvilinea y tenemos una particula que debe moverse en 
esta pista, pero sin roce. O podemos tener un péndulo formado por una cuerda y un 
peso; la cuerda obliga al peso a moverse en un circulo alrededor del punto de pivote. 
Se puede cambiar el punto de pivote haciendo que la cuerda golpee un obstàculo de 
manera que la trayectoria del peso sigue en dos circulos de diferentes radios. Estos 
son ejemplos de lo que Uamamos vinculos fijos sin roce. 
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Fig. 14—1. Fuerzas que actuan sobre un 
cuerpo que desliza (sin roce). 

En movimientos con un vinculo fijo sin roce no se hace trabajo por el vinculo, 
porque las fuerzas vinculares son siempre perpendiculares al movimiento. Por “fuer¬ 
zas vinculares ” entendemos fuerzas que el propio vinculo aplica directamente: la fuer- 
za de contacto con la pista, o la tension en la cuerda. 

Las fuerzas que intervienen en el movimiento de una particula que se mueve so¬ 
bre una pendiente bajo la influencia de la gravedad son bastante complicadas, por¬ 
que hay una fuerza vincular, una fuerza gravitacional, etc. Sin embargo, si basamos 
nuestros câlculos del movimiento en la conservaciôn de la energia y la fuerza gravi¬ 
tacional sola, obtenemos el resultado correcto. Esto parece bastante extrano, porque 
no es estrictamente la manera correcta de hacerlo -debiéramos usar la fuerza résul¬ 
tante --. No obstante, el trabajo efectuado por la fuerza gravitacional sola resultaria 
ser el cambio de la energia cinética, porque el trabajo efectuado por la parte que co¬ 
rresponde a la fuerza de vinculo es cero (Fig. 14-1). 

El aspecto importante en esto es que si una fuerza puede ser analizada como la 
suma de dos o mâs “partes”, el trabajo efectuado por la fuerza résultante, al mover- 
se en cierta trayectoria curvilinea, es la suma de los trabajos efectuados por las di- 
versas “componentes ” de las fuerzas en que la fuerza ha sido descompuesta. Asi, 
si analizamos la fuerza como la suma vectorial de varios efectos, gravitacional mâs 
fuerzas de vinculo, etc., o la componente x de todas las fuerzas y la componente y 
de todas las fuerzas, o de cualquier otra manera que queramos dividirla, entonces 
el trabajo efectuado por la fuerza résultante es igual a la suma de los trabajos efec¬ 
tuados por todas las partes en que hemos dividido la fuerza al hacer la descompo- 
siciôn. 

14-3 Fuerzas conservativas 

En la naturaleza hay ciertas fuerzas, la de gravedad por ejemplo, que tiene una 
caracteristica muy notable que llamamos “conservativa” (nada tiene que ver con 
ideas politicas, es otra vez una de esas “palabras locas"). Si calculamos cuànto tra¬ 
bajo efectûa una fuerza al mover un objeto de un punto a otro siguiendo una trayec¬ 
toria curva, en general el' trabajo dépende de la curva, pero en casos especiales no. 
Si no dépende de la curva, decimos que la fuerza es una fuerza conservativa. En 
otras palabras, si la intégral de la fuerza multiplicada por la distancia recorrida entre 
la posiciôn 1 a la posiciôn 2 en la figura 14-2 se calcula a lo largo de la curva A y 
después a lo largo de B, obtenemos el mismo numéro de joules, y si esto es verdad 
para este par de puntos en toda curva y si la misma proposiciôn se cumple, cual 
quiera que sea el par de puntos que usemos, entonces decimos que la fuerza es con¬ 
servativa. En taies circunstancias, la intégral dcl trabajo 







Fig. 14-2. 
dos puntos en 


Trayectorias posibles entre 
un campo de fuerza. 


al ir de 1 a 2 puede ser calculada de una manera sencilla y podemos dar una formula 
para el resultado. En realidad no es tan fàcil. porque también tenemos que especificar 
la curva, pero cuando tenemos un caso en que el trabajo no dépende de la curva. 
entonces, por supuesto. el trabajo dépende solo de las posiciones 1 y 2. 

Para demostrar esta idea, consideremos lo siguiente. Consideramos un punto P 
de referencia, en una ubicaciôn arbitraria (Fig. 14-2). Entonces, la intégral de linea 
de trabajo de 1 a 2, que deseamos calcular, puede ser evaluada como el trabajo efec¬ 
tuado al ir de 1 a P mâs el trabajo efectuado en ir de P a 2. porque las fuerzas son 
conservativas y el trabajo no dépende de la curva. Ahora bien, el trabajo efectuado 
al ir de la posiciôn P a una posiciôn particular en el espacio es una funciôn de esa 
posiciôn en el espacio. Por supuesto. dépende también de P, pero mantenemos el 
punto arbitrario P fijo permanentemente para el anàlisis. Si se hace eso. el trabajo 
efectuado al moverse el punto P al punto 2 es cierta funciôn de la posiciôn final de 
2. Dépende de dônde estâ 2; si vamos a algün otro punto, obtendremos un resulta¬ 
do diferente. 

Designaremos - U(x, y, z) esta funciôn de punto, y cuando queramos referirnos 
a algün punto en particular .2 cuyas coordenadas son (x 2 , y 2 , zj, escribiremos U( 2), 
como abreviaciôn de U (x 2 , y 2 , z-J. El trabajo efectuado al ir del punto 1 al punto P 
también puede escribirse yendo en el otro sentido a lo largo de la intégral, invirtiendo 
todas las ds. Esto es, el trabajo efectuado al ir de 1 a P es menos el trabajo efectua¬ 
do al ir del punto P al punto 1 : 

J P F • ds = J* F • (-ds) = - £ F • ds. 

Asi, el trabajo efectuado al ir de P a 1 es -t/(l), y de P a 2 el trabajo es -U (2). 
Por consiguiente, la intégral de 1 a 2 es igual a -U(2) mâs l-U(l) invertidol 6 
+ 1/(1)—U ( 2 ): 

U( 1) = - £ F • ds, U(2) = - j* F ■ ds, 

f*F ds = £7(1) - U(2). (14.1) 

La cantidad (7(1) - U(2) se llama variaciôn de energia potencial y llamamos ener¬ 
gia potencial a U. Diremos que cuando el objeto estâ ubicado en la posiciôn 2, tiene 
la energia potencial U(2) y en la posiciôn 1. tiene la energia potencial U( 1). Si el ob¬ 
jeto se encuentra en P, tiene energia potencial cero. Si hubiéramos considerado cual¬ 
quier otro punto, digamos Q en vez de P, resultaria (y dejaremos que ustedes lo de- 
muestren), que la energia potencial cambia solo en el agregado de una constante. Ya 
que la conservaciôn de la energia dépende solo de las variaciones, no importa que le 
agreguemos una constante a la energia potencial. De manera que el punto P es ar¬ 
bitrario. 

Tenemos ahora las dos siguientes proposiciones: (1) que el trabajo efectuado por 
una fuerza es igual a la variaciôn de energia cinética de la particula. pero (2) mate- 
màticamente. para una fuerza conservativa, el trabajo efectuado es menos la varia¬ 
ciôn de una funciôn U que llamamos energia potencial. Como consecuencia de estas 
dos, llegamos a la proposiciôn de que si solo actuan fuerzas conservativas, la ener¬ 
gia cinética T mâs la energia 
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potencial U permanece constante: 

T + U = constante (14.2) 

Discutamos ahora las formulas para la energia potencial en varios casos. Si tene- 
mos un campo gravitacional uniforme, si no ascendemos a alturas comparables al 
radio de la tierra, la fuerza es una fuerza vertical constante y el trabajo efectuado es 
sencillamente la fuerza por la distancia vertical. Asi, 

U(z) = mgz, (14.3) 

y el punto P que corresponde a energia potencial cero résulta ser cualquier punto 
en el piano z = 0. También podriamos haber dicho que la energia potencial es mg 
(z-6) si lo hubiéramos deseado; todos los resultados serian, por supuesto, los mis- 
mos en nuestro anàlisis excepto que el valor de la energia potencial en z = 0 séria 
— mg6. No importa, porque solo las diferencias en energia potencial cuentan. 

La energia que se necesita para comprimir un resorte lineal una distancia x del 
punto en equilibrio es 

U(x) = ikx 2 , (14.4) 

y el cero de energia potencial està en el punto x = 0, la posiciôn de equilibrio del re¬ 
sorte. Otra vez podriamos agregar cualquier constante que deseàramos. 

La energia potencial de gravitaciôn para puntos de masas M y m, separados por 
una distancia r, es 


U(r) = —GMm/r. (14.5) 

Se ha escogido aqui la constante, tal que el potencial sea cero en el infinito. Por cier- 
to que la misma formula es vâlida para cargas eléctricas, porque es la misma ley: 

U(r) = qï q 2 /4Tre 0 r. (14.6) 

Usemos ahora una de estas formulas en casos reales para ver si entendemos lo 
que significan. Pregunta: ^Con qué velocidad debemos disparar un cohete desde la 
tierra para que pueda escapar? Solution: la energia cinética mâs la potencial deben 
ser una constante; cuando "escapa” estarâ a una distancia de millones de kilômetros 
y si apenas puede escapar, podemos suponer que se mueve con velocidad cero alla 
lejos, apenas moviéndose. Sea a el radio de la tierra y M su masa. La energia ciné¬ 
tica mâs la potencial es entonces al principio \mv 2 - GmM/a. Al final del movi- 
miento las dos energias deben ser iguales. La energia cinética se considéra cero al 
final del movimiento. porque se supone que apenas se aleja a una velocidad esencial- 
mente cero, y la energia potencial es GmM dividido por infinito, que es cero. De 
manera que todo es cero en un lado y eso nos dice que el cuadrado de la velocidad 
debe ser 2G\lla. Pero GM/a 2 es lo que llamamos aceleraciôn de gravedad g. En¬ 
tonces 


v 2 = 2 ga. 

c A qué velocidad debe moverse un satélite para mantenerse girando alrededor de 
la tierra? Hace mucho tiempo que resolvimos esto y encontramos que v 2 = GM/a. 
Por consiguiente, para alejarse 


de la tierra. necesitamos ^2 veces la velocidad que necesitariamos para girar alredc- 
dor de la tierra cerca de su superficie. Se necesita. en otras palabras, el doble de la 
energia (porque la energia aumenta con el cuadrado de la velocidad) para escapar 
de la tierra que para girar alrededor de ella. Por consiguiente. lo primero que histori- 
camente se hizo con los satélites fue conseguir que uno se moviera alrededor de la 
tierra. lo que requiere una velocidad de ocho kilômetros por segundo. Lo siguiente 
fue enviar un satélite fuera de la tierra permanentemente: esto requeria el doble de la 
energia o cerca de doce kilômetros por segundo. 

Continuando ahora con nuestra discusiôn ‘de las caracteristicas de la energia po¬ 
tencial. consideremos la interacciôn de dos moléculas. o de dos àtomos. dos àtomos 
de oxigeno por ejemplo. Cuando estân muy separados. la fuerza es de atracciôn, que 
varia inversamente con' la séptima potencia de la distancia, y cuando estân muy cer¬ 
ca, la fuerza es una répulsion muy grande. Si se integra la séptima potencia para en- 
contrar el trabajo efectuado. encontramos que la energia potencial U. que es funciôn 
de la distancia radial entre los dos àtomos de oxigeno, varia inversamente con la 
sexta potencia de la distancia para distancias grandes. 


Fig. 14--3. La energia potencial entre 
dos àtomos en funciôn de su distancia, 


Si dibujamos la curva de la energia potencial U(r), como en la figura 14-3, par- 
timos asi para r grande con la inversa de una sexta potencia, pero si nos acercamos 
lo suficiente, alcanzamos un punto d donde hay un minimo de energia potencial. 
El minimo de energia potencial en r = d significa esto: si comenzamos en d y nos 
movemos una distancia corta, una distancia muy corta, el trabajo efectuado, que es 
la variaciôn de energia potencial cuando nos movemos esta distancia, es casi cero, 
porque hay muy poca variaciôn de energia potencial en el fondo de la curva. Asi 
que no hay fuerza en este punto, de manera que es el punto de equilibrio. Otra ma¬ 
nera de comprender que éste es el punto de equilibrio es que se necesita hacer traba¬ 
jo para alejarse de d en cualquiera de las dos direcciones. Cuando los dos àtomos 
de oxigeno se han ubicado. de manera que no se puede liberar mâs energia a partir 
de la fuerza entre ellos, estân en el estado mâs bajo de energia y se encontrarân 
con esta separaciôn d. Este es el aspecto de una molécula de oxigeno cuando està 
fria. Cuando la calentamos, los àtomos se agitan y se alejan y en realidad los pode¬ 
mos separar, pero para hacerlo se necesita cierta cantidad de trabajo o energia, que 
es la energia potencial entre r = d y r= oo. Cuando procuramos comprimir los 
àtomos para juntarlos la energia sube râpidamente, porque se repelen. 

La razôn por la cual mencionamos esto es que el concepto de fuerza no es par¬ 
ticularisme apropiado en la mecànica cuântica; alli el concepto de energia es mu¬ 
cho màs natural. Encontramos que, a pesar de que fuerzas y velocidades se "disuel- 
ven" y desaparecen al considerar las fuerzas mâs avanzadas entre la materia nuclear 
y entre las moléculas, etc.. 
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el concepto de energia permanece. Por consiguiente, encontramos curvas de energia 
potencial en los libros de mecânica cuântica. pero muy rara vez vemos una curva 
para la fuerza entre dos moléculas, porque en esas ocasiones la gente que hace 
anàlisis esta pensando en términos de energia en vez de fuerza. 

A continuaciôn notemos que si varias fuerzas conservativas actûan sobre un ob- 
jeto al mismo tiempo, la energia potencial del objeto es la suma de las energias po- 
ténciales de cada una de las fuerzas separadas. Esta es la misma proposiciôn que 
mencionamos antes, porque si la fuerza se puede representar como una suma vecto- 
rial de fuerzas, el trabajo efectuado por la fuerza total es la suma de los trabajos 
hechos por las fuerzas parciales, y se puede entonces analizar como variaciones de 
las energias potenciales de cada una separadamente. Asi, pues, la energia potencial 
total es la suma de todas las pequenas partes. 

Podriamos generalizar esto al caso de un sistema de muchos objetos que inter- 
actûan, taies como Jupiter, Saturno, Urano, etc., u oxigeno, nitrôgeno, carbono, etc., 
que interactüan en pares, debido a fuerzas, todas las cuales son conservativas. En 
estas circunstancias la energia cinética en todo el sistema es sencillamente la suma 
de las energias cinéticas de todos los âtomos particulares o planetas o lo que sea y la 
energia potencial del sistema es la suma, sobre los pares de particulas, de la energia 
potencial de la acciôn reciproca de un solo par, como si los otros no estuvieran pré¬ 
sentes. (En realidad esto no sucede para las fuerzas moleculares y la formula es algo 
mâs complicada; es por cierto valida para la gravitaciôn newtoniana y es valida 
como aproximaciôn para las fuerzas moleculares. Para las fuerzas moleculares hay 
una energia potencial, pero a veces es una funciôn mâs complicada de la posiciôn de 
los âtomos, que simplemente una suma de términos de pares.) En el caso especial 
de la gravedad, por consiguiente, la energia potencial es la suma sobre todos los 
pares i y j de como se indicé en la ecuaciôn (13.14). La ecuaciôn 

(13.14) expresaba matemàticamente la siguiente proposiciôn: que la energia cinética 
total mâs la energia potencial total no varia en el tiempo. A medida que los diversos 
planetas dan vueltas y giran y se bambolean, etc., si calculamos la energia cinética 
total y la energia potencial total encontramos que la suma total permanece constante. 


14-4 Fuerzas no conservativas 

Hemos dedicado bastante tiempo al estudio de las fuerzas conservativas; <,qué 
hay de las fuerzas no conservativas? Daremos una mirada mâs profunda que lo co- 
mùn a esto, y estableceremos que ;no hay fuerzas no conservativas! En realidad, 
todas las fuerzas fundamentales en la naturaleza son conservativas. Esto no es una 
consecuencia de las leyes de Newton. En realidad, hasta donde Newton mismo sa¬ 
bla, las fuerzas podian ser no conservativas, como aparentemente lo es el roce. 
Cuando decimos aparentemente lo es el roce, estamos tomando un punto de vista 
moderno, en que se ha descubierto que todas las fuerzas elementales, las fuerzas 
entre las particulas en el nivel mâs fondamental, son conservativas. 

Por ejemplo, si analizamos un sistema como el gran cùmulo globular de estrellas 
cuya fotografia hemos visto, con sus miles de estrellas, todas interactuando, la 
formula para la energia potencial total es sencillamente un término, mâs otro térmi- 
no, etc., sumando sobre todos los pares de estrellas y la energia cinética es la suma 
de las energias cinéticas de todas y cada una de las estrellas. Pero el cùmulo globu¬ 
lar, como un todo, tambien se mueve en el espacio. 


y si estuviéramos lo suficientemente lejos para no ver los detalles, se podria consi- 
derar como un solo objeto. Entonces, si se le aplican fuerzas, algunas de esas fuerzas 
podrian resultar en empujarlo hacia adelante como un todo y veriamos moverse el 
centro de todo el conjunto. Por otro lado, algunas de las fuerzas pueden ser. por asi 
decirlo. "desperdiciadas" en aumentar la energia cinética o potencial de las "particu- 
las" en el intcrior. Supongamos. por ejemplo, que la acciôn de estas fuerzas expande 
todo el cùmulo y hace que las particulas se muevan con mayor rapidez. La energia 
total del todo en realidad se conserva, pero visto de afuera con nuestros toscos ojos 
que no pueden percibir la confusion de los movimientos en el interior. y solo pehsan- 
do en la energia cinética del movimiento de todo el objeto como si fuera una sola 
particula, apareceria como si la energia no se conservara, pero esto se debe a una 
falta de comprensiôn de lo que vemos. Y éste résulta ser el caso: la energia total 
del universo, cinética mâs potencial, es una constante si la examinamos con sufi- 
ciente cuidado. 

Cuando estudiamos la materia en los mâs fmos detalles al nivel atômico, no 
siempre es fâcil separar la energia total de una cosa en dos partes, energia cinética 
y energia potencial, y esa separaciôn no siempre es necesaria. Casi siempre es posi- 
ble hacerlo, de manera que digamos que siempre es posible y que la suma de la ener¬ 
gia potencial mâs cinética del universo es constante. Por lo tanto, la energia total 
potencial mâs cinética dentro del universo completo es constante, y si el "mundo” 
es un pedazo de material aislado, la energia es constante si no existen fuerzas exter- 
nas. Pero, como hemos visto, algo de la energia cinética y potencial de un objeto 
puede ser interna, por ejemplo el movimiento molecular interno, en el sentido de que 
no lo notamos. Sabemos que en un vaso de agua todo se agita, todas las partes se mue- 
ven todo el tiempo, de manera que existe una cierta energia cinética interior, a la que 
generalmente no prestamos atenciôn. No notamos el movimiento de los âtomos que 
produce calor y entonces no lo llamamos energia cinética, pero el calor es primor- 
dialmente energia cinética. La energia potencial interna puede también presentarse, 
por ejemplo, en la forma de energia quimica: cuando quemamos gasolina, se libéra 
energia porque las energias potenciales de los âtomos en el nuevo ordenamiento atô¬ 
mico estàn en un nivel mâs bajo que en el ordenamiento antiguo. No es posible tra- 
tar estrictamente el calor como energia cinética pura, porque entra un poco de la 
potencial, y viceversa para la energia quimica, de manera que las consideramos en 
conjunto y decimos que el total de la energia cinética y potencial en el interior del 
objeto es en parte calor, en parte energia quimica, etc. De todas maneras, todas es¬ 
tas formas diferentes de energia interna se consideran a veces como energia "perdi- 
da” en el sentido expresado mâs arriba; esto se aclararà mâs cuando estudiemos 
termodinâmica. 

Como otro ejemplo, cuando hay roce no es verdad que la energia cinética se 
pierde, aunque un objeto que resbala se detiene y la energia cinética parece perder 
se. La energia cinética no se pierde porque, por supuesto, los âtomos en el interior 
se agitan con una cantidad mayor de energia cinética que antes y aunque no pode- 
mos ver eso, lo podemos medir determinando la temperatura. Por supuesto, que si 
no tomamos en cuenta la energia calôrica, entonces el teorema sobre la conservaciôn 
de la energia aparecerâ como falso. 

Otra situaciôn en que la conservaciôn de la energia parece ser falsa es cuando 
estudiamos solo una parte de un sistema. Naturalmente, el teorema de conservaciôn 
de la energia parecerâ no ser vàlido si algo interactùa con otra cosa en el exterior y 
omitimos el tomar en cuenta esa interacciôn. 


14-8 


14-9 



En la fisica clâsica, la energla potencial comprendia solo la gravitaciôn y la elec- 
tricidad, pero ahora tenemos energla nuclear y otras energias también. La luz, por 
ejemplo, implicaria una nueva forma de energla en la teoria clâsica. pero también 
podemos, si queremos, imaginar que la energia de la luz es la energia cinética de un 
fotôn y entonces nuestra formula (14.2) todavia estaria bien. 


14-5 Potenciales y campos 

Discutiremos ahora algunos de los conceptos asociados con la energia potencial 
y con el concepto de campo. Supongamos tener dos grandes objetos A y B y un ter- 
cero muy pequeiio que es gravitacionalmente atraido por los dos. con cierta fuerza 
résultante F. Ya hemos notado en el capitulo 12 que la fuerza gravitacional sobre 
una particula puede escribirse como su masa, m, por otro vector C, que dépende 
solo de la posiciôn de la particula: 

F = mC. 

Podemos analizar la gravitaciôn, entonces. imaginando que existe cierto vector C en 
cada punto del espacio que “actûa" sobre una masa que podemos colocar ahi. pero 
esta alli. sea que realmente suministremos una masa para que "actùe" o no. C tiene 
très componentes y cada una de esas componentes es una funciôn de (.y, y, z), una 
funciôn de posiciôn en el espacio. Tal cosa la llamamos campo, y decimos que dos 
objetos A y B generan un campo. esto es. "forman" el vector C. Cuando se coloca 
un objeto en un campo. la fuerza sobre cl es igual a su masa por el valor del vector 
campo en el punto en que se coloca el objeto. 

Tambicn podemos hacer lo mismo con la energia potencial. Ya que la energia 
potencial, la intégral de (fuerza) • (ds), puede escribirse como m por la intégral de 
(campo) • (ds), un mero cambio de escala, vemos que la energia potencial U(x, y, z,) 
de un objeto situado en el punto (.y, y, z) en el espacio. puede escribirse como m 
por otr.a funciôn que podemos designar potencial '/'. La intégral |C • ds — - */'. tal 
como IF • ds — - U; hay solo un factor de escala entre los dos: 

U = - JF • ds = -mjc ■ ds = m*. (14.7) 

Teniendo esta funciôn t J l (x, y, z) en cada punto del espacio, inmediatamente po¬ 
demos calcular la energia potencial de un objeto en cualquier punto del espacio. 
a saber. U(x, r, z) m'l'(x, r, z) -un asunto mâs bien trivial parece. Pero en 
realidad no es trivial, porque a veces es mejor describir un campo dando el valor 
de ‘F en todas partes del espacio en vez de tener que dar C. En vez de tener que 
escribir très componentes complicadas de una funciôn vectorial, podemos reempla- 
zarla por la funciôn escalar >/'. Ademâs, es mucho mâs fâcil calcular </' que cual¬ 
quier componente dada de C cuando el campo es producido por cierto numéro de 
masas. porque dado que el potencial es escalar simplemente sumamos. sin preocu- 
parnos de la direcciôn. Ademâs, el campo C puede recuperarse fâcilmente de 
como veremos luego. Supongan que tenemos masas puntuales m,, m 2 ... en los puntos 
I . 2.... v queremos saber el potencial '/' en cierto punto arbitrario P. Esto es sen- 
cillamente la suma de los potenciales en P debido a las masas 
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*(„,-£ -|E, (14.8, 

En el capitulo anterior usamos esta formula, que el potencial es la suma de to- 

a un TÂT Cia e r de t0 f OS 108 diferentes 0bjet ° s; P ara ^ aIcuIar eI potencial debido 

„ n a , C “ a e f fenca de ™ atena sumamos -las contribuciones al potencial en un 
punto de todas las partes de la câscara. El resultado de este câlculo se muestra 
graficamente en la figura 14-4. Es negativo, teniendo el valor cero cuando r = oo 
FueraH^l 5 C ° n Ur h , 3Sta d radl ° ° y lueg0 es constan te en el interior de la câscara 
es exactamVnfT * P otencia > es u 7« que m es la masa de la câscara, que 
nro Ct p a r" e m ‘ S T qUC habna Sld0 si toda la masa estuviera ubicada en el 
centro. Pero no es exactamente igual en todas partes, porque dentro de la câscara 
resulta ser Gm/a y i es una constante! Cuando eV^tencial es cons¬ 
tante, no hay campo, o cuando la energia potencial es constante no hay fuerza nor 

bah) S efectuado S nor TJT * 1Ugar 3 ° tr ° CUalq - ra ^tîo d°e 

Dajo etectuado por la fuerza es exactamente cero. -Por qué? Porque el trahaio 

energia potend^Uo bien^la 0 ? “î 1Ugar 3 ° tr ° £S igUal a menos la variaciôï de 
S iX o ( b integral corres Pondiente del campo es la variaciôn de 
h Per ° 3 energia potencial es la misma en cualquier par de puntos en el 
m ténor, de manera que la variaciôn de energia potencial es cero y por consieuiente 
man^r e ^ ctaa traba JO al moverse entre dos puntos dentro de la câscara. L a ê ûnica 
es que noliay^ nînguna^uer^ Cer ° ^ ^ <“'“eiones del desplazamierto. 


Fig. 14-4. Potencial debido a una cés- 
cara esférica de radio a. 

Esto nos da una clave acerca de como podemos obtener la fuerza o el camDo 

co^océ a enTa rg t^sic°ô en / ial ' Su P° ngamos ^ ue la ener ë ia potencial de un objeto se 
el objeto y ’ \ y desear "os saber cuàl es la fuerza que actua sobre 

el objeto. No basta conocer el potencial solo en este punto ùnico, como veremos- 

• Cômo DodemoT^rT"^ dd P ° tencial en los P untos ve cinos también. ^Por qué? 
tComo podemos calcular la componente x de la fuerza? (Por supuesto si Dodemos 
hacer esto, también podremos encontrar las componentes y y z y entonces cono 
ceremos la fuerza total.) Ahora bien, si moviéramos el objeto una distaS pequena 

fil Lr,ïri a £r r d la ruer f ,ue ac,i,a sobre «^ ««•“ “of P q „r„ 

„ m H, d£ 13 fuerza mult.pl, cada por A .y, s, A. y es lo suficientemente pequeno, y este 
producto sera igual a la variaciôn de energia potencial al ir de un p^nto a^otro: 

AfV = —AU = F x Ax. (14.9) 

n™Z U œna. S ' mpkmemC la fÔrmula - )F -AU, pero sôlo para una trayecto- 
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Ahora dividimos por Ax y encontramos que la fuerza es 

F x = -AU/Ax. (14.10) 

Por cierto que esto no es exacto. Lo que en realidad deseamos es el limite de 
(14.10) cuando Ax se hace mâs y mâs pequeno porque es solo exactamente correc- 
ta en el limite de Ax infinitésimal. Reconocemos esto como la derivada de U con res- 
pecto a x, y nos inclinariamos, por consiguiente, a escribir -dU/dx. Pero U dépende 
de x, y y z, y los matemàticos han inventado un simbolo diferente para recordar- 
nos que debemos tener mucho cuidado cuando derivamos una funciôn como ésa, 
de manera de recordar que estamos considerando que solo x varia e y y z no va- 
rian. En vez de una d sencillamente hacen “un 6 al rêvés” o 8. (Un 8 debiera ha- 
berse usado desde el comienzo del câlculo diferencial porque siempre queremos 
simplificar esa d, pero nunca queremos simplificar un 8.) De manera que escriben 
8U/8x, y ademâs, en caso de apuro, si desean ser muy cuidadosos, colocan una 
linea al lado con una pequena yz abajo ( 8 U/ 8x\j>zJ, que significa “Tome la deri¬ 
vada de U con respecto a x, manteniendo constantes y y z". Muy a menudo omi- 
timos la observaciôn sobre lo que se mantiene constante, porque generalmente es 
évidente del contexto, de manera que no usamos la linea con la y y la z. Sin em¬ 
bargo, siempre usamos un 8 en vez de una d como advertencia de que es una de¬ 
rivada con algunas otras variables que se mantienen constantes. A esto se le 
llama derivada partial-, es una derivada en que solo variamos x. 

Por consiguiente, encontramos que la fuerza que actüa en la direcciôn x es me- 
nos la derivada parcial de U con respecto a x: 

F x = -dU/dx. (14.11) 

De manera similar, la fuerza en la direcciôn y puede encontrarse derivando U con 
respecto a y, manteniendo x y z constantes, y la tercera componente, por supuesto, 
es la derivada con respecto a z, manteniendo y y x constantes: 

F v = -dU/dy, F x = -dU/dz. (14.12) 

Esta es la manera de llegar de la energia potencial a la fuerza. Obtenemos el campo 
a partir del potencial de exactamente la misma manera: 

C x = -d*/dx, C v = -d*/dy, C 2 = -d*/dz. (14.13) 

Entre paréntesis mencionaremos aqui otra notaciôn, que no usaremos realmente 
por mucho tiempo: como C es un vector y tiene componentes x, y y z los simbolos 
8t 8x' 818y y 8/8i que producen las componentes x, y, z son algo asi como vec- 
tores. Los matemàticos han inventado un magnifico nuevo simbolo, Y , que se llama 
“grad” o “gradiente” que no es una cantidad sino un operador. que créa un vector 
a partir de un escalar. Tiene las siguientes “componentes”: La componente x de este 
“grad” es 8/8x, la componente y es 8/8y y la componente z es 8/8z y en¬ 
fonces tenemos el gusto de escribir nuestra formula de esta manera: 


El usar Y nos da una manera râpida de probar si tenemos o no una verdadera 
ecuaciôn vectorial, pero en realidad la ecuaciôn (14.14) significa precisamente lo 
mismo que las ecuaciones (14.11) y (14.12); es solo otra manera de escribirlas, y 
como no queremos escribir très ecuaciones cada vez, usamos VU en su lugar. 



Fig. 14-5. Campo entre dos plaças para- 
lelas. 


Un ejemplo mâs de campos y potenciales tiene que ver con el caso eléctrico. 
En el caso de la electricidad la fuerza que actùa sobre un objeto estâtico es la carga 
por el campo eléctrico: F = qE. (En general, por supuesto, la componente x de 
una fuerza en un problema de electricidad tiene también una parte que dépende del 
campo magnético. Es fàcil demostrar a partir de la ecuaciôn (12.10) que la fuerza 
que actûa sobre una.particula debido a campos magnéticos es siempre perpendicu- 
lar a su velocidad, y también perpendicular al campo. Como la fuerza debida al 
magnetismo sobre una carga môvil es perpendicular a la velocidad, el magnetismo 
no efectüa trabajo sobre la carga môvil, porque el movimiento es perpendicular a 
la fuerza. Por consiguiente, al calcular teoremas sobre energia cinética en campos 
eléctricos y magnéticos, podemos omitir la contribuciôn del campo magnético, ya 
que no hace variar la energia cinética.) Suponemos que existe solo un campo eléc¬ 
trico. Entonces podemos calcular la energia o el trabajo efectuado de la misma ma¬ 
nera que para la gravedad y calcular una cantidad 0 que es menos la intégral de 
E • ds, desde el punto fijo arbitrario al punto donde hacemos el câlculo, y entonces 
la energia potencial en un campo eléctrico es justamente la carga por esta can¬ 
tidad 0. 


0(r) = — E • ds, 

U = q<f>. 

Tomemos, como ejemplo, el caso de dos plaças metàlicas paralelas, cada una 
con carga superficial ± o por unidad de ârea. Este se llama condensador de plaças 
paralelas. Encontramos anteriormente que la fuerza es cero fuera de las plaças y que 
hay un campo eléctrico constante entre ellas, dirigido de + a — y de môdulo a/ r 0 
(Fig. 14-5). Nos gustaria saber cuànto trabajo se efectuaria al llevar una carga de 
una plaça a la otra. El trabajo séria la intégral de (fuerza) • (ds), que puede escri- 
birse como carga por valor del potencial en la plaça 1 menos el de la plaça 2: 

VF = F • ds = q(<f >i — 0 2 )- 

En realidad podemos calcular la intégral, porque la fuerza es constante y si désig¬ 
nâmes por d la separaciôn de las plaças, la intégral es fàcil: 


F = -VU, 


C = -V*. 


(14.14) 


J i e 0 J i e 0 
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La diferencia de potencial, A<& = ad! 1 0 se llama diferencia de voltaje, y Q> se mide 
en volts. Cuando decimos que un par de plaças estàn cargadas a cierto voltaje, lo 
que queremos decir es que la diferencia de potencial eléctrico de las dos plaças es 
de tantos voltios. Para un condensador hecho de dos plaças paralelas que llevan una 
carga superficial ± a, el voltaje o diferencia de potencial del par de plaças es ad! e 0 . 
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Teoria especial de la relatividad 


15-1 El principio de relatividad 
15-2 La transformaciôn de Lorentz 
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Morley 
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15-5 La contraccién de Lorentz 

15-6 Simultaneidad 

15-7 Cuadrivectores 

15-8 Dinâmica relativista 

15-9 Equivalencia de masa y eriergia 


15-1 El principio de relatividad 

Por mâs de 200 anos se pensô que las ecuaciones del movimiento formuladas 
por Newton describian correctamente la naturaleza y cuando por primera vez se 
descubriô un error en estas leyes, también se descubriô la manera de corregirlo. 
Tanto el error como su correcciôn fueron descubiertos por Einstein en 1905. 

La segunda ley de Newton que hemos expresado por medio de la ecuaciôn 
F = d(mv)/dt, 

fue establecida con la hipôtesis tâcita que m es una constante, pero sabemos ahora 
que esto no es cierto y que la masa de un cuerpo aumenta con su velocidad. En la 
formula corregida de Einstein m tiene el valor 





donde la “masa en reposo” m 0 représenta la masa de un cuerpo que no se mueve 
y c es la velocidad de la luz, que es alrededor de 3 x 10 5 km seg~' o sea alrededor 
186.000 mi • seg~‘. 

Para aquellos que quieren aprender solo lo suficiente en esta materia para poder 
resolver problemas, esto es todo lo que hay que saber sobre la teoria de la relati¬ 
vidad -se cambian las leyes de Newton introduciendo un factor de correcciôn para 
la masa- De la formula misma se puede ver fàcilmente que este aumento de masa 
es muy pequeno en circunstancias normales. Incluso para velocidades tan grandes 
como las de un satélite que se mueve alrededor de la tierra con 8 km/seg., se tiene 
v/c = 8/300.000: al introducir este valor en la formula se ve que la correcciôn 
a la masa es solamente una parte en dos a très mil millones que es casi imposible 
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de observar. En realidad la exactitud de la formula ha sido confirmada amplia- 
mente observando muchos tipos de particulas que se mueven con velocidades hasta 
prâcticamente la velocidad de la luz. Sin embargo, debido a que el efecto es nor- 
malmente tan pequeno, résulta notable que haya sido descubierto teôrica antes que 
experimentalmente. Empiricamente el efecto es muy grande a velocidades suficiente- 
mente elevadas, pero no fue descubierto de esta manera. Por esta razôn es intere- 
sante ver cômo una ley que implicaba una modificaciôn tan delicada (cuando fue 
descubierta por primera vez), se encontre por medio de una combinaciôn de expéri¬ 
mentes y razonamientos fisicos. Contribuciones al descubrimiento fueron hechas 
por muchas personas cuyo resultado final fue el descubrimiento de Einstein. 

En realidad existen dos teorias de la relatividad de Einstein. Este capitulo sola- 
mente estâ dedicado a la teoria especial de relatividad que fue formulada en 1905. 
En 1915 Einstein publicô una teoria adicional llamada teoria general de la relativi¬ 
dad. Esta ùltima teoria da una extension de la teoria especial al caso de la ley de 
gravitaciôn; no discutiremos aqui la teoria general. 

El principio de relatividad fue formulado por primera vez por Newton en sus co- 
rolarios de las leyes de movimiento: “Los movimientos de cuerpos en un mismo 
espacio dado son iguales entre si, si este espacio esta en reposo o si se mueve uni- 
formemente sobre una linea recta". Esto significa, por ejemplo, que si una nave 
espacial se desplaza con una velocidad uniforme, todos los experimentos y los fenô- 
menos realizados en ella aparecerân iguales a los observados si la nave no està 
en movimiento, suponiendo naturalmente, que uno no mira hacia fuera. Este es el 
significado del principio de relatividad. La idea es bastante sencilla, y la ûnica 
pregunta es si es verdad que en todos los experimentos realizados en el interior de 
un sistema en movimiento las leyes de la fisica aparecen iguales a las observadas si 
el sistema està en reposo. Investiguemos primero si las leyes de Newton son iguales 
en el sistema môvil. 


Si sustituimos esta transformaciôn de coordenadas en las leyes de Newton encon- 
tramos que estas leyes se transforman en las mismas leyes en el sistema con raya; 
es decir, las leyes de Newton tienen las mismas formas en un sistema en movimiento 
que en un sistema estàtico y por esta razôn es imposible poder decir por medio de 
experimentos mecânicos si el sistema se estâ moviendo o no. 

El principio de relatividad se ha usado en mecânica durante largo tiempo. Fue 
usado por diferentes personas, en particular por Huygens, para obtener las réglas 
de la colisiôn de bolas de billar prâcticamente en la misma forma usada en el 
capitulo 10 para discutir la conservaciôn del momentum. En el siglo pasado aumen- 
tô el interés en aquel principio como resultado de las investigaciones de los fenô- 
menos de electricidad, magnetismo y luz. Una larga sérié de experimentos cuida- 
dosos acerca de estos fenômenos realizados por muchas personas, culminô en las 
ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético, las cuales describen la elec¬ 
tricidad, el magnetismo y la luz en un ünico sistema uniforme. Sin embargo, las 
ecuaciones de Maxwell no parecian obedecer el principio de relatividad. Es decir, 
si transformamos las ecuaciones de Maxwell por medio de la sustituciôn de las ecua¬ 
ciones 15.2, su forma no queda igual; por esta razôn, los fenômenos eléctricos y 
ôpticos en una nave espacial en movimiento deberian ser diferentes a los mismos 
en una nave en reposo. Se podria usar entonces estos fenômenos ôpticos para deter- 
minar la velocidad de la nave; en particular se podria determinar la velocidad abso- 
luta de la nave, efectuando mediciones ôpticas o eléctricas adecuadas. Una de las 
consecuencias de las ecuaciones de Maxwell es que, si existe una perturbaciôn en el 
campo tal que se généra luz, estas ondas electromagnéticas se alejan en todas las 
direcciones en la misma forma y con la misma velocidad c, o sea 300.000 km/seg. 
Otra consecuencia de las ecuaciones es que si la fuente de la perturbaciôn se mueve, 
la luz emitida atraviesa el espacio con la misma velocidad c. Esto es anâlogo al caso 
del sonido, donde la velocidad de las ondas sonoras es también independiente de la 
velocidad de la fuente. 


y 
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Fig. 15-1. Dos sistemas de coordenadas 
en movimiento uniforme relativo segûn sus 
ejes x. 


Esta independencia del movimiento de la fuente, en el caso de la luz, nos plantea 
un problema interesante. 

Supongan que nos encontramos en un automôvil que se mueve con la velocidad 
u, y que la luz proveniente de su parte trasera pasa por el automôvil con veloci¬ 
dad c. Derivando la primera ecuaciôn en (15.2) se obtiene 


Supongan que Pedro se està moviendo en la direcciôn x con velocidad uniforme 
u y que mide la posiciôn de un cierto punto, indicado en la figura 15-1. El désigna 
la “distancia .v” del punto en su sistema de coordenadas con x’. Juan estâ en repo¬ 
so. v mide la distancia del mismo punto. designando la coordenada x en su sistema 
con'.v. La relaeion entre las coordenadas en los dos sistemas se ve claramente en el 
diagrama. Después de un tiempo / el origen de Pedro se ha movido una distancia 
ut, y si originalmente los dos sistemas coincidieron, 

x' = x — ut, 

y = (i5.2) 


dx'/dt = dx/dt - u, 

Lo que significa que, segùn la transformaciôn galileana, la velocidad aparente de la 
luz que pasa, medida en el automôvil, no deberia ser c sino c -u. Por ejemplo, si el 
automôvil se mueve a 200.000 km/seg y si la luz se mueve a 300.000 km/seg, en¬ 
tonces aparentemente la luz que pasa por el automôvil deberia desplazarse a 
100.000 km/seg. Por lo tanto midiendo la velocidad de la luz que pasa por el 
automôvil (si la transformaciôn de Galileo es correcta para la luz), se puede deter¬ 
minar la velocidad del automôvil. Se realizaron varios experimentos basados en esta 
idea general, para determinar la velocidad de la tierra; pero todos failaron —no 
dieron ninguna velocidad-. Discutiremos uno de estos experimentos en detalle, para 
mostrar exactamente qué se hizo y qué pasô; naturalmente algo pasô, algo fallô 
con las ecuaciones de la fisica. ;,Qué podria ser? 
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15-2 La transformaciôn de Lorentz 


Cuando se descubriô el fracaso de las ecuaciones de la fisica en el caso citado 
arriba, lo primero que se penso era que la dificultad debia estar en las nuevas ecua¬ 
ciones de Maxwell de la electrodinàmica, que en esos tiempos solo tenian veinte 
anos. Parecia évidente que estas ecuaciones debian estar equivocadas, por lo cual habia 
que cambiarlas de tal manera que, en una transformacién de Galileo, se satisfaciera 
el principio de relatividad. Cuando se intenté esto, los nuevos términos que habia 
que colocar en las ecuaciones conducian a predicciones de nuevos fenémenos eléc- 
tricos que no existian al ser buscados experimentalmente, por lo cual este intento 
fue abandonado. Gradualmente se reconocié entonces que las leyes de Maxwell de la 
electrodinàmica eran correctas y que los problemas debian ser buscados en otra 
parte. 

Mientras tanto, H. A. Lorentz observé algo notable y curioso al efectuar las 
siguientes sustituciones en las ecuaciones de Maxwell: 



es decir, que las ecuaciones de Maxwell mantienen la misma forma cuando se les 
aplica esta transformacién. Las ecuaciones (15.3) son conocidas bajo el nombre de 
transformaciôn de Lorentz. Siguiendo una sugerencia hecha originalmente por Poin¬ 
caré, Einstein propuso que todas las leyes Jïsicas debian ser taies de permanecer 
las mismas bajo una transformaciôn de Lorentz. En otras palabras deberiamos cam- 
biar las leyes de la mecânica y no las leyes de la electrodinàmica. ^.Cémo debemos 
cambiar las leyes de Newton para que queden inalteradas por la transformacién de 
Lorentz? Si nos fijamos esta meta, tendremos que reescribir las ecuaciones de New¬ 
ton de tal manera que las condiciones impuestas sean satisfechas. Se obtiene asi 
que el ùnico requisito es que la masa m en las ecuaciones de Newton debe ser 
reemplazada por la expresion indicada en la ecuacièn (15.1). Si se efectùa este cam- 
bio, armonizan las leyes de Newton y las leyes de la electrodinàmica. Si usamos 
entonces la transformacién de Lorentz para comparar las mediciones de Pedro con 
las de Juan, no podremos detectar nunca quién se esté moviendo, porque la forma 
de todas las ecuaciones serâ la misma en ambos sistemas de coordenadas. 


Es interesante discutir lo que significa el reemplazo de la transformacion antigua 
para las coordenadas y el tiempo por una nueva, dado que la antigua (Galileo) pa- 
rece évidente, y la nueva (Lorentz) tiene un aspecto tan peculiar. Deseamos 
saber, si es légico y experimentalmente posible, que la nueva transformacién, 
y no la antigua, sea la correcta. Para saber esto, no basta estudiar las leyes de la 
mecânica, sino que, tal como !o hizo Einstein, debemos analizar también nuestros 
conceptos sobre espacio 
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y tiempo para poder comprender esta transformaciôn. Tendremos que discutir con 
algûn detalle estos conceptos y sus consecuencias para la mecânica; digamos 
mientras tanto que el esfuerzo serâ justificado, dado que los resultados estân de 
acuerdo con la experiencia. 

15-3 El expérimente de Michelson-Morîey 

Como se menciona mas arriba, se hicieron intentos para determinar la veloci- 
dad absoluta de la tierra a través del hipotétiço “éter ", el cual supuestamente se 
extiende por todo el espacio. El mâs famoso de estos experimentos es uno realizado 
por Michelson y Morley en 1887. Sélo dieciocho anos màs tarde Einstein fmalmen- 
te explicô los resultados negativos del experimento. 



El experimento de Michelson-Morley fue realizado con un aparato como el que se 
muestra esquemàticamente en la figura 15-2. Este aparato consta esencialmente de 
una fuente luminosa A, una plaça de vidrio parcialmente planteada B y dos espe- 
jos C y E, todo montado sobre una base rigida. Los espejos estân puestos a iguales 
distancias L de B. La plaça B divide el haz de la luz incidente y los dos haces 
résultantes siguen en direcciones perpendiculares entre si hacia los espejos, donde 
se reflejan de vuelta hacia B. Al volver a B, los dos haces se recombinan, formando 
los haces superpuestos D y F. Si el tiempo que emplea la luz para avanzar de B a. E 
y viceversa es el mismo que el tiempo B a C y viceversa, entonces los haces D y F 
que emergen estarân en fase y se reforzaràn mutuamente, pero si los dos tiempos 
difieren ligeramente, los haces estarân ligeramente fuera de fase y se obtendrà in- 
terferencia. Si el aparato està “en reposo” en el éter, los tiempos deberân ser exac- 
tamente iguales, pero si se mueve hacia la derecha con velocidad u debe haber una 
diferencia en los tiempos. Veamos por qué. 

Calculemos primero el tiempo que necesita la luz para ir de B a E y viceversa. 
Llamemos el tiempo que requiere la luz para ir de la plaça B al espejo E,y t 2 el 
tiempo de regreso. Ahora bien, mientras la luz se mueve de B hacia el espejo, el 
aparato se mueve a una distancia ut, tal que la luz debe atravesar una distancia 
L + ut v con la velocidad c. Podemos también expresar esta distancia como c/,: 
asi tenemos 

cli = L + ut i, or li = L/(c - u). 
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(Este resultado es también évidente bajo el punto de vista de que la velocidad de la 
luz con respecto al aparato es c - u, de modo que el tiempo es el largo L dividido 
por c - u.) En una forma semejante se puede calcular el tiempo t 2 . Durante este tiem¬ 
po la plaça B avanza una distancia ul 2 , por lo tanto la distancia de regreso de la 
luz es L - ut 2 - Tenemos en consecuencia 

ch = L - ut 2 , or t 2 = L/(c + u). 

Entonces el tiempo total es 


h + t 2 = 2 Lc/(c 2 - u 2 ). 

Por conveniencia en comparaciones posteriores de tiempo, escribimos esto en la 
forma 


*1 + 1 2 


2 L/c 

1 - u 2 /c 2 ' 


(15.4) 


Nuestro segundo câlculo serâ el del tiempo t 3 que emplea la luz para ir de B al 
espejo C. Como en el caso anterior, durante el tiempo t i el espejo C se mueve ha- 
cia la derecha una distancia itt } hasta la posiciôn C'; en el mismo tiempo la luz 
viaja una distancia ct 3 a lo largo de la hipotenusa de un triàngulo que es BC’. Pa¬ 
ra este triàngulo rectàngulo tenemos 


(. c hŸ — L 2 + ( utz ) 2 

L 2 = c 2 t\ - u 2 t\ = (c 2 - u 2 )tl 

de lo cual obtenemos 


Para el viaje de regreso desde C” la distancia es la misma, como puede deducirse 
de la simetria de la figura; por esta razôn también el tiempo de regreso es el mismo, 
y el tiempo total es 2t y Con un pequeno reordenamiento de la forma, podemos’ 
describir 


2<3 


2 L/c 

\/l — u 2 /c 2 


(15.5) 


Estamos ahora en condiciones de comparar los tiempos empleados por los dos 
haces de la luz. En las expresiones (15.4) y (15.5) los numeradores son iguales y 
representan el tiempo que se emplearia si el aparato estuviera en reposo. En los de- 
nominadores el término u 2 /c 2 sera pequeno, salvo que u sea de valor comparable a 
c. Los denominadores representan las modificaciones en los tiempos causados por 
el movimiento del aparato. Y vean, estas modificaciones no son iguales —el tiempo 
para ir a C y viceversa es un poco mâs pequeno que el tiempo a £ y viceversa, a 
pesar de que los espejos estân équidistantes de B , y todo lo que tenemos que ha- 
cer es medir esta diferencia con précision. 

Aqui surge un aspecto mener de tipo técnico -supôngase que los dos largos L 
no son exactamente iguales-. De hecho seguramente no los podemos hacer exacta- 
mente iguales. En este caso simplemente giramos el aparato en 90 grados, tal que 
BC esté en la linea de movimiento y BE perpendicular al movimiento. Cualquier 
pequena diferencia de la longitud no tiene entonces importancia, y lo que observa- 
mos es un corrimiento de las franjas de interferencia cuando se gira el aparato. 


Al efectuar el experimento, Michelson y Morley orientaron el aparato de tal ma- 
nera que la linea BE quedô casi paralela al movimiento de la tierra en su ôrbita 
(durante ciertos momentos del dia o de la noche). Esta velocidad orbital es aproxi- 
madamente 30 kilômetros por segundo y cualquier “desplazamiento del éter” debe- 
ria ser por lo menos éste en algün momento del dia o de la noche y en alguna época 
del ano. El aparato fue lo suficientemente sensible para observar tal efecto, pero 
no se encontre ninguna diferencia de tiempo -la velocidad de la tierra a través del 
éter no pudo ser detectada- El resultado del experimento fue cero. 

El resultado del experimento de Michelspn-Morley fue muy enigmâtico y des¬ 
concertante. La primera idea fructifera para encontrar una salida a este impose vino 
de Lorentz. Sugiriô, que cuerpos materiales se contraen cuando se mueven, y que es¬ 
te acortamiento tiene lugar solamente en la direcciôn del movimiento, y ademâs, que 
si el largo es L 0 cuando el cuerpo esta en reposo, entonces si se mueve con veloci¬ 
dad u paralela a su largo, este nuevo largo que llamaremos L\\ (L paralelo) estarâ 
dado por 

Z,|I = Lo VT - u 2 /c 2 - (15.6) 

Si se aplica esta modificaciôn al interferômetro de Michelson-Mo rley no cambia 
la distancia de £ a C, pero la distancia de B a E se acorta a L/ \/ 1 - iPJc 1 . Por 
esta razôn la ecuaciôn (15.5) no cambia, pero la L de la ecuaciôn (15.4) se debe 
cambiar de acuerdo con la ecuaciôn (15.6). Al hacer esto obtenemos 


ti + h = 


(2 L/c) y/l - u*/c* 
1 — u’/c- 


_ 2 Uc _ 

vr- «2/c* ’ 


(15.7) 


Comparando este resultado con la ecuaciôn (15.5) vemos que t x + f 2 = 2 t y Asi 
que si el aparato se contrae en la forma recién descrita tenemos una manera de 
comprender por que el experimento de Michelson-Morley no da efecto alguno. A 
pesar de que la hipôtesis de contracciôn explica el resultado negativo del experimen¬ 
to, queda la objeciôn que fue inventada expresamente para explicar esta dificultad 
y que es demasiado artificiosa. Sin embargo, en muchos otros experimentos enca- 
minados a descubrir un viento de éter, aparecieron dificultades similares, hasta que 
fue aparente que la naturaleza estaba en una "conspiraciôn " para frustrar a! hombre, 
introduciendo algunos fenômenos nuevos para anular todo fenômeno que él creia 
le iba a permitir una mediciôn de u. 

Finalmente se reconociô, como lo hizo ver Poincaré, que una ;eonspiraeiàn to¬ 
tal es de por si una ley de la naturaleza! Entonces Poincaré propuso que existe 
tal ley de la naturaleza y que es imposible detectar un viento de éter con ningùn 
experimento; es decir no existe manera para determinar una velocidad absoluta. 


15-4 Transformaciôn del tiempo 

Al tratar de probar si la idea de la contracciôn estaba en armonia con los he- 
cnos de otros experimentos, resultô que todo era correcto si también se modificaban 
los tiempos en la forma expresada por la cuarta ecuaciôn del grupo (15.3). Esto se 
debe a que el tiempo t } calculado para el viaje de £ a C y viceversa no es el mismo 
si lo calcula un hombre que realiza el experimento en una nave espacial 
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en movimiento, a si lo calcula un observador estàtico, quien observa a la nave espacial. 

Para e! hombre e n la nave , el tiempo es simplemente IL le, pero para el otro observa¬ 
dor es (2 Llc)l\J 1 -trie 1 (Ec. 15.5). En otras palabras, si el observador que esta fue- 
ra de la nave ve que el hombre en la nave espacial enciende un cigarro, todas las 
acciones aparecen mâs lentas de lo normal, mientras que para el hombre en el inte- 
rior todo se mueve a una velocidad normal. Por lo tanto, no solamente las longi 
tudes deben ser reducidas, sino que también los instrumentos que miden tiempos 
(relojes) aparentemente deben ir màs lentos. Es decir, si el reloj en la nave espacial 
registra que para el hombre en la nave ha transcurrido un segundo. indicarâ 
1/ \f~T-HFTc 1 segundos para el hombre afuera. 

Este atraso de los relojes en un sistema en movimiento es un fenômeno muy sin- 
gular y es digno de una explicaciôn. Para poder entenderla. debemos observar el 
mecanismo del reloj y ver qué pasa cuando se mueve. Dado que esto es algo difl- 
cil, vamos a considerar un reloj muy sencillo. El que vamos a elegir es ciertamente 
un tipo de reloj muy tonto, pero trabajarâ en principio: consiste de una varilla 
(métro) con un espejo en cada extremo, y si emitimos una senal luminosa entre los 
espejos. la luz sigue moviéndose hacia arriba y hacia abajo. produciendo un clic 
cada vez que llegue abajo, tal como un reloj normal. Construimos dos relojes de 
esta forma, con exactamente la misma longitud, y los sincronizamos haciéndolos 
-partir al mismo tiempo; entonces concordarân siempre, dado que son iguales en 
longitud, y la luz viaja siempre con velocidad c. Entregamos uno de estos relojes 
al hombre que lo llevarâ en su nave espacial instalando la varilla perpendicular a la 
direcciôn del movimiento de la nave; entonces no cambiarà el largo de la varilla. 
i,Como sabemos que los largos perpendiculares no cambian? Los dos hombres pueden 
acordar hacer marcas en cada uno de sus métros en la direcciôn v cuando pasan 
uno frente al otro. Por simetria, las dos marcas deben aparecer en las mismas coor- 
denadas y e y’, porque de otra manera cuando se juntan para comparar resultados, 
una marca estarâ por encima o por debajo de la otra, y podriamos decir asi quién 
realmente se estaba moviendo. 

Veamos ahora qué le pasa al reloj en movimiento. Antes de llevarlo a bordo el 
hombre estaba de acuerdo en que era un hermoso reloj patron y cuando se aleja 
en la nave espacial, no notarâ nada peculiar. Si lo hiciera, podria saber que estaba 
en movimiento; si cualquier cosa cambiara debido al movimiento, él podria decir 
que estaba en movimiento. Pero el principio de relatividad afirma que esto es impo- 
sible en un sistema que se mueve uniformemente; por lo tanto, nada ha cambiado. 

Por otra parte, si el observador externo observa el reloj que pasa frente a él, ve que 

la luz al ir de espejo a espejo, recorre "en realidad” un camino en zigzag, dado que j 

la varilla se mueve lateralmente todo el tiempo. Hemos analizado va tal movimiento 

en zigzag en conexiôn con el experimento de Michelson-Morley. Si en un tiempo 

dado la varilla se mueve una distancia proporcional a u (Fig. 15-3), la distancia que 

la luz recorre en el mism o tiemp o es proporcional a c, y la distancia vertical es por 

lo tanto proporcional a y/ c 1 - u 1 . 

O sea, la luz requiere un tiempo mayor para ir de extremo a extremo en el reloj 
en movimiento que en el reloj en reposo. Por esta razôn, el tiempo aparente entre 
los clics es mayor para el reloj en movimiento, en la misma proporciôn que la indi- 
cada por la hipotenusa del triangulo (éste es también el origen de las raices cuadra- 
das en nuestras ecuaciones). En la figura también es évidente que mientras mâs gran¬ 
de es u, màs lentamente parece marchar el reloj en movimiento. No solo se mueve 
mâs lentamente este reloj particular, sino que, si la teoria de la relatividad es correcta. 
cualquier otro reloj que funcione segün cualquier principio 




Fig. 15-3. (a) Un "reloj de luz" en re¬ 

poso en el sistema S'. (b) El mismo reloj 
en movimiento a través del sistema S. (c) 
llustraciôn del camino diagonal recorrido 
por el haz de luz en un "reloj de luz" en mo¬ 
vimiento. 


también pareceria marchar lentamente, y en la misma proporciôn podemos decir 
esto sin mâs anâlisis. <•,Por qué es asi? 

Para contestar la pregunta hecha arriba, supongan que tuviéramos otros dos 
relojes, hechos exactamente iguales, con ruedas y engranajes, o quizâs basados en 
la desintegraciôn radioactiva o cualquier otra cosa. Entonces ajustâmes estos relo¬ 
jes para que ambos marchen en perfecto sincronismo con nuestros relojes originales. 
Si la luz camina hacia arriba y hacia abajo en los primeros relojes y anuncia su 
ilegada con un clic, los modèles nuevos también completan alguna especie de ciclo, 
lo que ambos anuncian simultâneamente por algûn destello doblemente coincidente, 
o un bong, o cualquier otra senal. Uno de estos relojes se lîeva a la nave espacial 
junto con uno del primer tipo. A lo mejor este reloj no marcha mâs lentamente, 
"sino que sigue manteniendo el mismo tiempo que su contraparte en reposo y asi dis- 
crepa con el otro reloj en movimiento. Ah, no, si esto pasara, el hombre en la nave 
podria usar esta difereocia entre Sos dos relojes para determinar la velocidad de su 
nave, lo que hemos supuesto es imposible. No necesitamos saber nada sobre el me¬ 
canismo del reloj nuevo que pueda producir el efecto —sabemos simplemente que, 
cualquiera sea la razôn, aparentemente marcharâ mâs lento, igual que el primero. 

Âhora bien, si todos los relojes en movimiento marchait mâs lentamente, si nin- 
gun método de medtda del tiempo da otra cosa que una velocidad mâs baja, no nos 
queda otra cosa que decir, _> n c erto sentido qu el tien \po i i^mo parece mas en o 
en una nave espacial. Todos los fenômenos que cm t n alli —el rifmo d i r ! r r d 1 
hombre, sus procesos mentales, el tiempo que empiea para encender un cigarro, 
■rcfeUr cscroCc perr erccc" ;/ amener-- car mec ocrer. ; rrr, :rc rrr Prcr c 
la misnra proporciôn, porque r! no puede 1 eir que c? ai no ! mc to Los o ^ 3 
~3b y i lédio r d ©en a * eees qu n*- <= mi ! s j o qi i n— r r» 

tsarn tt cp u t cancer ■=s jnaye er x a °si aela p c r r ' t 

ta de un fisico modéra© esto es 
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casi cierto; ;de otra manera se podria usar la velocidad de desarrollo del cancer 
para determinar la velocidad de la nave! 

Un ejemplo muy interesante de la dilataciôn del tiempo con el movimiento es 
suministrado por los mesones mu (muones), que son particulas que se desintegran 
espontâneamente después de un tiempo de vida medio de 2,2 x 10 6 seg. Llegan a 
la tierra en los rayos côsmicos, pero también pueden ser producidos artificialmente 
en el laboratorio. Algunos se desintegran en medio del aire, pero el resto se désin¬ 
tégra solamente después de haber encontrado un pedazo de material y haberse de- 
tenido. Esta claro que en vida tan corta el muôn no puede viajar mucho mâs de 
600 métros, incluso a la velocidad de la luz. Pero a pesar de que los muones se 
forman en la parte superior de la atmôsfera, a unos 10 kilômetros de altura se los 
encuentra en el laboratorio aqui abajo en los rayos côsmicos. ^Cômo puede ser es- 
to? La contestaciôn es que los diferentes muones se mueven con varias velocidades, 
algunas de las cuales son muy cercanas a la velocidad de la luz. Mientras que des- 
de su propio punto de vista viven solamente 2 n seg, desde nuestro punto de vista 
viven considerablemente màs —lo suficiente para que puedan llegar a la tierra— El 
factor por el cual se aumenta el tiempo ya ha sido dado como 7/ \J 1 - u 2 /c 2 . La 
vida media ha sido medida bastante exactamente para muones a diferentes veloci¬ 
dades, y los valores concuerdan bastante bien con la formula. 

No sabemos por qué el mesôn se désintégra y cuâl es su mecanismo, pero sabe- 
mos que su comportamiento satisface al principio de relatividad. Esta es la utili- 
dad del principio de relatividad: nos permite hacer predicciones, incluso sobre 
cosas de las cuales no sabemos mucho en otro aspecto. Por ejemplo, antes de tener 
alguna idea sobre lo que hace desintegrar al mesôn, podemos predecir que si se 
mueve a nueve décimas de la velocidad de la luz, la duraciôn aparente de su vida es 
(2,2 x 10- 6 )/ f 1 - 9 2 /KL seg; y nuestra predicciôn funciona -esto es lo bueno. 


15-5 La contracciôn de Lorentz 

Volvamos ahora a la transformaciôn de Lorentz (15.3) y tratemos de entender 
mejor la relaciôn entre los sistemas de coordenadas (x,y,z,t) y (x’,y’,z’,t\), a los que 
llamamos sistemas S y S’, o sistemas de Juan y Pedro, respectivamente. Hemos ob- 
servado ya que la primera de las ecuaciones esta basada en la sugerencia de Lo¬ 
rentz de una contracciôn a lo largo de la direcciôn x; ^cômo podemos demostrar 
que se produce una contracciôn? Ahora podemos darnos cuenta que debido al 
principio de relatividad, el brazo transversal BC no puede cambiar su longitud en 
el experimento de Michelson Morley; sin embargo, el resultado nulo del experimen- 
to exige que los tiempos sean iguales. Entonces, para que el e xperi mento dé un re¬ 
sultado nulo, el brazo longitudinal BE debe aparecer \J 1 - u 2 /c 2 veces màs corto. 
^.Qué significa esta contracciôn en relaciôn con las mediciones efectuadas por Juan 
y Pedro? Supongan que Pedro, que se mueve con el sistema S’ en la direcciôn x, 
mide la coordenada .y’ de algùn punto con un métro y aplica la varilla x’ veces, 
pensando asi que la distancia es x' métros. Desde el punto de vista de Juan en el 
sistema N. sin embargo. Pedro e sta usando una régla acortada. tal que la distancia 
"real medida es .y’ i/1 -u 2 /e 2 métros. Entonces, si el sistema S’ se ha alejado 
una distancia ut del sistema S, e! observador S diria que el mismo punto, medido 
en sus coordenadas, esta a una 


distancia .y = x’y/ï~~u z /c i + ut, ô 

x - , 

* ~ v/T='~JT^ 

que es la primera ecuaciôn de la transformacion de Lorentz. 

15-6 Simultaneidad 

De manera analoga. debido a la diferencia en las escalas de tiempo. la expre- 
siôn del denominador se ha introducido en la cuarta ecuaciôn de la transformaciôn 
de Lorentz. El término màs interesante en esta ecuaciôn es ux/c 2 en el numerador, 
porque es nuevo e inesperado. Ahora bien, ^.qué significa esto? Si observamos la 
situaciôn cuidadosamente vemos que sucesos que ocurren al mismo tiempo en dos 
lugares separados vistos por Pedro en S', no ocurren a' mismo tiempo al ser ob- 
senados por Juan en S. Si un suceso ocurre en el punto .y, en el tiempo t Q y el otro 
suceso en x ï y t 0 (al mismo tiempo), encontramos que los tiempos correspondientes 
t\ y t \ difieren en la cantidad 

/'-/'= ~ x 2)/c 2 

2 1 V1 — u 2 /c 2 

A este hecho se le llama “falta de simultaneidad a distancia”, y para aclarar un po- 
co mâs la idea consideremos el experimento siguiente. 

Supongan que un hombre que se mueve en una nave espacial (sistema S’) ha 
puesto un reloj en cada extremo de la nave y estâ interesado en asegurarse que los 
dos relojes estén sincronizados. ^Cômo se puede sincronizar los relojes? Existen 
muchos caminos. Un camino que implica muy poco càlculo séria localizar prime- 
ramente el punto medio exacto entre los relojes. Luego emitimos desde alli una serial 
luminosa que irâ en ambas direcciones con la misma velocidad y evidentemente 11e- 
garâ a ambos relojes al mismo tiempo. Esta llegada simultânea de las serîales se 
puede usar para sincronizar los relojes. Supongamos entonces que el hombre en S' 
sincroniza sus relojes por medio de este método particular. Veamos si un observa¬ 
dor en el sistema S estaria de acuerdo que los dos relojes estàn sincronizados. El 
hombre en S’ tiene derecho a pensar que lo estàn, porque no sabe que se està mo- 
viendo. Pero el hombre en 5 razona que, dado que la nave se estâ moviendo hacia 
adelante, el reloj en la parte delantera se aleja de la senal luminosa; por lo tanto. 
la luz tiene que andar mâs que el medio camino para alcanzarlo; en cambio el re¬ 
loj trasero avanza para encontrar a la senal luminosa, por lo cual la distancia serà 
mâs corta. La senal llega entonces primero al reloj trasero, a pesar de que el hom¬ 
bre en S' pensaba que ambas senales habian llegado simultâneamente. Vemos en¬ 
tonces que si un hombre en una nave espacial créé que los tiempos en dos posicio- 
nes son simultàneos, j valores iguales de t’ en su sistema de coordenadas deben co- 
rresponder a valores diferentes de t en otro sistema de coordenadas! 


15-7 Cuadrivec tores 

Veamos qué otra cosa podemos descubrir en la transformaciôn de Lorentz. Es 
interesante notar que la transformaciôn entre los x y los t es de forma analoga a 
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la transformaciôn de los „y y los y que estudiamos en el capitulo 11 para una ro- 
taciôn de coordenadas. Teniamos entonces 


x' — x cos 6 + y sen 0, 
y' = y cos 6 — x sen 0, 


(15.8) 


donde los nuevos .y’ mezclan los antiguos x e y, y los nuevos y’ también mezclan 
los antiguos x e y : en forma similar encontramos en la transformaciôn de Lorentz 
un nuevo .y’ que es una mezcla de x y t y un nuevo t' que es una mezcla de / y x. 
Asi. pues, la transformaciôn de Lorentz es anàloga a una rotaciôn, solo que es una 
"rotaciôn"' en el espacio y el tiempo, lo que parece ser un concepto extrano. Una 
prueba de la analogia con una rotaciôn se puede hacer câlculando la cantidad 


x' 2 + y 2 + z' 2 - cV 2 = x 2 + y 2 + z 2 - c 2 / 2 . (15.9) 

En esta ecuaciôn. los très primeros términos de cada lado representan, en la geo- 
metria tridimensional, el cuadrado de la distancia entre un punto y el origen (super¬ 
ficie de una esfera) que no cambia (es invariante) en la rotaciôn de los ejes coorde- 
nados. En forma similar, la ecuaciôn (15.9) demuestra que existe una cierta combina- 
ciôn que incluye el tiempo. que es invariante en una transformaciôn de Lorentz. Por lo 
tanto la analogia con una rotaciôn es compléta, y es tal, que vectores, es decir can- 
tidades con "componentes" que se transforman en la misma forma que las coor¬ 
denadas y el tiempo, también son utiles en relatividad. 

Consideremos entonces una extension del concepto de vector, que hasta ahora 
solo hemos considerado con componentes espaciales, para incluir una componente 
temporal. Es decir, esperamos que existan vectores con cuatro componentes, très 
de las cuales son como las componentes de un vector ordinario, y a éstas se agrega- 
rà una cuarta componente, que es anàlogo de la parte temporal. 

Este concepto se analizarà mas en los capilulos siguientes. donde vamos a ver 
que si las ideas del pàrrafo anterior son aplicadas al momentum, la transformaciôn 
da lugar a très partes espaciales que son semejantes al momentum ordinario y a una 
de las cuales son como las componentes de un vector ordinario, y a éstas se agregarâ 
una cuarta componente, que es el anàlogo de la parte temporal. 

15-8 Dinàmka relalivista 

Estamos ahora en condiciones de investigar en forma màs general que forma to- 
man las leyes de la mecânica frente a una transformaciôn de Lorentz. Hasta aho¬ 
ra hemos explicado como cambian la longitüd y el tiempo, pero no como obtenemos 
la formula modificada para m (Ec. 15.1) Haremos esto en el prôximo capitulo. Para 
ver las consecuencias de la modificaciôn de Einstein para la m de la mecânica new- 
toniana, empezaremos con la ley de Newton que establece que la fuerza es igual a 
la variaciôn del momentun, es decir 

F = d(rm)/dt. 

El momentum esta dado todavia por mv. pero si usamos la nueva m, esta sera 


(15.10) 


Esta es la modificaciôn de Einstein a las leyes de Newton. En esta modificaciôn, 
action y reacciôn son todavia iguales (posiblemente puedan no serlo en detalle, pero 
si en forma global), existirâ la conservaciôn del momentum en la misma forma an¬ 
terior, pero la cantidad que se conserva no es el antiguo mv con masa constante, 
sino la cantidad indicada en (15.10) que contiene la masa modificada. Si se efectüa 
este cambio en la formula para el momentum, la conservaciôn del momentum toda¬ 
via funciona. 

Veamos ahora como varia el momentum -con la velocidad. En la mecânica new- 
toniana es proporcional a la velocidad y de acuerdo con (15.10), es casi el mismo 
en la mecânica relativista sobre un considérable intervalo de velocidades, pequenas 
en comparaciôn con c, dado que la raiz cuadrada difiere muy poco de 1. Pero si v 
es casi igual a c, la raiz cuadrada se aproxima a cero, y el momentum tiende por 
lo tanto a infinito. ôQué pasarâ si una fuerza constante actüa sobre un cuerpo du¬ 
rante un tiempo largo? En la mecânica newtoniana el cuerpo aumenta su velocidad 
hasta que camina mâs râpido que la luz. Pero esto es imposible en la mecânica re¬ 
lativista. En relatividad, el cuerpo no aumenta su velocidad, sino su momentum, que 
puede crecer continuamente porque su masa crece. Después de cierto tiempo, ya no 
existe pràcticamente aceleraciôn en el sentido de cambio de velocidad, pero el mo¬ 
mentum continua aumentando. Naturalmente si una fuerza produce un cambio muy 
pequeno en la velocidad de un cuerpo, nosotros decimos que el cuerpo tiene mucha 
inercia y esto es exactamente lo que dice nuestra formula para la masa relativista 
(véase ecuaciôn 15.10); dice que la inercia es muy grande cuando v es casi igual 
a c. Como ejemplo de este efecto puede mencionarse que para deflectar electrones de 
alta velocidad en el sincrotôn usado aqui en el Caltéch, necesitamos un campo mag- 
nético que es 2.000 veces mâs intenso que el valor que cabria esperar a base de las 
leyes de Newton. En otras palabras, la masa de los electrones en el sincrotôn es 
2.000 veces mayor que su masa normal, jy es tan grande como la de un proton! 
Que m sea 2.000 veces m n significa que 1 - v 2 /c 2 debe ser 1/4.000.000 y esto sig- 
nifica que v 2 /c 2 difiere de 1 por una parte en 4.000.000 o que v difiere de c por una 
parte en 8.000.000, es decir, la velocidad de los electrones se aproxima bastante a 
la luz. Si los electrones y la luz partieran ambos del sincrotôn (estimado a 200 mé¬ 
tros de distancia) y van al laboratorio Bridge, iquién llegaria primero? Naturalmente 
la luz, porque siempre la luz viaja mâs rapidamente*. ^Cuânto antes? Esto es muy 
dificii de decir; en cambio, diremos en qué distancia se adelanta la luz: jes alrede- 
dor de 1/4 de décima de miîimetro o 1/4 del espesor de una hoja de pape!! Cuan¬ 
do los electrones se mueven asi de râpido sus masas resultan énormes, pero nunca 
su velocidad puede exceder la velocidad de la luz. 


Busquemos ahora otras consecuencias de! cambio relativista de la masa. Con¬ 
sideremos el movimiento de las moléculas en un pequeno tanque de gas. Si se caiien- 
ta el gas, aumenta la velocidad de las moléculas, y por eso también la masa crece 
y ei gas es mâs pesado. Se puede' obtener una formula aproximada para indicar 
el au mento d e la masa para el caso de velocidades pequenas, desarrollando 
m 0 /xJ î - v 2 /c 2 = m 0 (1 - v : /c 2 ) l/2 en una sérié de poîencias, usando el teorema 


En realidad los electrones ganarian la carrera 
refracciôn de! aire. Un rayo gamma io haria mejor. 
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del binomio. Obtendremos 


m Q ( 1 — v 2 /c 2 ) 1/2 = w 0 (l + \v 2 jc 2 + §w 4 A 4 + •••)- 


Vemos claramente de la formula que la sérié converge ràpidamente cuando v es pe- 
queno, y los términos después de los dos primeras son despreciables. Asi podemos 
escribir 

m m 0 + h m o» 2 (~ïÿ (15.11) 

donde el segundo término del segundo miembro da el aumento de la masa debido a 
la velocidad molecular. Cuando la temperatura aumenta v 2 crece proporcionalmen- 
te, y asi podemos decir que el aumento de la masa es proporcional al aumento de 
la temperatura. Pero dado que \ m () v 2 représenta la energia cinética en el sentido 
anticuado newtoniano, podemos decir también que el aumento de la masa de todo 
el gas es igual al aumento de la energia cinética dividido porc 2 , 6 A m = AfE.C.Vc 2 


15-9 Equivalencia de masa y energia 

La observaciôn de arriba condujo a Einstein a la sugerencia que la masa de un 
cuerpo se puede expresar de una manera mâs simple que por medio de la formula 
(15.1), diciendo que la masa es igual al contenido energético total dividido por c 2 . 
Si la ecuaciôn (15.11) se multiplica por c 2 el resultado es 

me 2 = m 0 c 2 + s m 0 v 2 + • • • (15.12) 

Aqui el primer miembro da la energia total de un cuerpo, y en el ûltimo término 
reconocemos la energia cinética ordinaria. Einstein interpreto el término grande y 
constante m a c 2 , que forma parte de la energia total del cuerpo. como una energia 
intrinseca conocida como “energia de reposo”. 

Estudiemos mâs las consecuencias que resultan al suponer con Einstein que la 
energia de un cuerpo es siempre me 2 . Como un resultado interesante encontramos 
la formula (15.1) para la variaciôn de la masa con la velocidad, que hasta ahora fue 
una mera suposiciôn. Comenzamos considerando el cuerpo en reposo, cuando su 
energia es m 0 r\ Después aplicamos una fuerza al cuerpo, que le hace mover, dândo- 
le energia cinética; entonces, dado que la energia ha aumentado, también la masa ha 
aumentado —esto estâ implicito en la suposiciôn original. Mientras la fuerza 
continûa actuando, la energia y la masa continùan aumentando. Hemos visto ya 
(capitulo 13) que el cambio de energia con el tiempo es igual a la fuerza multipli 
cada por la velocidad, o 


—=F-v. (15.13) 

dt 

Ademàs tenemos (capitulo 9, Ec. 9.1) que F = d (mv)/dt. Cuando se juntan estas 
relaciones con la defmiciôn de E, la ecuaciôn (15.13) da 


d(mc 2 ) _ d(mv) 
dt dt 


(15.14) 


Queremos despejar m de esta ecuaciôn. Para hacer esto usamos primera el truco 
matemâtico de multiplicar ambos miembros por 2m, lo que cambia la ecuaciôn a 


c 2 (2m) ™ = 2mv 


d(mv) 

dt 


(15.15) 


Tenemos que deshacernos de las derivadas, lo que puede lograrse integrando am¬ 
bos miembros. La cantidad (2m) dm/dt se puede reconocer como la derivada de m 1 
con respecto al tiempo. De esta manera la ecuaciôn (15.15) es lo mismo que 


2 d (m 2 ) _ d(m 2 v 2 ) 
c "dt ~ dt 


(15.16) 


Si las derivadas de dos cantidades son iguales, las cantidades mismas difieren a lo 
sumo en una constante, por ejemplo C. Esto nos permite escribir 

m 2 c 2 = m 2 v 2 + C. (15.17) 

Es necesario définir mâs explicitamente la constante C. Dado que la ecuaciôn 
(15.17) debe ser vâlida para todas las velocidades, podemos elegir el caso especial 
cuando v = 0, y decir que en este caso la masa es m 0 . Sustituyendo estos valores 
en la ecuaciôn (15.17) se obtiene 

mlc 2 = 0 + C. 

Ahora podemos usar este valor de C en la ecuaciôn (15.17), lo que da 

m 2 c 2 = m 2 v 2 + mlc 2 . (15.18) 

Dividiendo por c- y reordenando términos résulta 

/« 2 (1 - v 2 /c 2 ) = m 2 , 

de lo cual obtenemos 

m = i« 0 /v/ï - v 2 /c 2 . (15.19) 

Esta es la formula (15.1), y es exactamente lo necesario para la concordancia entre 
masa y energia en la ecuaciôn (15.12). 

Ordinariamente estos cambios de energia representan cambios extremadamente 
pequenos en la masa, porque en la mayoria de los casos no podemos generar mu- 
cha energia de una cierta cantidad de material; pero, por ejemplo, en uma bomba atô- 
mica, de una energia explosiva équivalente a 20 kilotoneladas de TNT, se puede 
demostrar que el polvo después de la explosion es un gramo mâs liviano que la ma¬ 
sa inicial del material en reacciôn, de acuerdo con la relaciôn AE = A(mc r ). Esta 
teoria de equivalencia de masa y energia ha sido verificada maravillosamente con 
experimentos en los cuales se aniquila la materia -convirtiéndola totalmente en ener¬ 
gia: un électron y un positron llegan al reposo, cada uno con una masa de reposo 
m 0 . Cuando se juntan se desintegran y emergen dos rayos gamma cada uno con 
una energia m 0 c 2 . Este experimento proporciona una determinaciôn directa de la 
energia asociada a la masa en reposo de una particula. 
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Energia relativista y momentum 
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16-1 La relatividad y los filôsofos 

En este capitule continuaremos discutiendo el principio de relatividad de Einstein 
y Poincaré, y la manera como afecta nuestras ideas de la fisica y otras ramas del 
pensamiento humano. 

Poincaré hizo la siguiente exposiciôn del principio de relatividad: “De acuerdo 
con el principio de relatividad, las leyes de los fenômenos fisicos deben ser las mis- 
mas para un observador fijo que para un observador que tiene un movimiento uni¬ 
forme de îraslaciôn relative a él, de manera que no tengamos, ni siquiera posiblemen- 
te, ninguna manera de discernir si nosotros somos llevados o no en este movimiento. ” 

, Cuando esta idea se propagé por el mundo, causé un gran revuelo entre los fi- 
ïôsofos, especialmente “los filôsofos de salon" quienes dijeron: “Ah, es muy simple; 
la teoria de Einstein dice que itodo es relativo! "(.Realmente una sorprendente canti- 
dad de filôsofos, no solamente aquéllos que sé encuentran en fiestas (pero con el 
ànimo de no avergonzarlos, sencillamente los llamaremos “filôsofos de salon”), di- 
ràn “que todo es relative, es una consecuencia de Einstein y tiene una profunda in- 
fluencia en nuestras ideas". Ademâs dicen: “Se ha demostrado en fisica que los fenô¬ 
menos dependen del sistema de referencia". Se escucha esto muy a menudo, pero es 
difîcil saber lo que signifîca. Probablemente los sistemas de referencia a que se refi- 
rieron originalmente eran los sistemas de coordenadas que usamos en el anàlisis de 
la teoria de la relatividad. De manera que e! hecho que “las cosas dependen de su 
sistema de referencia" ha tenido una profunda influencia en el pensamiento moderno. 
Uno podria muy bien preguntarse por que, va que, después de todo, que las cosas 
dependan dei punto de visïa de uno es una idea tan simple, que ciertamente no puede 
baber sido necesario todo el trastorno de la teoria de la relatividad fisica. para descu- 
brirla. Que las cosas que uno ve dependen de su sistema de referencia es ciertamente 
conocido por cualquier persona que cantine, va que ve un peatôn que se acerca prime- 
ro por el Trente y después por detrâs: no hay nada mâs profundo en casi toda la filo- 
sofia. que se dice que ha venido 


de la teoria de relatividad, que la observaciôn de que “una persona luce diferente 
desde el frente que desde la parte de atras”. La vieja historia sobre el elefante des- 
crito en forma diferente por varios ciegos es otro ejemplo. quizâs. de la teoria de la 
relatividad desde el punto de vista de los filôsofos. 

Pero realmente debe haber cosas mâs profundas en la teoria de la relatividad que 
la sencilla observaciôn que “una persona luce diferente desde el frente que desde 
la parte de atrâs". Por supuesto que la relatividad es mâs profunda ya que podemos 
hacer predicciones defmidas con ella. Séria realmente notable si pudieramos prede- 
cir el comportamiento de la naturaleza de una observaciôn tan simple solamente. 

Hay otras escuelas de filôsofos que se sienten incômodos con la teoria de relati¬ 
vidad que asevera que no podemos determinar nuestra velocidad absoluta sin mirar 
a algo afuera, y los que dirian: “Es évidente que uno no puede medir su velocidad 
sin mirar afuera. Es patente que no tiene sentido hablar de la velocidad de algo sin 
mirar afuera; los fisicos son bastante estüpidos al pensar diferente. pero ya han em- 
pezado a vislumbrar que asi debe ser. Si nosotros los filôsofos tan solo nos hubié- 
ramos dado cuenta de cuâles eran los problemas que tenian los fisicos, podriamos 
haber decidido inmediatamente mediante trabajo mental que es imposible decir con 
qué rapidez uno se estâ moviendo sin mirar afuera y podriamos haber hecho una 
enorme contribuciôn a la fisica. " Estos filôsofos estân siempre con nosotros, luchan- 
do en la periferia para tratar de decirnos algo, pero nunca realmente entienden las 
sutilezas y profundidades del tema. 


Nuestra incapacidad de detectar movimiento absoluto es el resultado de los expe- 
rimentos y no el resultado de raciocinio solamente, como se puede ilustrar fâcilmen- 
te. En primer lugar, Newton creyô que uno no puede decir a qué velocidad va si uno 
se estâ moviendo con velocidad uniforme en una linea recta. Realmente, Newton fue 
quien primero estableciô el principio de relatividad y una cita hecha en el capitulo 
precedente era una observaciôn de Newton. (,Por qué, entonces, los filôsofos no hi- 
cieron todo este alboroto porque “todo es relativo” o algo por el estilo, en tiempo de 
Newton? Porque no fue hasta que se desarrollô la teoria de Maxwell, que hubo le¬ 
yes fisicas que sugirieron que uno podria medir su velocidad sin mirar afuera; pron- 
to se encontrô experimentalmente que uno no podia. 

Ahora bien, les absolutamente, definitivamente, fïlosôficamente necesario que 
uno no sea capaz de decir con qué velocidad se estâ moviendo sin mirar hacia afue¬ 
ra? Una de las consecuencias de la relatividad fue el desarrollo de una filosofia que 
decia: “;Usted puede définir solo lo que puede medir! Ya que es patente que uno no 
puede medir una velocidad sin ver respecto a qué la estâ midiendo, estâ claro que no 
tiene sentido la velocidad absoluta. Los fisicos deberian haberse dado cuenta que 
pueden hablar solamente de aquello que pueden medir. " Pero ahi estâ el problema: 
si uno puede définir o no velocidad absoluta es lo mismo que el problema de si uno 
puede o no detectar en un experimento, sin mirar afuera, si uno se estâ moviendo. 
En otras palabras, si una cosa es medible o no, no es algo que se décida a priori 
por el solo pensamiento, sino algo que puede ser decidido solamente por el experi¬ 
mento. Dado el hecho de que la velocidad de la luz es 300.000 Km/seg, uno va a 
encontrar pocos filôsofos que vayan a decir calmadamente que es patente que si la 
luz va a 300.000 Km/seg dentro de un auto y el auto va a 200.000 Km/seg 
que la luz 
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también va a 300.000 Km/seg con respecta a un observador en el suelo. Esta es 
un hecho chocante para :llos; los mismos que daman que es évidente, encuentran 
que no lo es cuando se les da un hecho especifico. 

Finalmente, hay una fïlosofia que dice que uno no puede detectar ningün movi- 
miento excepta mirando hacia afuera. Simplemente, esta no es verdadero en fisica. 
Cierto, uno no puede percibir movimiento uniforme en una linea recta, pero si toda 
la pieza estuviera rotando lo sabriamos con toda seguridad, ya que todo el mundo 
séria arrojado hacia la pared -habria toda clase de efectos “centrifugos”-. Que la 
tierra gira sobre su eje puede determinarse sin mirar a las estrellas, mediante el asi 
llamado péndulo de Foucault, por ejemplo. Por lo tanto, no es cierto que “todo es 
relativo”; es solamente la velocidad uniforme la que no se puede detectar sin mirar 
hacia afuera. La rotaciôn uniforme alrededor de un eje se puede detectar. Cuando 
se le dice esta a un filôsofo queda muy contrariado porque realmente no lo enten- 
diô, porque para él parece imposible que uno sea capaz de determinar la rotaciôn 
alrededor de un eje sin mirar hacia afuera. Si el filôsofo es suficientemente bueno, 
después de algûn tiempo puede volver y decir: “Yo entiendo. Realmente no tenemos 
una rotaciôn absoluta, estamos realmente rotando relativo a las estrellas, ve usted. 
Y alguna influencia ejercida por las estrellas sobre el objeto debe causar la fuerza 
centrifuga. ” 

Ahora bien, que nosotros sepamos eso es cierto; no tenemos ninguna manera, 
en estas momentos, de determinar si habria habido fuerza centrifuga, si no hubiera 
estrellas y nebulosas alrededor. No hemos podido hacer la experiencia de sacar to- 
das las nebulosas y después medir nuestra rotaciôn; asi que sencillamente no sabe- 
mos. Debemos admitir que el filôsofo puede tener razôn. Vuelve entonces deleitado 
y dice, “Es absolutamente necesario que el mundo resuite asi en ültima instancia: 
rotaciôn absoluta no significa nada; es solamente relativa a las nebulosas”. Entonces 
le decimos, "ahora, mi amigo, i,es o no évidente que una velocidad uniforme en linea 
recta, relativa a las nebulosas, no deberia producir efectos en el auto?” Ahora que el 
movimiento ya no es absoluta, sino que es un movimiento relativo a las nebulosas, 
la pregunta se hace misteriosa y una pregunta que puede ser contestada solamente 
mediante expérimentas. 

(.Cuâles son entonces las influencias filosôficas de la teoria de la relatividad? Si 
nos limitamos a influencias en el sentido de qué clase de nuevas ideas y sugerencias 
hace al fisico el principio de relatividad, podriamos describir algunas como sigue. El 
primer descubrimiento es, esencialmente, que aun aquellas ideas que se han manteni- 
do por mucho tiempo y que han sido verificadas precisamente, pueden estar equivo- 
cadas. Fue un descubrimiento chocante, por supuesto, que las leyes de Newton estân 
equivocadas, después de tantos anos que parecian précisas. Por supuesto, que los 
experimentos no estaban mal, solo que fueron hechos en un intervalo limitado de 
velocidades, tan pequenas que los efectos relativisticos no podian evidenciarse. Sin 
embargo, ahora tenemos un punto de vista mucho mâs humilde de nuestras leyes 
fîsicas -jtodo puede estar mal! 

En segundo lugar. si tenemos un conjunto de ideas "extranas", como que el 
tiempo avanza mâs despacio cuando uno se mueve, etc., bien que nos gusten o no, 
es una pregunta fuera de lugar. La ùnica pregunta pertinente es si las ideas son com¬ 
patibles con lo que se encuentra experimentalmente. En otras palabras, las “ideas ex¬ 
tranas" necesitan solamente estar de acuerdo con los experimentos, y la ûnica ra- 
zon que tenemos para discutir el comportamiento 


de los relojes y lo. demâs, es demostrar que, aunque la nociôn de la dilataciôn del 
tiempo es extraira, es compatible con la manera en que medimos el tiempo. 

Finalmente, hay una tercera sugerencia que es un poco mâs técnica, pero que ha 
resultado ser de enorme utilidad en nuestro estudio de otras leyes fisicas, y ella es 
observar la simetria de las leyes o, mâs especificamente, buscar las maneras de 
transformar las leyes dejândoles la misma forma. Cuando discutimos la teoria de 
los vectores, notamos que las leyes fundamentales del movimiento no cambian cuan¬ 
do rotamos el sistema de coordenadas, y ahora encontramos que no cambian cuan¬ 
do cambiamos las variables de espacio y tiempo de una manera particular, dada por 
la transformaciôn de Lorentz. Por lo tanto, esta idea de estudiar los esquemas u 
operaciones bajo las cuales las leyes fundamentales no cambian, ha demostrado ser 
muy ütil. 


16 2 La paradoja de los mellizos 

Para continuar nuestra discusiôn de la transformaciôn de Lorentz y efectos rela¬ 
tivisticos, consideremos la famosa “paradoja” de Pedro y Pablo, que se supone que 
son mellizos, nacidos al mismo tiempo. Cuando tienen la edad suficiente para mane- 
jar una nave espacial, Pablo hace un viaje a alta velocidad. Ya que Pedro, qué que¬ 
da en tierra, ve a Pablo viajar a tan alta velocidad, todos los relojes de Pablo 
parece que se atrasan, sus latidos son mâs lentos, sus pensamientos van mâs des¬ 
pacio, todo va mâs lento desde el punto de vista de Pedro. jPor supuesto, que Pablo 
no nota nada fuera de lo comûn, pero si viaja de un lado a otro por un tiempo y 
después vuelve, va a ser mâs joven que Pedro, el hombre que se quedô en la tierra! 
Esta es realmente verdadero; es una de las consecuencias de la teoria de la relativi¬ 
dad que ha sido demostrada claramente. Asi como los mesones mu duran mâs cuan¬ 
do se estân moviendo, también Pablo va a durar mâs mientras se mueve. A esta 
llama “paradoja” solamente aquella gente que créé que el principio de relatividad 
significa que todo movimiento es relativo; ellos dicen, “eh, eh, eh, desde el punto de 
vista de Pablo, i,no podriamos decir que es Pedro el que se està moviendo y, por lo 
tanto, no deberia parecer que él envejece mâs lentamente? Por simetria, el ünico re¬ 
sultado posible es que tengan la misma edad cuando se encuentren ”. Pero para que 
se junten y se pueda hacer la comparaciôn, Pablo debe o detenerse al final del viaje 
y hacer una comparaciôn de relojes, o mâs sencillo, volver y el que vuelve tiene que 
ser el hombre que se estaba moviendo, y esta él lo sabe, porque tuvo que cambiar 
el sentido de su movimiento. Cuando cambiô el sentido, todo tipo de cosas poco co- 
munes sucedieron en su nave espacial -los cohetes se apagaron, las cosas se apreta- 
ron contra una pared. etc.- mientras que Pedro no sintiô nada. 

Por lo tanto. la manera de exponer la régla es decir que el hombre que sintiô las 
aceleraciones, el que vio las cosas caer sobre las paredes, etc., es el que va a ser 
menor, ésa es la diferencia entre ellos en un sentido “absoluta”, y es, ciertamente, 
correcto. Cuando discutimos el hecho que ios mesones mu que se mueven viven 
mâs, usamos como ejemplo su movimiento rectilineo en la atmôsfera. Pero también 
podemos hacer mesones mu en un laboratorio y hacerlos seguir una curva mediante 
un imân. y aun con este movimiento acelerado, duran exactamente lo mismo que 
cuando se estaban moviendo en linea recta. Aunque nadie ha hecho 
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un experimento explicitàmente de manera que pudiéramos deshacernos de la para- 
doja, uno podria comparar un mesôn mu que se hâ dejado quieto con uno que ha 
dado una vuelta compléta en un circulo, y seguramente se encontraria que el que se 
moviô en circulo duré mâs. Aunque realmente no hemos realizado un experimento 
usando un circulo completo, este no es necesario, por supuesto, pues todo ajusta 
perfectamente. Esto puede no satisfacer a aquéllos que insisten en que cada hecho 
sea demostrado directamente, pero nosotros predecimos con toda confianza el re- 
sultado del experimento en el cual Pablo se mueve en un circulo completo. 


lé-3 Transformaciôn de velocidades 

La mayor diferencia entre la relatividad de Einstein y la relatividad de Newton 
es que las leyes de transformaciôn, que conectan las coordenadas y tiempos entre sis- 
temas con movimiento relativo, son diferentes. La ley de transformaciôn correcta, la 
de Lorentz, es 



Estas ecuaciones corresponden al caso relativamente simple en que el movimiento 
relativo de los observadores se realiza a lo largo de su eje comün x. Por supuesto 
otras direcciones de movimiento son posibles, pero la transformaciôn de Lorentz 
mâs general es bastante complicada, con las cuatro cantidades mezcladas entre si. 
Continuaremos usando esta manera mâs simple, ya que contiene los aspectos esen- 
ciales de la relatividad. 

Discutamos mâs . sobre las consecuencias de esta transformaciôn. Primero, es in- 
teresante resolver estas ecuaciones a la inversa. Esto es, aqui tenemos un conjunto 
de ecuaciones lineales, cuatro ecuaciones con cuatro incôgnitas y se las puede in¬ 
vertir para despejar x, y, z, t en funciôn de x 1 , ÿ, z', (. El resultado es muy intere- 
sante, y a que nos dice cômo se ve un sistema de coordenadas “en reposo" desde el 
punto de vista de uno que se estâ “moviendo”. Por supuesto, ya que los movimien- 
tos son relativos y de velocidad uniforme, el hombre que se “mueve” puede decir, 
si desea, que realmente es la otra persona la que se mueve, mientras que él éstâ en 
reposo. Y ya que se estâ moviendo en direcciôn opuesta, él debe obtener la misma 
transformaciôn, pero con signo contrario de la velocidad. Esto es precisamente lo que 
encontramos al efectuar los câlculos, de manera que esto es compatible. jSi no hu- 
biera resultado asi, ahi si que habriamos tenido una causa real para preocuparnos! 



16-5 


A continuaciôn discutimos el interesante problema de la suma de velocidades en 
relatividad. Recordemos que el enigma original era que la luz viaja a 300.000 Km/seg 
en todos los sistemas aunque estâ en movimiento relativo. Esto es un caso particular 
del problema mâs general ilustrado por lo que sigue. Supongamos que un objeto va a 
200.000 Km/seg dentro de una nave espacial y la nave espacial a su vez a 200.000 
Km/seg. <‘,Con que velocidad se mueve el objeto dentro de la nave espacial desde el 
punto de vista de un observador que estâ afuera? Nos gustaria decir 400.000 
Km/seg, que es mayor que la velocidad de la luz. Esto es muy inquiétante, jporque se 
supone que no puede ir a mayor velocidad que la luz! El problema general es el si- 
guiente. 

Supongamos que el objeto dentro de la nave, desde el punto de vista del hombre 
dentro de ella, se mueve con velocidad v, y que la nave misma tenga una velocidad u 
con respecto a la tierra. Queremos saber con qué velocidad v x este objeto se estâ mo¬ 
viendo desde el punto de vista de! hombre en la tierra. Esto es, por supuesto, un caso 
especial en el cual la direcciôn es a lo largo de la direcciôn x. También va a haber una 
transformaciôn para velocidad en la direcciôn y o en cualquier ângulo. Estas se pue- 
den desarrollar a medida que se necesiten. Dentro de la nave espacial la velocidad es 
v y , lo que significa que el desplazamiento x es igual a la velocidad por el tiempo: 


x' = v x -t'. (16.3) 

Ahora nos queda solamente calcular cuàles son la posiciôn y el tiempo desde el punto 
de vista de un observador ubicado afuera para un objeto que tiene la relaciôn (16.2) 
entre x! y t. Asi que simplemente sustituimos (16.3) en (16.2) y obtenemos 



Pero aqui encontramos xexpresado en funciôn de t'. Para obtener la velocidad que de- 
tecta al hombre de afuera, jdebemos dividir su distancia por su tiempo, y no por el 
tiempo del otro hombre! Por lo tanto debemos también calcular el tiempo como visto 
desde afuera, que es 


Ahora debemos encontrar el cociente entre x y / que es 


habiendo simplificado las raices cuadradas. Esta es la ley que buscamos: la velocidad 
résultante, la “suma” de dos velocidades, no es simplemente la suma algebraica de dos 
velocidades (sabemos que no puede ser o estariamos en aprietos), sino que esta “co 
rregida” por 1 + uv/c 2 . 

Veamos ahora lo qué pasa. Supongan que se mueven dentro de la nave espacial 
a la mitad de la velocidad de la luz, y que la nave espacial misma va a la mitad de la 
velocidad de 
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la luz. Luego «es 1 / 2 c y v es 1 / 2 c, pero en el denominador uv es un cuarto, de 
manera que 

je + je 4 £ 

' 1 + i 5 ' 

Asi que, en relatividad, “un medio”mâs “un medio” no es un “entero”, es solo “ 4 / 5 ”. 
Por supuesto que velocidades bajas pueden sumarse con toda facilidad de la manera 
acosîumbrada, porque mientras las velocidades sean pequenas comparadas con la ve- 
locidad de la luz, nos podemos olvidar del factor (1 + uv/c 2 ); pero las cosas son bas- 
tante diferentes y bastante interesantes a alla velocidad. 

Tomemos un caso limite. Para entretenernos, supongamos que el hombre estuviera 
observando la luz misma dentro de la nave espacial. En otras palabras, v = c, y, sin 
embargo, la nave espacial se esta moviendo. <,Qué I e va a parecer al hombre en la 
tierra? La respuesta va a ser 


u + c u + c _ 

'' 1 + uc/c- c u + c c ' 

Por lo tanto, si algo se esta moviendo a la velocidad de la luz dentro de la nave, jva a 
parecer estarse moviendo también con la velocidad de la luz desde el punto de vista 
del hombre en la tierra! Esto esta bueno, porque es en realidad para lo que la teoria 
de relatividad de Einstein estaba disenada en primer lugar —jasi que mâs valia que re- 
sultara! 

Por supuesto, hay casos en los cuales el movimiento no es en la direcciôn de la 
traslaciôn uniforme. Por ejemplo, podria haber un objeto dentro de la nave que se esta 
moviendo “hacia arriba” con velocidad v,, con respecto a la nave, y la nave se esta 
moviendo “horizontalmente”. Ahora bien, hacemos el mismo desarrollo, solo usando 
v en vez de x, con el resultado 

y “ ÿ = 

de manera que si ly = 0, 

Vy == y f~ V,y \/1 — Ü-/C-. (16.7) 



menor que la velocidad correspondiente en la misma razon de la raiz cuadrada! 
Por eso es que la raiz cuadrada aparece en cualquier velocidad vertical. 


16-4 Masa relativista 

Aprendimos en el ültimo capitulo que la roasa de un objeto aumenta con la velo¬ 
cidad, pero no se dio ningüna demostraciôn en el sentido que no dimos razonamientos 
anâlogos a aquellos acerca de la manera en que los relojes deben comportarse. Sin em¬ 
bargo, podemos demostrar que, como consecuencia de la relatividad mâs algunas otras 
hipôtesis razonables, la masa debe variar de esta manera. (Tenemos que decir “algu¬ 
nas otras hipôtesis” porque no podemos probar nada a menos que tengamos algunas 
leyes que suponemos que sean ciertas, si queremos hacer deducciones con algùn sen¬ 
tido.) Para evitar tener que estudiar las leyes de transformaciôn de la fuerza, vamos a 
analizar una colisiôn, donde no necesitamos saber nada sobre las leyes de la fuerza, 
solamente vamos a suponer la conservaciôn del momentum y de la energia. También 
vamos a suponer que el momentum de una particula que se mueve es un vector y esta 
siempre dirigido en la direcciôn de la velocidad. Sin embargo, no vamos a suponer 
que momentum es una constante multiplicada por la velocidad, como hizo Newton, 
sino que es alguna funciôn de la velocidad. Escribimos, pues, el vector momentum 
como un cierto coeficiente multiplicado por el vector velocidad: 


Luego, una velocidad transversal ya no es vy, sino r l .\/ 1 - «V?. Encontramos este 
resultado sustituyendo y combinando las ecuaciones de transformaciôn, pero también 
podemos ver el resultado directamente con el principio de relatividad por la siguiente 
razon (es siempre conveniente pensar de nuevo para ver si podemos encontrar la ra- 
zôn). Ya hemos discutido (Fig. 15-3) cômo un posible reloj podria trabajar cuando se 
esté moviendo; la luz parece desplazarse oblicuamente con velocidad c en el sistema 
fijo, cuando simplemente se desplaza en forma vertical en el sistema môvil. Encontra¬ 
mos que la componentet_ vertical de la velocidad en el sistema fijo es menor que la de la 
luz por un factor \/T - u 2 [c 2 (ver Ec. 15-3). Pero supongan ahora que dejamos una 
particula material ir hacia atràs y hacia adelante en este mismo “reloj”, pero a una 
fracciôn entera 1 /n de la velocidad de la luz (Fig. 16 1). Luego cuando la particula ha 
ido hacia atràs y hacia adelante una vez, la luz va a haber ido exactamente n veces. 
Es decir, cada “tic” del reloj de particula va a coincidir con el enésimo “tic” del reloj 
de luz. Este hecho debe seguir siendo cierto cuando lodo el sistema se esta moviendo, 
porque el fenômeno fisico de coincidencia va a ser una coincidencia en cualquier sis¬ 
tema. Por lo tanto, ya que la velocidad c y es menor que la velocidad de la lu/., ;la 
velocidad v y de la particula debe ser 


p = m v \. (16.8) 

Pusimos un subindice v en el coeficiente para recordarnos que es una funciôn de la 
velocidad, y vamos a convenir llamar “masa” a este coeficiente m,„ Por supuesto, 
cuando la velocidad es pequena, es la misma masa que mediriamos en los experimen- 
tos de movimientos lentos a que estamos acost umbrados . Ahora vamos a tratar de 
demostrar que la formula para m r debe ser mj\J 1 —v 2 /c 2 , argumentando a partir del 
principio de la relatividad que las leyes de la fisica deben ser las mismas en todo siste¬ 
ma de coordenadas. 

Supongamos que tenemos dos particulas, por ejemplo dos protones, que son abso- 
lutamente iguales y que se estàn acercando con velocidades exactamente iguales. Su 
momentum total es cero. Ahora bien, £qué puede suceder? Después de la colisiôn, 
sus direcciones de movimiento deben ser exactamente opuestas porque si no fueran 
exactamente opuestas, habria un vector momentum total diferente de cero, y el mo¬ 
mentum no se conservaria. Deben tener también la misma velocidad, ya que 
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Fig. 16-2. Dos vistas de una colisiôn 
elâstica entre dos objetos iguales movién- 

dose con la misma velocidad en sentidos Fig. 16-3. Dos vistas mâs de la coli- 

contrarios. siôn, desde autos en movimiento. 


son objetos exaciamente similares; de hecho, deben tener la misma velocidad con que 
partieron ya que suponemos que la energia se conserva en estas colisiones. Por lo 
tanto, el diagrama de una colisiôn elâstica, una colisiôn réversible, va a ser algo como 
en la figura 16-2 (a): todas las fléchas son del mismo largo, todas las velocidades son 
iguales. Vamos a suponer que podemos arreglar las colisiones de manera tal que cual- 
quier ângulo 0 puede darse, y cualquier velocidad puede usarse en ellas. En seguida, 
vemos que este mismo impacto puede ser visualizado en forma diferente rotando los 
ejes, y por conveniencia los vamos a rotar de manera que la horizontal lo séparé en 
forma pareja, como en la figura 16-2 (b). Es la misma colisiôn dibujada de nuevo, 
solamente que los ejes se han rotado. 

Ahora viene el truco: miremos esta colisiôn desde el punto de vista de alguien 
que viaja en un auto que se mueve con una velocidad igual a la componente hori¬ 
zontal de la velocidad de una particula. £Cômo aparece la colisiôn? Parece como si 
la particula 1 fuera derecho hacia arriba, ya que ha perdido su componente hori¬ 
zontal y volviera derecho hacia abajo de nuevo porque tampoco tiene esa compo¬ 
nente. O sea. que la colisiôn aparece como se muestra en la figura 16-3 (a). La par¬ 
ticula 2, sin embargo, iba en el otro sentido, y a medida que pasamos cerca de ella, 
parece que tuviera una tremenda velocidad y un ângulo menor, pero podemos apre- 
ciar que los àngulos antes y después del impacto son los mismos. Designemos 
con u la componente horizontal de la velocidad de la particula 2, y con h» la velo¬ 
cidad vertical de la particula 1. 

La pregunta ahora es: ^cuâl es la velocidad vertical u tan a? Si supiéramos 
esto, obtendrîamos la expresiôn correcta del momentum, usando la ley de conserva¬ 
tion del momentum en el sentido vertical. Evidentemente la componente horizontal 
del momentum se conserva: es la misma antes y después de la colisiôn para ambas 
particulas y es cero para la particula 1. Por lo tanto, necesitamos usar la ley de 
conservaciôn sôlo para la velocidad hacia arriba u tan a. jPero podemos obtener 
la velocidad hacia arriba simplemente observando la misma colisiôn yendo en el 
otro sentido! Si mirâmes la colisiôn de la figura 16-3 (a) desde un auto a la izquier- 
da que se mueve con velocidad u, vemos la misma colisiôn, con la diferencia que 
esta “dada vuelta”, como se muestra en la figura 16-3 (b). Ahora la particula 2 es 
la que va de arriba a abajo con velocidad w, y la particula 1 ha tomado la veloci- 
dad horizont al u. Por supuesto, ahora sabemos lo que es la velocidad u tan a: 
w> \/T - u 2 /c 2 (ver Ec. 16-7). Sabemos que el cambio del momentum vertical de la 
particula que se mueve verticalmente es 

A p = 2m,„w 


(2, porque se mueve hacia arriba y después hacia abajo). La particula que se mue¬ 
ve en forma oblicua tiene una cierta velocidad i> cuyas componentes hemos encon 
trado que son u y vv \/l —u 2 /c 2 , y cuya masa es m v . El cambio del .momentum ver 
tical de esta particula es por lo tanto A p! = 2m r w /1 - u 2 /c 2 porque, de acuerdo 
con la ley que hemos supuesto (16.8), la componente del momentum es siempre la 
masa correspondiente a la magnitud de la velocidad multiplicada por la compo¬ 
nente de la velocidad en la direcciôn de interés. Por lo tanto, para que el mo¬ 
mentum total sea cero, los momenta verticales deben anularse y e! cociente entre la 
masa que se mueve con velocidad v y la ma^a que se mueve con velocidad w debe 
ser entonces 

~ = Vl - u*/c 2. (16.9) 


Tomemos el caso limite que w sea infinitésimal. Si w es muy pequena, es claro 
que v y u son prâcticamente iguales. En este caso, m w ~> m a y m v -> m u . El gran 
resuitado es 


m u 


m p 

Vl - I/Vc 5 ' 


(16.10) 


Es un ejercicio interesante verificar si la ecuaciôn (16.9) es realmente vâlida para 
valores arbitrarios de te, suponiendo que la ecuaciôn (16.10) es la formula correcta 
para la masa. Nôtese que la velocidad v que se necesita en la ecuaciôn (16.9) puede 
calcularse del triângulo rectângulo: 

V 2 = u 2 + w 2 ( 1 - u 2 /c 2 ). 

Se encontrarâ que se verifica automâticamente, aunque lo usamos soiamente en el 
caso limite de w pequeno. 



Fig. 16-4. Dos vistas de una colisiôn 
inelâstica entre dos objetos de igual 
masa. 


Ahora aceptemos que el momentum se conserva y que la masa dépende de la 
velocidad de acuerdo con (16.10) y sigamos a ver que mâs podemos concluir. Con- 
sideremos lo que se ilama comùnmente una colisiôn inelâstica. Para simplificar, 
vamos a suponer que dos objetos del mismo tipo, que se mueven en direcciones 
opuestas con la misma velocidad n\ chocan y quedan pegados. transformàndose en 
algûn objeto nuevo, en reposo como se muestra en la figura 16- 4 (a). La masa m 
de cada uno corresponde a w, que segùn sabemos vale m n •/Y^w 2 Tc r . Si supone¬ 
mos la conservaciôn del momentum y el principio de relatividad, podemos demos- 
trar un hecho interesante acerca de la masa del nuevo objeto que acaba de formar- 
se. Imaginemos una velocidad infinitésimal u formando un ângulo recto con w (pode¬ 
mos hacer lo mismo con valores finitos de u, pero es mâs fâcil entender con una velo¬ 
cidad infinitésimal) y después miramos esta misma colisiôn mientras vamos en un 
ascensor con velocidad - u. Lo que vemos se muestra en la figura 16-4 (b). El objeto 
compuesto tiene una masa desconocida M. Ahora el objeto 1 se mueve hacia arriba 
con una componente vertical de velocidad u y una componente horizontal que es prâc¬ 
ticamente 
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igual a w, y lo mismo hace el objeto 2. Después del impacto tenemos la masa M mo- 
viéndose hacia arriba con velocidad u, considerada muy pequena comparada con la 
velocidad de la luz y pequena también comparada con w. El momentum debe conser- 
varse, asi que hagamos una estimaciôn del momentum en la direcciôn hacia arriba antes y 
después de la colisiôn. Antes de la colisiôn tenemos p ~ 2 m w u, y después de la co- 
lisiôn, el momentum es evidentemente p' = M.ju, pero M u es esencialmente lo mismo 
que M 0 porque u es muy pequena. Estos momenta deben ser iguales debido a la con¬ 
servation del momentum, y por lo tanto 

M 0 = 2 m w . (16.11) 

La masa del objeto que se forma cuando dos objetos iguales chocan debe ser el 
doble de la masa de los objetos que se juntan. Ustedes podrian decir: “Si, por su- 
puesto, ésa es la conservaciôn de la masa” Pero no “si, por supuesto”, tanfâcil- 
mente, porque estas masas han sido aumentadas con respecto a las masas que ten- 
drian si estuvieran en reposo y, sin embargo, ellas contribuyen al M total no solo 
la masa que tienen cuando estân en reposo, sino que mâs. Por muy sorprendente 
que esto pueda aparecer, para que la conservaciôn del momentum resuite cuando 
los dos objetos se juntan, ;la masa que forman debe ser mayor que la masa en 
reposo de los objetos, aunque los objetos estén en reposo después del choque! 


16-5 Energia relativista 

En el ültimo capitulo demostramos que como consecuencia de la dependencia 
de la masa en la velocidad y de las leyes de Newton, los cambios en la energia ciné- 
tica de un objeto como resultado del trabajo total hecho por las fuerzas que actüan 
sobre él resultan ser 

*T = ( m u - mo)c 2 = ■ - m 0 c 2 . (16.12) 

VI — u 2 /c 2 

Fuimos aûn mâs allé, y supusimos que la energia total es la masa total multiplicada 
por c 2 . Ahora continuâmes esta discusiôn. 

Supongamos que nuestros dos objetos de masas iguales que chocan, todavia 
pueden ser “vistos” dentro de M. Por ejemplo, un proton y neutron “se mantienen 
unidos”, pero se estân moviendo dentro de M. Por eso, aunque podriamos al princi- 
pio esperar que la masa de M fuera 2 m 0 , hemos encontrado que no es 2 m 0 , sino 
2 m w . Ya que 2 m w es lo que hay adentro, pero 2 m 0 son las masas en reposo de lo 
que hay adentro, el exceso de masa del objeto compuesto es igual a la energia ciné- 
tica que se llevô adentro. Esto significa, por supuesto, que la energia tiene inercia. 
En el ûltimo capitulo discutimos el calentamiento de un gas y mostramos eso porque 
las moléculas del gas que se estân moviendo y las cosas que se mueven son mâs pe- 
sadas; cuando entregamos energia al gas sus moléculas se mueven mâs râpido y el 
gas se hace mâs pesado. Pero en realidad, el razonamiento es completamente gene¬ 
ral, y nuestra discusiôn del choque inelàstico muestra que la masa està ahi, sea o no 
energia cinética. En otras palabras, si dos particulas se juntan y producen energia 
potencial o cualquier otra forma de energia; si los pedazos se frenan al subir pianos 
inclinados, al realizar trabajo en contra de fuerzas internas, o lo que sea; entonces 
es todavia cierto que la masa es la energia total que se ha entregado. Vemos asi que 
la conservaciôn de la masa que dedujimos mâs arriba 


es équivalente a la conservaciôn de la energia y, por lo tanto, no hay lugar en la teoria 
de la relatividad para choques completamente inelâsticos como habia en la mecânica 
newtoniana. De acuerdo con la mecânica newtoniana, estâ permitido que dos cosas 
choquen y asi formen un objeto de masa 2 m 0 que no se distingue en nada de! que re- 
sultaria al juntarlas despacio. Por supuesto, nosotros sabemos por la ley de conserva¬ 
ciôn de la energia, que hay mâs energia cinética adentro pero que eso no afecta la 
masa, de acuerdo con las leyes de Newton. Pero ahora vemos que esto es imposible; 
debido a la energia cinética que interviene en la colisiôn, el objeto résultante va a ser 
mâs pesado; por lo tanto serà un objeto diferente. Cuando juntamos estos objetos con 
cuidado forman algo cuya masa es 2m 0 ; cuando los juntamos con fuerza forman 
algo cuya masa es mayor. Cuando la masa es diferente, podemos darnos cuenta 
que es diferente. Por lo tanto, necesariamente la conservaciôn de la energia debe 
cumplirse conjuntamente con la conservaciôn del momentum en la teoria de la rela¬ 
tividad. 


Esto tiene consecuencias interesantes. Por ejemplo, supongamos que tenemos 
un objeto cuya masa M se mide, y supongamos que algo sucede de manera que 
se rompe en dos pedazos iguales que se mueven con velocidad w, de manera que 
cada uno tiene una masa M w . Supongamos ahora que estos pedazos tropiezan con 
suficiente material para frenarlos hasta detenerlos, entonces tendrân una masa m 0 . 
iCuânta energia van a haber entregado al material una vez que se han detenido? 
Cada uno va a dar una cantidad (m^mjc 2 , segùn el teorema que demostramos 
antes. Toda esta energia queda en el material de alguna manera, como calor, 
energia potencial, o lo que sea. Ahora bien, 2 m w = M, de manera que la energia 
liberada es E — (M-lmJc 1 . Esta ecuaciôn fue usada para estimar cuânta energia 
séria liberada por fisiôn en la bomba atômica, por ejemplo. (Aunque los fragmentos 
no son exactamente iguales, son casi iguales.) La masa del âtomo de uranio era co- 
nocida -se habia medido con anterioridad- y los àtomos en los cuales se rompe, 
yodo, xénon, etc., eran todos de masa conocida. Por masa, no entendemos las masas 
mientras los àtomos se estân moviendo, sino las masas cuando los âtomos estân 
en reposo. En otras palabras, M y m 0 son conocidos. De manera que restando los 
dos numéros uno puede calcular cuânta energia serâ liberada si M se puede romper 
por la “mitad”. Por esta razôn el pobre viejo Einstein fue llamado el “padre” de la 
bomba atômica en todos los periôdicos. Por supuesto, todo lo que eso significa era 
que él podia decirnos con anticipaciôn cuânta energia se podria liberar si le dijéra- 
mos qué proceso iba a ocurrir. La energia que deberia ser liberada cuando un âtomo 
de uranio se fisionara se estimô seis meses antes de la primera prueba directa, y tan 
pronto como la energia fue liberada, alguien la midiô directamente (y si la formula 
de Einstein no hubiera dado resultado, ellos la habrian medido de todos modos), 
y en el momento que la midieron ya no necesitaron mâs la formula. Lôgicamente, 
no debemos quitar mérito a Einstein, sino criticar los periôdicos y muchas descrip- 
ciones populares de qué cosa produce qué cosa en la historia de la fisica y de la 
tecnologia. El problema de cômo obtener que algo suceda de una manera efectiva 
y râpida es algo totalmente diferente. 


El resultado es igualmente significativo en quimica. Por ejemplo, si pesàramos 
la molécula de diôxido de carbono y comparâramos su masa con la del carbono 
y del oxigeno, podriamos averiguar cuânta energia se liberaria cuando el carbono 
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y el oxigeno forman diôxido de carbono. El ùnico problema es que las diferencias 
de masa son tan pequenas que es muy dificil de realizarlo técnicamente. 

Volvamos ahora al problema de si debemos agregar m 0 c 2 a la energia cinética 
y decir de ahora en adelante que la energia total de un objeto es me 1 . Primero, si 
todavia podemos ver las partes componentes de masa en reposo m 0 dentro de M, 
entonces podriamos decir que alguna parte de la masa M del objeto compuesto es 
la masa de reposo mecânica de las partes componentes, otra parte es energia cinéti¬ 
ca de las partes, y otra parte es energia potencial de las partes. Pero hemos descu- 
bierto en la naturaleza particulas de varios tipos que sufren reacciones como la que 
hemos tratado mâs arriba, en las cuales, con todo el estudio en el mundo, no pode¬ 
mos ver las partes adentro. Por ejemplo, cuando un mesôn K se désintégra en dos 
piones lo hace de acuerdo con la ley (16.11), pero la idea que un K esta hecho de 
2 7i es una idea sin valor, jporque también se désintégra en 3zr ? 

Por lo tânto tenemos una nueva idea: no necesitamos saber de qué estàn consti- 
tuidas las cosas adentro; no podemos ni necesitamos identificar, dentro de una par- 
ticula, qué parte de la energia es energia de reposo de las partes componentes en las 
cuales se va a desintegrar. No es conveniente y a menudo no es posible separar la 
energia total me 2 de un objeto en energia de reposo de las partes de adentro, energia 
cinética de las partes y energia potencial de las partes; en su lugar, sencillamente 
hablaremos de la energia total de la particula. “Cambiamos el origen” de la energia 
agregando una constante m n c 1 a todo y decimos que la energia total de una particula 
es la masa en movimiento por c 1 , y cuando el objeto esté quieto, la energia es la 
masa en reposo por c 2 . 

Finalmente encontramos que la velocidad v, el momentum P y la energia total E 
estàn relacionadas de una manera simple. Que la m asa en movimiento a velocidad v 
es la masa m 0 en reposo dividida por \J 1-v 2 /c 5 , sorprendentemente, se usa muy 
raramente. En cambio las siguientes relaciones se prueban fâcilmente y resultan 
muy utiles: 

E 2 - P 2 c 2 = m 2 0 c 4 (16.13) 

y 

Pc = Ev/c. (16.14) 
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17-1 La geometria del espacio-tiempo 

La teoria de la relatividad nos muestra que las relaciones entre posiciones y 
tiempos medidos en un sistema coordenado o en otro no son lo que habiamos espe 
rado en base a nuestras ideas intuitivas. Es muy importante que entendamos con- 
cienzudamente las relaciones entre espacio y tiempo implicadas por la transforrnaciôn 
de Lorentz y, por lo tanto, vamos a considerar este asunto con mâs profundidad en 
este capitulo. 

La transforrnaciôn de Lorentz entre las posiciones y el tiempo (x, y, z, t) medi¬ 
dos por un observador “en reposo”, y las coordenadas y el tiempo correspondientes 
(x!, ÿ, z', t) medidos dentro de una nave espacial “en movimiento”, que se mueve 
con velocidad u, son 


v , _ x — ut 
X ~ Vl - u 2 /c* ’ 

ÿ = y, 

z' — z. 


t — ux/c 2 

Vl - « 2 /c 2 ' 


(17.1) 


Comparemos estas ecuaciones con la ecuaciôn (11.5), que también relaciona medidas 
en dos sistemas, uno de los cuales, en este caso, esta “rotado” con respecto al otro: 


x’ = x cos 0 -f y sen 0, 

/ = y cos 0 - x sen 0, (17.2) 

z’ = z. 

En este caso particular, Pedro y Juan estàn midiendo con ejes que tienen un 
ànguloCentre los ejes x! y x. En cada caso notâmes que las cantidades “con prima” 
son “mezclas” de las “sin primas”: la nueva x' es una mezcla de x e y, y la nueva 
y también es una mezcla de x e y. 
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Una analogia es ütil: cuando mirâmes un objeto hay una cosa évidente que po- 
demos llamar e! “ancho aparente" y otra que podemos llamar “profundidad Pero 
los dos conceptos ancho y profundidad no son propiedades fondamentales del obje¬ 
to, porque si nos apartamos y miramos el mismo objeto desde un àngulo diferente, 
obtenemos un ancho diferente y una profundidad diferente, y podemos desarrollar 
algunas formulas para calcular las nuevas a partir de las antiguas y de los 
ângulos comprendidos. Las ecuaciones (17.2) son estas formulas. Uno podna decir 
que una profundidad dada es una especie de mezcla de toda la profundidad y de 
todo el ancho. Si no pudiéramos movernos nunca y siempre vieramos un objeto 
dado desde una misma posiciôn, todo este razonamiento no tendria objeto, veriamos 
siempre el “verdadero” ancho y la “verdadera" profundidad, los cuales aparecenan 
con cualidades bastante diferentes, porque uno aparece como un àngulo ôptico sub- 
tendido y la otra comprende un enfocamiento de los ojos o aùn intuiciôn; parecerian 
ser cosas muy diferentes y nunca se mezclarian. Es porque podemos caminar que 
nos damos cuenta que la profundidad y el ancho son, de una manera u otra, solo 
dos aspectos de una misma cosa. 

iNo podemos mirar la transformaciôn de Lorentz de la misma manera? Aqui 
también tenemos una mezcla -de posiciones y tiempo-. Una diferencia entre una 
medida de espacio y una medida de tiempo produce una nueva medida de espacio. 
En otras palabras, en las medidas de espacio hechas por un hombre, hay mezclado 
un poco de tiempo, visto por otro. Nuestra analogia nos permite generar esta idea: 
la “realidad ” de un objeto que estamos mirando es de alguna manera mas grande 
(hablando en forma aproximada e intuitiva) que su "ancho" y su “profundidad , por¬ 
que dependen de que manera lo miramos; cuando nos movernos a una nueva posicion, 
nuestra mente inmediatamente vuelve a calcular el ancho y la profundidad. Pero nues¬ 
tra mente no recalcula inmediatamente las coordenadas y el tiempo cuando nos move- 
mos a alta velocidad, porque no tenemos experiencia efectiva de îr casi tan tapido 
como la luz, para apreciar el hecho que el tiempo y el espacio son tambien de la 
misma naturaleza. Es como si estuviéramos condenados a mirar solamente el ancho 
de algo, sin poder mover nuestras cabezas suficientemente hacia un lado o hacia el 
otro; comprendemos ahora que, si pudiéramos, veriamos algo del tiempo del otro 
hombre -veriamos “detrâs” un poquito, por decir asi. 

Por lo tanto, vamos a tratar de pensar en objetos en un mundo de naturaleza 
nueva, de espacio y tiempo mezclados, en el mismo sentido que los objetos en nues- 
tro mundo de espacio ordinario son reales y pueden ser mirados desde diferentes 
direcciones. Consideramos después que objetos que ocupan espacio y duran un cier- 
to tiempo ocupan una especie de "burbuja" en un nuevo tipo de mundo y que mi¬ 
ramos a este "burbuja” desde diferentes puntos de vista cuando nos estamos mo- 
viéndo a diferentes velocidades. Este nuevo mundo, esta entidad geométrica en la 
cual la “burbuja" existe al ocupar una posiciôn y tomar una cierta cantidad de 
tiempo, se llama espacio—tiempo. Un punto dado (x, y, z, t,) en el espacio-tiempo 
se llama un evento. Imaginen, por ejemplo, que graficamos las posiciones x hori- 
zontalmente, y y z en otras. dos direcciones, ambas “perpendiculares entre si y 
“perpendiculares" al pape! (!) y el tiempo verticalmente. Ahora, i,cômo se ve una 
particula en movimento en este grâfico? Si la particula estâ en reposo, tiene una 
cierta x y a medida que el tiempo pasa tiene la misma x, la misma x, la misma x, 
de manera que su “trayectoria” es una linea parafela al eje l (Fig. 17-la). Por el 
contrario, si se desplaza, entonces a medida que el tiempo transcurre x aumenta 
(Fig. 17-1 b). De manera que, por ejemplo, 


Fig. 17-1. Très trayectorias de una par¬ 
ticula en el espacio-tiempo: (a) una particula 
en reposo en x = x 0 ; (b) una particula que 
parte de x = x 0 y se mueve con velocidad 
constante; le) una particula que parte con 
alta velocidad, pero después se retarda. 

una particula, que empieza a desplazarse después va mâs lenta, deberia tener un mo- 
vimiento como el que se muestra en la figura 17-1 (c). Una particula, en otras pala¬ 
bras, que es permanente y no se désintégra estâ representada por una linea en el 
espacio-tiempo. Una particula que se désintégra estaria representada por una linea en 
forma de horqueta, porque se transformaria en otras dos cosas que partirian de ese 
punto. 

i,Y qué pasa con la luz? La luz viaja con velocidad c y estaria representada por 
una linea con cierta pendiente fija (Fig. 17-1 d). 

Ahora bien, de acuerdo con nuestra nueva idea, si una particula verifica un evento 
dado, por ejemplo si se desintegrara sûbitamente un cierto punto del espacio- 
tiempo en dos nuevas particulas que siguen nuevas trayectorias, y si este interesairte 
evento ocurriera en un cierto valor de x y un cierto valor de t, entonces podriamos 
esperar que. siempre que esto tenga algûn sentido, sencillamente tenemos que tomar 
un nuevo par de ejes y rotarlos y eso nos darâ el nuevo t y la nueva x en nuestro 
sistema nuevo, como se muestra en la figura 17-2 (a). Pero esto estâ mal, porque 
la ecuaciôn (17.1) no es exactamente la misma transformaciôn matemâtica que la 
ecuaciôn (17.2). Nôtese, por ejemplo, la diferencia de signo entre las dos y el hecho 
de que una esté escrita en términos de cos 0 y sen 6, mientras la otra estâ escrita 
con cantidades algebraicas. (Por supuesto, no es imposible que las cantidades alge- 
braicas se pudieran escribir como coseno y seno, pero en realidad no se puede.) 
Pero de todas maneras, las dos expresiones son muy similares. Como vamos a ver, 
realmente no es posible pensar que el espacio-tiempo tenga una geometria real y ordi- 
naria, debido a esa diferencia de signo. En realidad, aunque no vamos a hacer énfa- 
sis en este punto, résulta que un hombre que se mueve tiene que usar un conjunto 
de ejes que estân igualmente inclinados con respecto al rayo de luz, usando un tipo 
de proyecciôn especial paralela a los ejes x’ y para su x’ y t’ como se 
muestra en la figura 17-2 (b). No vamos a trabajar con la geometria porque no ayu- 
da mucho; es mâs fâcil trabajar con las ecuaciones. 




Fig. 17-2. Dos vistas de una particula 
desintegrândose. 


17-2 Intervalos de espacio-tiempo 


Aunque la geometria del espacio-tiempo no es euclideana en el sentido ordinario, 
hay una geometria que es muy similar, pero peculiar en ciertos aspectos. Si esta 
idea de geometria estâ correcta deberian existir algunas funciones de las coordenadas 
y el tiempo 
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que sean indépendantes del sistema de coordenadas. Si, por ejemplo, en rotaciones 
ordinarias, tomamos dos puntos, uno al origen para mayor senciîlez, y el otro en 
cualquier otra parte, ambos sistemas tendrian el mismo origen y la distancia desde 
aqui hasta el otro punto es la misma para ambos. Esta es una propiedad que es in- 
dependiente de la manera particular de medirla. El cuadrado de la distancia es 
x 2 + yi + z 2. qué hay ahora en el espacio-tiempo? No es dificil demostrar que 
aqui tenemos también algo que se mantiene igual, a saber, la combinaciôn c 2 t 2 - 
x 2 —y 1 —z 1 es la misma antes y después de la transformaciôn : 

c 2 /' 2 — x' 2 — ÿ 2 — z' 2 = c 2 / 2 — x 2 — y 2 — z 2 . (17.3) 

Esta cantidad es, por lo tanto, algo que, lo mismo que la distancia, es “real" en cierto 
sentido; se llama intervaîo entre dos puntos del espacio-tiempo, uno de los cuales 
esta, en este caso, en el origen. (Realmente, por supuesto, es el intervaîo al cuadrado, 
asi como x 2 + y 2 + z 2 es la distancia al cuadrado.) Le damos un nombre diferente 
porque estâ en una geometria diferente, pero lo interesante es que solo algunos sig¬ 
nes estân cambiados y que hay una c. 

Deshagâmonos de la c; es un absurdo si vamos a tener un espacio maravilloso 
con las x e y que pueden ser intercambiadas. Una de las confusiones que podria ser 
causada por alguien sin experiencia séria medir anchos, digamos, mediante el ângulo 
subtendido por el ojo y medir profundidades de una manera diferente, como el es- 
fuerzo muscular necesario para enfocarlos, de manera que las profundidades esta- 
rian medidas en pies y los anchos en métros. Entonces uno obtendria un enredo 
enormemente complicado de ecuaciones al hacer transformaciones como la (17.2), 
y no séria capaz de ver la claridad y senciîlez de la cosa por una simple razôn téc- 
nica, que la misma cosa se està midiendo en dos unidades diferentes. Ahora bien 
en las ecuaciones (17.1) y (17.3) la naturaleza nos està diciendo que el tiempo y el 
espacio son équivalentes; el tiempo se transforma en espacio; deben ser medidos en 
las mismas unidades. ôQué distancia es un “segundo"? Es fâcil de calcular a partir 
de (17.3). Es 3 x 10 8 métros, la distancia que la luz recorreria en un segundo. En 
otras palabras, si midiéramos todas las distancias y tiempos en las mismas unida¬ 
des, segundos, entonces nuestra unidad de distancia séria 3 x 10 8 métros y las ecua¬ 
ciones serian mâs sencillas. Otra manera de hacer las unidades iguales es que 
midiéramos el tiempo en métros. iQué es un métro de tiempo? Un métro de tiempo 
es el tiempo que demora la luz en avanzar un métro y, por lo tanto, es 1/3 x 10 
segundos, o ;3,3 milmillonésimas de segundo! Deseariamos, en otras palabras, poner 
nuestras ecuaciones en un sistema de unidades en el cual c = 1. Si el tiempo y el 
espacio estân medidos en las mismas unidades, como se sugiriô, evidentemente las 
ecuaciones quedan mucho mâs simplificadas. Elias son 



Si alguna vez estamos poco seguros o “asustados" de que una vez que tengamos 
este sistema con c = i no vamos a poder obtener nuestras ecuaciones correctamente 
de nuevo, la respuesta es justamente lo opuesto. Es mucho mâs fâcil recordarlas sin 
ia c » y es m u y f aciI poner de nuevo la c examinando las dimensiones. Por ejemplo, 
en \f 1 -u 2 , sabemos que no podemos restar el cuadrado de una velocidad, que tiene 
unidades, del numéro puro 1, de modo que sabemos que debemos dividir u 2 por c 2 
de manera de que quede sin unidades, y asi sigue todo. 

La diferencia entre el espacio-tiempo y el espacio ordinario, y el carâcter de un 
intervaîo relacionado con la distancia, es muy interesante. De acuerdo con la 
formula (17.5), si considérâmes un punto que en un sistema de coordenadas dado ténia 
un tiempo cero, y solo espacio, el cuadrado del intervaîo séria negativo y tendriamos 
un intervaîo imaginario, la raiz cuadrada de un numéro negativo. Los intervalos 
pueden ser reales o imaginarios en la teoria. Los cuadrados de los intervalos pueden 
ser positivos o negativos, a diferencia de la distancia que tiene un cuadrado positive. 
Cuando un intervaîo es imaginario, decimos que los dos puntos tienen un intervaîo 
de tipo espacio entre ellos (en vez de imaginario), porque el intervaîo es mâs como es¬ 
pacio que como tiempo. Por otro lado, si dos objetos estân en el mismo lugar en un 
sistema de coordenadas dado, pero difieren solo en el tiempo, entonces el cuadrado de! 
tiempo es positivo y las distancias son cero y el intervaîo al cuadrado es positive; este 
se llama intervaîo tipo tiempo En nuestro diagrama de espacio-tiempo, por lo tanto, 
tendremos mâs o menos la siguiente representaciôn : a 45° hay dçs lineas (realmente, 
en cuatro dimensiones estas serian "conos ”, llamados conos de luz) y los puntos de 
estas lineas estân todos a un intervaîo cero desde el origen. A cualquier parte que la 
luz vaya desde un punto dado estâ siempre separada de él por un intervaîo cero, como 
se deduce de la ecuaciôn (17.5). A propôsito, acabamos de probar que si la luz 
viaja con velocidad c en un sistema, viaja con velocidad c en otro, porque si el inter- 
valo es el mismo en ambos sistemas, es decir, cero en uno y cero en el otro, enton¬ 
ces decir que la velocidad de propagaciôn de la luz es invariante es lo mismo que 
decir que el intervaîo es cero. 


17-3 Pasado, présente y future 

La région espacio-tiempo que rodea un punto de espacio-tiempo dado puede ser 
separada en très regiones, como se muestra en la figura 17-3. En una région tene 
mos intervalos de tipo espacio, y en dos regiones intervalos de tipo tiempo. 
Fisicamente, estas très regiones en las cuales se divide el espacio-tiempo alrcdedor de 
un punto dado tienen una interesante relaciôn fisica con ese punto: un objeto fisico 
o una senal puede llegar desde un punto en la région 2 a un evento O moviendose 
con una velocidad menor que la velocidad de la luz. 



(17.5) 



j p © \Cono de luz 
I Pasado 


Fig 17-3. La région espacio-tiempo 
que rodea un punto en el origen. 


17-4 


17-5 



Por lo tanto, eventos en esta région pueden afectar el punto O, pueden tener una in- 
fluencia sobre él desde el pasado. En verdad, por supuesto, un objeto en P sobre el 
eje t negativo esta precisamente en el “pasado” con respecte a O; es el rmsmo punto 
espacio que O, solo que màs temprano. Lo que sucediô ahi entonces afecta a O ahora. 
(Desgraciadamente, la vida es asi). Otro objeto en Q puede llegar a O moviéndose 
con una cierta velocidad menor que c, de manera que si este objeto estuviera en una 
nave espacial y moviéndose, séria también el pasado del mismo punto de espacio. O sea 
en otro sistema de coordenadas, el eje del tiempo podria pasar por OyQ. Luego, todos 
los puntos de la région 2 estân en el pasado de O, y cualquier cosa que suceda en esta 
région puede afectar a O. Por lo tanto, la région 2 se Uama a veces pasado afectan- 
te, o pasado que puede afectar; es el lugar geométrico de todos los eventos que 
pueden afectar al punto O de alguna manera. 

La région 3, por otro lado, es una région que nosotros podemos afectar desde O 
podemos “golpear” cosas disparando “balas” a velocidades menores que c. Luego 
es el mundo cuyo futuro puede ser afectado por nosotros y lo podemos llamar el 
futuro afectable. Ahora bien, lo interesante acerca de todo el reste del espacio- 
tiempo, es decir, la région 1, es que no podemos afectarla ahora desde O, ni puede 
ella afectarnos a nosotros ahora en O, porque nada puede ir màs râpido que la luz. 
Por supuesto, lo que sucede en R puede afectarnos màs tarde; es decir, si el sol 
estâ explotando “en este mismo momento”, nos toma ocho minutes antes que sepa- 
mos de ello, y no nos puede afectar de ninguna manera antes de entonces. 

Lo que entendemos por “en este mismo momento” es algo misterioso que no 
podemos définir y no podemos afectar, pero nos puede afectar màs tarde, o podria- 
mos haber afectado si hubiéramos hecho algo con suficiente anterioridad en el 
pasado. Cuando miramos a la estrella Alfa Centauro, la vemos como era hace cua- 
tro anos, podriamos preguntarnos cômo es “ahora”. “Ahora” significa al mismo 
tiempo desde nuestro sistema de coordenadas especial. Podemos ver Alfa Centau¬ 
ro solamente mediante la luz que ha venido de nuestro pasado, hasta hace cuatro 
anos, pero no sabemos lo que estâ haciendo “ahora”; van a pasar cuatro anos antes 
que lo que estâ haciendo “ahora” pueda afectarnos. Alfa Centauro “ahora es una 
idea o concepto de nuestra mente; no es algo que sea realmente definible fisica- 
mente en este momento, porque tenemos que esperar para observarlo, no podemos 
siquiera definirlo “ahora” mismo. Ademàs, el “ahora dépende del sistema de 
coordenadas. Si, por ejemplo, Alfa Centauro se estuviera moviendo, un observador 
alli no estaria de acuerdo con nosotros porque pondria sus ejes formando un ângulo, 
y su “ahora” séria un tiempo “diferente”. Ya hemos hablado del hecho de que la si- 
multaneidad no es una cosa ûnica. 

Hay adivinos, o personas que nos dicen que pueden conocer el futuro y hay 
muchas hermosas historias acerca del hombre que sûbitamente descubre que tiene 
conocimiento del futuro àfectable. Bueno, hay muchas paradojas producidas por 
eso, porque si sabemos que algo va a suceder, podemos asegurarnos que lo evita- 
remos haciendo lo necesario en el momento preciso, etc. Pero en realidad, no 
hay ningun adivino que pueda decirnos ni siquiera el présente. No hay nadie 
que pueda decirnos que estâ sucediendo realmente en este mismo momento, a una 
distancia razonable, porque no es observable. Podriamos hacernos esta pregunta que 
dejamos al estudiante que trate de contestar: <,Se produciria alguna paradoja si sûbi¬ 
tamente se hiciera posible conocer cosas que estân en intervalos de tipo espacio en 
la région 1 ? 
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Volyamos ahora a nuestras consideraciones sobre la anaiogia de la trans- 
î.°™! a ^ lon . de Lorentz Y las rotaciones de ejes espaciales. Hemos aprendido la uti- 
udad de juntar otras cantidades que tienen las mismas propiedades de transforma- 
cion que las coordenadas, para formar lo que llamamos vectores, lineas dirigidas. En 
el caso de rotaciones ordinarias, hay muchas cantidades que se transforman de la 
misma manera que x,yy z con una rotaciôn: por ejemplo, la velocidad tiene très com¬ 
ponentes, una x, una y y una z; cuando se las observa en un sistema diferente de 
coordenadas, ninguna de las componentes es la misma, sino que se han transforma- 
do a un nuevo valor. Pero, de alguna manera, la velocidad “misma” tiene mayor 
realidad que cualquiera de sus componentes particulares, y la representamos Dor un 
segmente dirigido. 

Preguntarnos por lo tanto: ^Es verdad o no que existen cantidades que se trans- 
torman o que estan relacionadas en un sistema en movimiento y en un sistema inmô- 
vil de la misma manera que x, y, z y 1? Por nuestra experiencia con vectores sabe¬ 
mos que très de las cantidades como x, y, z constituirian las très componentes de 
un vector espacial ordinario, pero la cuarta cantidad pareceria un simple escalar en 
una rotacion espacial, porque no cambia mientras no vayamos a un sistema de coor¬ 
denadas en movimiento-. <,Es posible, entonces, asociar con algunos de nues'tros 
‘trivectores un cuarto objeto, que llamariamos la “componente tiempo”, de tal 
manera que los cuatro objetos juntos “roten” de la misma manera que la posiciôn 
y el tiempo en el espacio-tiempo? Vamos a mostrar ahora que hay ciertamente, por 
lo menos, un objeto asi (hay muchos en realidad): las très componentes del mo- 
mentum y la energia como la componente tiempo, se transforman conjuntamente 
para nacer lo que llamamos un “cuadrivector Para demostrar esto, ya que es muy 
mconvemente tener que escribir c en todas partes, usaremos el mismo truco referente 
a umdades de energia, de masa y de momentum que usamos en la ecuaciôn (17 4) 
Energia y masa, por ejemplo, difieren solo en un factor c 2 lo que es simplemente una 
cosa de umdades, de manera que podemos decir que la energia es la masa. En vez 
de tener que escribir la c ponemos E = m, y entonces, por supuesto, si hay algün 
contratiempo, pondremos de nuevo c en cantidad apropiada de manera que las uni- 
dades se corryan en la ultima ecuaciôn, pero no en las intermedias. 



E 2 - p 2 = ml ( 17 . 7 ) 

fdeâron vnlti çfS° S 1* e " ergia “ electr ? n volts ' cQué significaria una masa de 
1 électron volt. Significa la masa cuya energia de reposo es 1 électron volt, es decir 

x °10 6 e S v Un C eCtr ° n V ° t- Por e J em P l0 ' la masa en reposo de un électron es 0.5 11 x 

coordenal^ 6COm ° Se ve “ a n el momentum y la energia en un nuevo sistema de 
podemos hacer Para avengUaro ’ deberemos transformar la ecuaciôn (17.6), lo que 
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y es expresada también en forma simple en términos de E y p: 



m 0 v — m 0 u 

(17.11) 


que reconocemos que tiene precisamente la misma forma que 



Luego, las transformaciones para la nueva energia y momentum en términos 
de la energia y el momentum antiguos son exactamente lo mismo que las transfor- 
maciones para t’ en términos de / y x, y de x’ en términos de x y " todo Io Que 
mü* e T a S qUC haCe ' es ’ , cada vez ^ ue vemos t “ 07.4) sustituirla por E, y cada vez 
que veamos x sustituirla por p x , y entonces las ecuaciones (17.4) van a ser iguales a 

à“cSTii 17 v 10 J y ° 7 ^ 1) - ESt0 K impUCaria ’ Si t0d0 resalta bien, unat la 
,1“^- p y y =Pr Para probar esto, se necesitaria volver atrâs y estudiar 
If,?/ hT™ hacia amba y hacia abajo. Realmente, nosostros estudia- 

choaue c^elT* 10 ^ 3mba y hada abaj ° en el Ùltimo ca P itu]a Analizamos 
d J notamos, en reahdad, que el momentum transversal no 
se cambia cuando se observa desde un sistema en movimiento: asi que ya hemos 
verificado que p’ y = p y y p\ = Pr La transformaciôn compléta es entonces 


p’ = 



n f” estas transformaciones, por lo tanto, hemos descubierto cuatro cantidades 
el momenOm° rman yy ly c > ue l,am amos el cuadrivector momentum. Como 

h™™ h CS Un t ; uadrivector ’ se le P uede representar en un diagrama espacio- 
tiempo de una particula en movimiento como una “flécha” tangente a 8 la trayectoria 

en la %ura i7 - 4 - Es,a necha ^ss 

necha es g maJ -rarTî'" 1 ” CSp “ tia , k ' 1 re P r '“ m “ n s “ Inveclor momentum; Ista 
mente de |T" P que la energia 0 el mom entum, porque éstos dependen precisa¬ 
mente de la manera en que miramos el diagrama. F 
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17-5 Alegebra de ios cuadrivectores 

La notaciôn para los cuadrivectores es diferente que para los trivectores. En el 
caso de trivectores, si fuéramos a hablar del trivector momentum ordinario lo escri- 
biriamos p. Si quisiéramos ser màs especifîcos, podriamos decir que tiene très com- 
ponentes que son, para los ejes en consideraciôn, p x , p v y p z . o simplemente refe- 
rirnos a una componente general p ; , y decir que / puede ser x, y o z y que éstas son 
las très componentes; esto es, imaginense que / es cualquiera de estas très direccio- 
nes x, y o z. La notaciôn que usamos para cuadrivectores es anàloga a ésta: escri- 
bimos pfi para cuadrivectores y p représenta las cuatro direcciones posibles t, x, 
yo z. 

Podriamos, por supuesto, usar cualquier notaciôn que quisiéramos, no se rian de 
las notaciones; invéntenlas, son muy poderosas. De hecho, la matemàtica es, en gran 
parte, invenciôn de notaciones mejores. Todo el concepto de cuadrivector es, de 
hecho, un mejoramiento en la notaciôn de manera que las transformaciones se pue- 
dan recordar con facilidad. A/i es un cuadrivector general, pero para el caso especial 
del momentum, el p , se identifica como la energia, p x es el momentum en la direc- 
ciôn x, p y en la direcciôn de y y p, en la direcciôn z. Para sumar cuadrivectores 
sumamos los componentes correspondantes. 

Si hay una ecuaciôn entre cuadrivectores entonces la ecuaciôn es valida para cada 
componente. Por ejemplo, si la ley de conservaciôn del trivector momentum ha de ser 
valida en choques de particulas, es decir, si la suma de los momenta para un gran 
numéro de particulas interactuando o chocando debe ser constante, eso tiene que 
signifîcar que todos los momenta en la direcciôn x, en la direcciôn y y en la direcciôn 
z, para todas las particulas, deben ser constantes. Esta ley sola no séria posible en 
relatividad porque esta incompleta; es como hablar solo de dos de las componentes 
de un trivector. Es incompleta porque si rotamos los ejes mezclamos las diferentes 
componentes, asi que debemos incluir las très componentes en nuestra ley. Lucgo 
en relatividad debemos completar la ley de conservaciôn del momentum, extendiendo- 
la de modo de incluir la componente tiempo. Es absolutamente necesario que ésta 
vaya con las otras très, o no puede haber invariancia relativista. La conservaciôn de 
energia es la cuarta ecuaciôn que va con la conservaciôn del momentum para lograr 
una relaciôn cuadrivcctorial valida en la geometria del cspacio y el tiempo. Asi pues, 
la ley de conservaciôn de energia y momentum en notaciôn cuadridimensional es 


X p,, - X Pc (17.13) 

articulas particulas 


o, en una notaciôn ligeramente diferente 

(17.14) 

donde i ~ 1,2,... se refiere a las particulas que van a chocar, j — 1,2,... se rcficre a 
las particulas que acaban de chocar y /u — x, y, z o t. Ustedes dirân “^,en qué ejes?" 
Da lo mismo. La ley es valida para cada componente usando cualquier eje. 
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En anâlisis vectorial discutimos otra cosa, el producto escalar de dos vectores. 
Consideremos lo correspondiente en el espacio-tiempo. En una rotaciôn ordinaria 
descubrimos que habia una -cantidad que no cambiaba x 2 + y 2 + z? En cuatro di- 
mensiones la cantidad correspondiente es t 2 - x 2 -y 2 - z 2 (Ec. 17.3). (j Cômo podemos 
escribir eso? Una manera séria escribir algûn tipo de cosa cuadrimensional con un 
punto cuadrado en el medio, tal como A/u<$>Bp; una de las notaciones que se usan 
realmente es 


Ç' A'A» = Aï - Al - Al - Al (17.15) 

La prima en X significa que el primer término, el término “temporal", es positive 
pero los otros très términos tienen signo negativo. Esta cantidad, entonces, va a ser 
la misma en cualquier sistema de coordenadas, y podriamos ilamarla cuadrado de 
la longitud del cuadrivector. Por ejemplo, i,cuâl es el cuadrado de la longitud del 
cuadrivector momentum de una particula? Séria igual a p 2 ,-p 2 x --p 2 -p 2 o en 
otras palabras E 2 -p 2 , porque sabemos que p t es E. iQ ué es E 2 -p 2 1 Debe ser algo 
que es lo mismo en todo sistema de coordenadas. En particular, debe ser lo mismo 
para un sistema de coordenadas que se mueve junto con la particula, en e! cual la 
particula esta en reposo. Si la particula esta en reposo no tiene momentum. Luego 
en este sistema de coordenadas es su energia solamente, que es lo mismo que su 
masa en reposo. Por lo tanto, E 1 — p 2 = m\. Vemos asi que el cuadrado de la longitud 
de este vector, el cuadrivector momentum, es igual a m 2 0 . 

Del cuadrado de un vector, podemos proseguir e inventar el “producto escalar”, 
el producto que es un escalar: si a M es un cuadrivector y b M es otro cuadrivector, 
el producto escalar es 

]C = a tbt - a x b x - aj> v - a t b t . 07.16) 

Es el mismo en todos los sistemas de coordenadas. 

Finalmente mencionaremos algunas cosas cuya masa en reposo m 0 es cero. Un 
fotôn de luz, por ejemplo. Un fotôn es como una particula, en el sentido que Üeva 
energia y momentum. La energia de un fotôn es una cierta constante, llamada cons 
tante de Planck, multiplicada por la frecuencia del fotôn: E = hv. Este fotôn también 
lleva momentum, y el momentum de un fotôn (o de cualquier particula, en realidad) 
es h dividida por la longitud de onda: p = h/A. Pero para un fotôn, hay una relaciôn 
bien definida entre la frecuencia y la longitud de onda: v = c/A. (El numéro de 
ondas por segundo multiplicado por la longitud de onda de cada una, es la distancia 
que a luz recorre en un segundo que es, por supuesto, c.) Vemos asi inmediatamente 
que la energia de un fotôn debe ser el momentum multiplicado por c. o si c = 1, la 
energia y el momentum son iguales. Es decir, la masa en reposo es cero. Observe 
mos esto de nuevo; es bastante curioso. Si tenemos una particula de masa en reposo 
cero, ôque pasa cuando se detiene? jNunca se detien e! Siempre va a veiocidad c. 
La formula corriente para la energia es m 0 / /1 - v\ ^Podemos decir que m 0 = 0 
y v = 1, de manera que la energia sea cero? No podemos decir que es cero; el fotôn 
realmente puede (y debe) tener energia aunque no tenga masa en reposo; pero ;la 
posee yendo perpetuamente a la veiocidad de la luz! 




También sabemos que el momentum de cualquier particula es igual a su energia 
total por su velocidad: si c — 1, p = vE o, en unidades ordinarias, p — vE/c 1 . Para 
cualquier particula que se mueve a la velocidad de la luz, p = E si c = I. Las formu¬ 
las para la energia de un fotôn vistas desde un sistema môvil estân, por supuesto, 
dadas por la ecuaciôn (17.12), pero debemos sustituir el momentum por la energia 
multiplicada por c (o por 1 en este caso). Las diferentes energias después de la 
transformaciôn significan que hay frecuencias diferentes. Esto se llama efecto 
Doppler, y se puede calcular fàcilmente a partir de la ecuaciôn (17.12), usando 
también E — p y E = hv. 

Como dijo Minkowski, “el espacio en si y el tiempo en si se van a sumergir en 
meras sombras, y solo una cierta union entre ellos va a sobrevivir. 
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Rotaciôn en dos dimensiones 


18-1 El centro de masas 18 3* Momentum angular 

18-2 Rotaciôn de un cuerpo rigide 18-4 Conservaciôn del momentum angular 


18-1 El centro de masa 

En los capitulos anteriores hemos estado estudiando la mecânica de los nuntns 
P arl| cu!as cuya «structure interna no nos preo“ En To, pro P xtoo 

S Cuïïo S eTmundo r ‘ aplicaci . 6 " de las le - ves * Newton a cosas mâs compli- 
v Cuand0 el mundo se P one mas complicado, se pone también mâs interesante 
y vamos a encontrar que los fenômenos asociados con la mecânlT de un objëto 
mas complejo que un punto son bastante sorprendentes. Por supuesto, estos fenô- 
menos encerran solamente combinaciones de las leyes de NewtoSpera a veces es 
difictl de créer que solamente F= ma esta en juego. 

ao „}* S , ob - ie ^ os mas Çomplicados con que tratamos pueden ser de diferentes tiDos- 
di anër T end i°’ ? aIax ! as arrem °linândose, etc. El objeto “complicado” mâs simple 
de anahzar, al pnncipio, es lo que llamamos un cuerpo rigido, un objeto sôüdo que 

tener'e^movimiento^ 3 " T”* ™ U " 

1* mo . v,m . ,ento mas complejo, y por lo tanto vamos a considerar primera los 

“ d CUal Un cuer P° extenso ™ta alrede- 

perpendicular aeste eip î ° m A CSC CUerpo se mueve entonces en un piano 

, 1 eje : Esta rotacion de un cuerpo alrededor de un eje fiio se Marna 

a ?ës dim^sL 0 es r0 Ïra n arë dos . dimensiones ' De spués generalizaremos el resultado 
a ires dimensiones, pero al hacerlo vamos a encontrar que, a diferencia del caso de 

i n^not" 103 0rdmana de particulas, las rotaciones son sutiles y dificiles de ente^der 
a menos que pnmero obtengamos un sôüdo fundamento en dos dimensiones. 

„„ p ? mer teorema interesante acerca del movimiento de objetos complicados se 
£ ‘T" ï “ r,mos 31 aire °>**> de mnchoTblCe, , 

Sudiam^ï J rdaS ' ° r sl }P uesto sabemos que sigue una parâbola porque lo 
J llT Para Una part,Cula - Pero nuestro o^eto ahora no es una L£a 
O^ ln 3 y “ 3g,ta ’ CtC - Sin embargo ’ sigue una P ar àbol a ; uno lopuedeïer’ 
tQue es lo que sigue una parabola? Ciertamente no el punto en la esquina del blo 

S o’KS « m 5Ï 1 S 0S Î ; tamPOCO eS 61 extrem ° del pa 'o or a mftadïi 
nn/L. ™,. d bloque. Pero a/go sigue una parâbola, hay un “centro” efectivo 
que se mueve en una parabola. Asi pues, nuestro primer teorema 
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sobre objetos complicados es demostrar que existe una posiciôn media que sigue 
una parâbola que es definible matemâticamente, pero que no es necesariamente un 
punto de! material mismo. Se llama teorema del centra de masa y la demostraciôn 
es como sigue. 

Podemos considerar cualquier objeto como constituido por muchas particulas 
chicas, los àtomos, con diversas fuerzas entre ellas. Sea i el indice que define a una 
de las particulas. (Hay millones de ellas, de manera que i llega a 10 23 o algo por el 
estilo.) Entonces la fuerza sobre la particula i es, por supuuesto, la masa por la 
aceleraeiôn de esa particula: 

F, = m,(</ 2 r,A* 2 ). (18.1) 

En los prôximos capitulos nuestros objetos en movimiento van a ser objetos en 
los cuales todas las partes se estân moviendo a velocidades mucho menores que la 
velocidad de la luz, y vamos a usar las aproximaciones no relativistas para todas 
las camidades. En estas circunstancias, la masa es constante, luego 

F, = d 2 (ntiii)/dt 2 . (18.2) 

Si ahora sumamos la fuerza sobre todas las particulas, es decir, si tomamos la 
suma de todas las F, para todos los indices diferentes, obtenemos la fuerza total F. 
En el otro miembro de la ecuaciôn. obtenemos lo mismo que si hubieramos sumado 
antes de derivar: 

£f, = f = (18 . 3) 

» dr 

Por lo tanto, la fuerza total es la segunda derivada de la suma de las masas 
multiplicadas por sus posiciones. 

Ahora bien, la fuerza total en todas las particulas es la misma que la fuerza 
externa. <',Por que? A pesar que hay toda clase de fuerzas sobre las particulas debi- 
do a las cuerdas, los ucrnboleos, los tirones y los empujones y las fuerzas atômicas 
> quién sabe que mi; y que tenemos que sumarlas. nos salva la tercera ley de New¬ 
ton. Entre dos particules cualesquiera, la action y la reacciôn son iguales, de manera 
que eu and; sumamos todas las ecuaciones, si dos particulas tienen fuerzas entre 
ellas, estas s ranulan cri la suma; luego, el resultado neto es solamente las fuerzas 
que surgen de otras particulas que no estân incluidas en el objeto cualquiera sobre 
el cual décidâmes sumar. Por lo tanto si la ecuaciôn (18.3) es la suma sobre un cier- 
to numéro de particulas, que en conjunto se llama “el objeto", la fuerza externa 
sobre el objeto total es iguai a la suma de todas las fuerzas sobre todas sus particu¬ 
las constituyentes. 

Ahora séria bonito si pudiéramos escribir la ecuaciôn (18.3) como la masa total 
multiplicada por alguna aceleraeiôn. Podemos. Digamos que M es la suma de todas 
las masas, es decir, la masa total. Entonces, si definimos un cierto vector R como 

R = rrnn/M, (18.4) 

la ecuaciôn (18.3) va a ser simplemente 

F = d 2 (MR)/dt 2 = M(d 2 R/dt% (18.5) 
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ya que M es constante. Luego, encontramos que la fuerza externa es la masa total 
multiplicada por la aceleraeiôn de un punto imaginario cuya ubicaciôn es R Este 
punto se llama centra de masa del cuerpo. Es un punto que esta por ahi en el "medio “ 
del objeto, una especie de r promedio en el cual los diferentes r, tienen peso o 
importance proporcional a las masas. ' P 

Vamos a discutir este importante teorema con mâs detalle en un capitulo poste- 
nor y por lo tanto, vamos a limitât nuestras observaciones a dos puntos: Primera 
si las fuerzas externas son cero, si el objeto^ estuviera flotando en el espacio vàcio 
podna arremohnarse, tambalearse y torcerse y hacer todo tipo de cosas Pero el 
centro de masa, esta posiciôn calculada, inventada artificialmente, en alguna parte 
en el medio, se va a mover con velocidad constante. En particular, si estaba inicial- 
mente en reposo, se va a mantener en reposo. De manera que si tenemos algo como 
una caja, a lo mejor una nave espacial con gente dentro, y calculants la posiciôn 
del centro de masa y encontramos que esta en reposo. entonces el centro de masa 
va a continuar en reposo si mnguna fuerza externa esta actuando en la caja Por 
supuesto que la nave espacial se puede mover un poco en el espacio, pero eso es 
solamente porque la gente esta caminando hacia atrâs y hacia adelante adentro- 
cuando uno camina hacia el frente, la nave va hacia atrâs de manera de mantener la 
posicion promedia de todas las masas exactamente en el mismo lugar 

(.Es, por lo tanto la propulsion de los cohetes absolutamente imposible porque 
° P l m °, S m ° Ver d Centro de masa? N °; P^o, por supuesto, encontramos que 
P uTJ r T hZ ! Una f a , rte interesante del c °hete, una parte sin importancia debe ser 
„° td ; E " otras P aIabras ’ S1 Partimos con un cohete a velocidad cero y escupimos 
un poco de gas desde la parte de atras, entonces esta pequeîïa pompa de gas va 
“J 1 lado centras que la nave cohete va hacia el otro, pero el centro de masa 
esta todavia exactamente donde estaba antes. De manera que simplemente movemos 
intereïdos CU eStam ° S mteresados a ex P ensa s de la parte en la que no estâmes 
El segundo punto acerca del centro de masa. que es la causa por la cual lo in- 
m^m, C Ti, Cn nUCStra d,scusi6n en , este momento, es que se puede tratar separada- 
mente de los movimientos internos de un objeto y, por lo tanto, se le puede igno- 
rar en nuestra discusion de la rotaciôn. ^ ° 


18-2 Rotaciôn de un cuerpo rigido 

simn?™?r° S K h0r i! ! aS rotacion f - Por supuesto, que un objeto comûn no rota 
simplemente, se bambolea, se sacude y se curva, de manera que para simplificar las 
a d,scut,r .el movimiento de un objeto idéal no existente que llamamos 
cuerpo rigtdo. Esto sigmfica un objeto en el cual las fuerzas entre los âtomos son tan 
fuertes y de tal caracter que las pequenas fuerzas que se necesitan para moverlo no lo 
curvan. Su forma se mantiene esenciaimente la misma cuando se mueve. Si queremos 
estudiar el movimiento de tal cuerpo y aceptamos ignorar ei movimiento de su centra 
de masas, le queda una sola cosa por hacer, esto es, girar. Tenemos que describir esto 
6 Como. Supongamos que hay una linea cualquiera en el cuerpo que se mantiene fija 

HJnrT 0r t n r yC Cent , r ° d£ maSa$ ° a 10 mejor no) ’ >' el cuer P° esta girando alre- 
dedor de esta linea particular como eje. ^Como definimos la rotaciôn? Eso es bastante 
tacil, porque si marcamos un punto en cualquier parte del objeto, en cualquier parte 
menos en el eje, podemos decir siempre exactamente donde esta el obieto con sôlo 

saber donde ha ido este punto. Lo ünico que se 


18-3 



necesita para describir la posicion de ese punto es un àngulo. De manera que la rota- 
ciôn consiste en el estudio de la variaciôn de un ângulo con el tiempo. 

Para estudiar la rotaciôn, observamos el àngulo en el cual ha rotado el cuerpo. 
Por supuesto, que no nos estamos refiriendo a ningün ângulo particular dentro del 
objeto mismo; no es que dibujemos algùn ângulo en el objeto. Estamos hablando 
del cambio angular de la posicion de todo el objeto, de un instante al siguiente. 

Primero, estudiemos la cinemâtica de las rotaciones. El ângulo va a cambiar con 
el tiempo y de la misma manera que hablâbamos de posicion y velocidad en una di¬ 
mension, podemos hablar acerca de posiciones angulares y velocidades angulares 
en la rotaciôn plana. De hecho, hay una relaciôn muy interesante entre la rotaciôn 
en dos dimensiones y el desplazamiento en una dimension, en la cual casi toda canti- 
dad tiene su anâlogo. Primero tenemos el ângulo 0 que define en cuânto ha girado 
el cuerpo; esto reemplaza la distancia y, que define en cuânto se ha desplazado. De 
la misma manera, tenemos una velocidad de rotaciôn, <v = dO/dt, que nos dice 
cuânto cambia el ângulo en un segundo, asi como v = ds/dt describe lo ràpido que 
una cosa se mueve, o hasta dônde se mueve en un segundo. Si el ângulo se mide en 
radianes, la velocidad angular a> va a ser tantos radianes por segundo. Mientras 
mayor es la velocidad angular, màs râpido gira el objeto y mâs ràpido cambia el 
ângulo. Sigamos: podemos derivar la velocidad angular con respecto al tiempo y 
podemos llamar a rr= da>/dt = d 1 0/dl 2 la aceleraciôn angular. Séria el anâlogo de 
la aceleraciôn ordinaria. 


Fig. 18-1. Cinemâtica de una rotaciôn 
bidimensional. 

Ahora, por supuesto, vamos a tener que relacionar la dinâmica de la rotaciôn a 
las leyes de la dinâmica de las particulas de las cuales el objeto estâ hecho, de 
manera que debemos averiguar cômo se mueve una particula cuando la velocidad 
angular es tal y tal. Para hacer esto, tomemos una cierta particula que estâ locali- 
zada a una distancia r del eje y digamos que estâ en una cierta posicion P(x, .v) en 
un instante dado, de la manera usual (Fig. 18-1). Si un momento At mâs tarde el 
àngulo del objeto total ha girado en AO, esta particula es arrastrada con él. Estâ al 
mismo radio desde O que estaba antes, pero es llevada a Q. Lo primero que desea- 
riamos saber es en cuânto cambia la distancia .v y en cuânto cambia la distancia y. 
Si llamamos r a OP, el largo de PQ es rAO, debido a la manera en que se definen los 
ângulos. El cambio de .v, entonces, es simplemente la proyecciôn de r AO en la 
direcciôn x: 

Ax 4 - PQ sen 0 —r AO ■ (y/r) = -y AO. (18.6) 

Anâlogamente, 

Ay = + xA0. (18.7) 
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Si el objeto estâ girando con una velocidad angular dada ru, encontramos dividi™ 
do ambos miembros de (18.6) y (18.7) por At, que la velocidad de la partie ùfà es 

v s = -uy y Vy = -f wx . ( 18 . 8 ) 

mente UPUeSt0 ’ qUerem ° S encontrar el môdulo de la velocidad, escribimos simple- 

" = v >'x + t'I = V “ 2 J' 2 + w 2 -* 2 = w\/x-’ _ + _ F = wr. (| 89 ) 

No deberia ser un misterio que el valor del modulo de la velocidad es a,r de hecho 
debena ser patente, porque la distancia que se mueve es rAO y la dis ancï nue se 
mueve por segundo es rAO/At ô r„>. y 01stanc,a q 116 se 

Pasemos a considerar la dinâmica de la rotaciôn. Aqui debemos introducir un 
nuevo concepto. fuerza. Investiguemos si podemos inventar algo que llamaremos 

Zne cln'J\° rqUere ’ t0rCe , r> qL î e M Cne ! 3 m ' Sma relaciôn con la rotaciôn que la fuerza 
tiene con el movimicnto lineal. Una tuerza es la cosa que se necesita Dara hacer un 
movtmiento lineal y la cosa que hace rotar a algo es una ' fuerza otatoria o uïa 
fue ? a .orcedora . « de*, un .orque. Cualita.ivameme. un .orqTl”u„a -™r 
s °n • <.quc es un torque cuantitativamente? Vamos a llegar a la teoria de los tor 
ques cuantitativamente estudiando el trabajo realizado al girar un objeto porque una 

ZZl b °T defmir U , na fuerza es decir cuant0 tra^^o realiza cuando actua 
durante un desplazamiento dado. Vamos a tratar de mantener la analogia entre can 

ÏoquitVS e sobre an e 8 l ri el ‘ raba J° q ue ha «mos cuando rotamos un 

poquito algo sobre el cual estan actuando fuerzas al torque multmlicado nor el 

nefa'que^l ^eorema vamos a arre 8 lar ' a definiciôn de torque de ma- 

nera que el teorema del trabajo tenga una analogia absoluta: la fuerza oor la dis 

1 tom e a C J o 0 nJde e e t0rqUe ^ e 'i àngU '° va 3 S£r traba J 0 ' Esto^TcE lo que 
es el torque. Consideren, por ejemplo, un cuerpo rigido de algùn tino con diversas 
fuerzas actuando en él. y un eje alrededor del cual el cuerpo^ Jii CmSÆS 
( vT Oué^rah PZa y s . upongamos q ue esta fa erza se aplica en un cierto punto 

é?s “ :rj;Zo : ro,aramos " objei ° en un ^ 


AW = F x Ax + F v Ay. (18.10) 


obtener* m ° S S °' amente sustituir las ecuaciones (18.6) y (18.7) para A.v y Ay para 

AfV = (xFy ~ yF x )A0. (J8.H) 

m.afhem Cantidad d f traba J° ^ ue hem °s realizado es, de hecho, igual al ângulo en el 
Sncirkrïxt ah Jet °’ h mu,tiplicado por una ^- a combfnaciôn deTerza y 
1 U combmacion es lo que llamamos torque. De manera que 
mosahnra i f trabaj ° como el torc l ue multiplicadopor el ângulo t eme- 

r es una t0rqUe "" fundÔn de las fuerzas ‘ (Evidentemente el torque 

torque dïbe fener una P d r mente " u ^ va ^^"dependiente de la mecânica de Newton- el 
torque dcbe tener una definiciôn defimda en terminos de la fuerza.) 
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Cuando hay varias fuerzas actuando, el trabajo es, por supuesto, la suma de los 
trabajos hechos por todas las fuerzas de manera que A W va a ser la suma de un 
montôn de términos, correspondientes a todas las fuerzas, cada uno de los cuales es 
proporcional. sin embargo , a A 0 . Podemos sacar factor comùn A 0 y, por lo tanto, 
decir que el cambio en el trabajo es igual a la suma de todos los torques debido a 
todas las diversas fuerzas que estàn actuando, multiplicada por AO. A esta suma 
podriamos llamarla torque total r. Asi, los torques se suman medianle las leyes or 
dinarias del àlgebra, pero mâs tarde veremos que esto solo es asi porque estamos 
trabajando en un piano. Es lo mismo que la cinemâtica unidimensionai. donde las 
fuerzas simplemente se suman algebràicamente, pero solo porque estàn todas en la 
misma direcciôn. Es màs complicado en très dimensiones. Asi, para una rotaciôn 
bidimensional. 

n = XiFyi - y l F xi (18.12) 

y 

t = (18.13) 

Debe hacerse énfasis que el torque es respecto a un eje dado. Si se elige un eje dife- 
rente, de maneTa que todos los jq e y-, cambian, el valor del torque cambia también 
en general. 

Detengâmonos ahora brevemente para notar que nuestra introducciôn anterior 
de torque a partir de la idea de trabajo nos da un resultado sumamente importante 
para un objeto en equilibrio: si todas las fuerzas sobre un objeto estàn cquilibra- 
das tanto para traslaciôn como para rotaciôn, entonces no solamente la J'uerza résul¬ 
tante es cero, sino que tambicn el total de todos los torques es cero, porque si un 
objeto esta en equilibrio, las fuerzas no realizan ningùn trabajo para un desplaza 
miento pequeno. Por lo tanto, ya que A W = t AO = 0, la suma de todos los torques 
es cero. De manera que existen dos condiciones para el equilibrio: que la suma de 
las fuerzas sea cero y que la suma de los torques sea cero. Demuestren que es su- 
ficiente asegurarse que la suma de los torques respecto a un eje cualquiera (en dos 
dimensiones) es cero. 


18 2 tl torque pmducitlo pot una fuui/a. 

Consideremos ahora una sola fuerza y tratemos de averiguar, geométricamente, 
a que corresponde esta extrana cosa xF v --yF x . En la figura 18-2 vemos una fuerza 
F actuando en un punto r. Cuando el objeto ha rotado en un pequeno àngulo AO, 
el trabajo realizado, por supuesto, es la componente de la fuerza en la direcciôn 
del desplazamiento multiplicada por el desplazamiento. En otras palabras, es solo 
la componente tangencial de la fuerza la que cuenta y esta debe ser multiplicada por 
la distancia rAO. Por lo tanto, vemos que el torque también es igual a la compo¬ 
nente tangencial de la fuerza (perpendicular al radio) multiplicada por el radio. Esto 
tiene sentido de acuerdo con nuestra idea ordinaria de torque, porque si la fuerza 
fuera completamente radial, no daria ninguna “torsion” al cuerpo; es évidente que el 
efecto de torcer debe incluir solo aquella parte de la fuerza que no tira por el 
centre y eso signilïca la 
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componente tangencal. Ademàs esta claro que una fuerza dada es mas efectiva con 
un brazo largo que cerca del eje. De hecho, si tomamos el caso de empujar justo sobre 
el eje, inc estamos torciendo en absoluto! De manera que tiene sentido que la canfi 
dad de torsion o torque sea proporcional tanto a la distancia radial como a la comoo- 
nente tangencial de la fuerza. mpo 

Hay todavia una tercera formula para el torque que es muy interesante. Hemos 

fieuraTsI- pfm “T® f* * 3 P ° r C ' rad '° y P ° r eI seno del an S ul ° ^ en la 
tigura 18-2. Pero si extendemos la hnea de acciôn de la fuerza y dibujamos la linea 

OS la distancia perpendicular a la linea de acciôn de la fuerza (el brazo de palanca 
de la fuerza) notamos que este brazo de palanca es mâs corto que r justamente en la 

p “T t P ™ p0r . C10 r qUe , ’ a , P , arte tangenC,ai de la fuerza es menor que la fuerza total. 

lo tanto, la formu a del torque también se puede escribir como el môdulo de la 
fuerza por el largo del brazo de palanca. 

El torque se Marna también a menudo el momento de la fuerza. El origen de este 
termino es oscuro. pero puede ser relacionado al hecho que "momento” se dériva 
del latin movimentum, y que la capacidad de una fuerza para mover un objeto (usan- 
do la fuerza en una palanca) aumenta con el largo de! brazo de palanca En ma- 
tematicas momento signtfica ponderado por lo alejado que estâ del eje 


18-3 Momentum angular 

Aunque hasta ahora hemos considerado solamente el caso especial de un cuerpo 
rigido. las propiedades de los torques y sus relaciones matemâticas son interesantes 
tambicn. aun cuando un objeto no sea rigido. En realidad podemos demostrar un 
teorema muy notable: de la misma manera que una fuerza externa es la rapidez de 
variacion de una cantidad p que llamamos momentum total de un conjunto de par¬ 
ticulas. asi el torque externo es la rapidez de variacion de una cantidad L que 
llamamos momentum angular del grupo de particulas. 


hçj. 18 3. Una particula se mueve alrededor de un eje 0 

Para demostrar esto, vamos a suponer que hay un sistema de particulas en el 
cual hay algunas fuerzas actuando y averiguar qué sucede al sistema como con- 
secuencia de los torques debido a estas fuerzas. Primera, por supuesto. debemos 
considérât una sola particula. En la figura 18-3 hay una particula de masa m y un 
eje O: la particula no estâ rotando ncccsariamente en un cireulo alrededor dé la O, 
puede estarse moviendo en una elipse. como un planeta alrededor del sol. o en cual 
quier otra curva. Se mueve de alguna manera y hay fuerzas sobre ella y acelera de 
acuerdo con la formula usual que la componente ,\ de la fuerza es la masa por la 
componente .y de la aceleracion. etc. Pero veamos qué hace el torque. El torque es 
igual a xf v - rf v y la fuerza en la 
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direcciôn 


en la direcciôn .v 


r = xF y - yF x 

= xm(d 2 y/dt 2 ) - ym(d 2 x/dt 2 ). (18.14) 

Ahora, aunque esto no parece ser la derivada de ninguna cantidad simple, es en 
realidad la derivada de la cantidad xm (dyldt)-ym (dx/dt): 

«>-’-(§)]-@MS)-(S) 
-~(S)-(Ï)-(Î)-■-©)--(S)- 

i.De manera que es cierto que el torque es la variaciôn de algo en el tiempo! Nos fi- 

jamos entonces en el “algo”, le damos un nombre: lo llamamos L, la cantidad de 

movimiento angular: 

L = xm(dy/dt) — ym(dx/dt) 

= xp v - yp x . (18.16) 

Aunque esta discusiôn no es relativista, la segunda forma para L dada mâs 
arriba es correcta desde el punto de vista relativista. jHemos encontrado asi que 
también hay un anâlogo rotacional para el momentum y que este anâlogo, el mo- 
mentum angular, està dado por una expresiôn en términos de las componentes del 
momentum lineal que es justamente igual que la formula para el torque en términos 
de las componentes de la fuefza! Asi, si queremos conocer el momentum angular de 
una particula respecto a un eje, tomamos solamente la componente tangencial del 
momemtum y la multiplicamos por el radio. En otras palabras, lo que vale para el 
momentum angular no es cuàn râpido se mueve desde el origen, sino cuânto se 
mueve alrededor del origen. Solo la parte tangencial del momentum vale para el 
momentum angular. Ademâs mientras mâs lejos està la linea del momentum mayor 
es el momentum angular. V también, ya que los hechos geométricos son los mismos 
ya sea que la cantidad esté indicada por p o F, es cierto que hay un brazo de 
palanca (\no el mismo brazo de palanca de la fuerza en la particula!) que se obtiene 
al extender la linea del momentum y encontrar la distancia perpendicular al eje. 
Luego, el momentum angular es el môdulo del momentum por el brazo de palanca 
del momentum. De manera que tenemos très formulas para el momentum angular 
del mismo modo que tenemos très formulas para el torque: 


! torque, el momentum angular dépende de la posiciôn del eje con 


tratamiento de mâs de una particula, apliquemos los resul- 
eta girando alrededor del sol. ^En qué direcciôn està la 
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gpiasiasi 

constant^^èam^iî^que^s^sigpiîfica La componentT, a * re ^ e ^* ,r | | S °^ ^ e ^ >C 

la arasa y por el radio va a ser œnsmnr, “ mponen,e la "f "cal de la velocidad por 

Sal7tr m SSd^ 

I«r 'X" ‘àrèa 8 rr ar 5 ''«—“«T* 

fTente al àri oîS Le S moe j ZT m “>' W™ a ™ QQ? 


18 4 Conservaciôn del momentum angular 

las, ^aando'^ulT'obkto'^esti^echc^de 5 mueh cuan *? 0 ha * ™ 8™ namero de particu- 
entre ellos y sobr e J ellos desde el exterTor pedazos con ™ uchas fue rzas actuando 
de cualquier eje fijo *£« ^ZrïîZ 

L. Asi como el momentum total de"'™ objeTo «T »ma an8 “! ar 

_ _ V t V ' dLt dL 

7 ~ L 7 ’ ~ 2^-df = dl O 8 -*») 


a h largo de d mbm> l.nea ÜS"*”” 

lo supuso tacitamente). entonces P ° h rcd!mentc o no. pero 
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los dos torques sobre los objetos que estân reaccionando, debido a sus interaccio- 
nes, van a ser iguales y opuestos porque los brazos de palanca para cualquier eje 
son iguales. Por lo tanto, los torques internos se anulan de a pares, y asi tenemos el 
notable teorema que lia rapidez de variaciôn del momentum angular total respecto 
a cualquier eje es igual al torque externo respecto a ese eje! 

T = ]T Tl = r ext = dL/dt. (18.19) 

Tenemos entonces un teorema muy poderoso referente al movimiento de un gran 
conjunto de particulas, que nos permite estudiar al movimiento en conjunto sin 
tener que examinar la detallada maquinaria que hay adentro. Este teorema es vàlido 
para cualquier conjunto de objetos, formen un cuerpo rigido o no. 

Un caso sumamente importante del teorema anterior es la ley de conservation 
del momentum angular: si ningùn torque externo actûa sobre un sistema de particu¬ 
las, el momentum angular se mantiene constante. 

Un caso especial de gran importancia es el de un cuerpo rigido, esto es, un 
objeto de una forma defmida que esta rotando. Considérese un objeto que tiene sus 
dimensiones geométricas fijas y que està rotando en torno a un eje fijo. Las diversas 
partes del objeto mantienen la misma relaciôn entre si en todo instante. Tratemos 
ahora de encontrar el momentum angular total de este objeto. Si la masa de una de 
sus particulas es nip y su posiciôn o localizaciôn està en (.y,, v,) entonces el pro- 
blema es encontrar el momentum angular de esa particula. ya que el momentum 
angular total es la suma de los momenta angulares de taies particulas en el cuerpo. 
Para un objeto que se mueve en un circulo, el momentum angular, por supuesto, es 
la masa por la velocidad por la distancia al eje, y la velocidad es igual a la velo- 
cidad angular por la distancia al eje: 

Li = m t r,r, = (18-20) 

o sumando con respecto a todas las particulas i, obtenemos 
L = 7oj, 

donde 

/ = E 

Este es el anàlogo de la ley segùn la cual el momentum es la masa por la veloci¬ 
dad. La velocidad se reemplaza por la velocidad angular y vemos que la masa queda 
reemplazada por una cosa nueva que llamamos el momento de inertia 1, que es anà¬ 
logo a la masa. Las ecuaciones (18.21) y (18.22) dicen que un cuerpo tiene inercia 
de rotaciôn que dépende no precisamente de las masas, sino en lo lejos que estân del 
eje. Asi, si tenemos dos objetos con la misma masa, cuando ponemos las masas 
màs alejadas del eje, la inercia de rotaciôn va a ser mayor. Esto se demuestra fàcil- 
mente mediante el dispositivo mostrado en la figura 18-4, donde se impide que un 
peso M caiga muy ràpido porque debe hacer girar una larga barra pesada. Al prin- 
cipio. las masas m estân cerca del eje y M aumenta su velocidad a un cierto ritmo. 
Pero cuando cambiamos el momento de inercia al 


(18.21) 

(18.22) 
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poner las masas m mucho mas lejos del eje, entonces vemos que M acelera mucho 

S ra p, damenle qu ^ antes ’ porque el cuer P° tiene mucho màs inercia contra la 
rotaciôn. El momento de mercia es la inercia contra la rotaciôn y es la suma de las 
contribuciones de todas las masas por el cuadrado de sus distancias al eje 


Fig. 18-4. La "inercia de rotaciôn" dé¬ 
pende del brazo de palanca de las masas. 

Hay una diferencia importante entre masa y momento de inercia que es espec- 
tacular. La masa de un objeto no cambia nunca, pero su momento de inercia se 
puede cambiar. Si nos paramos encima de una tarima rotatoria sin roce con nuestros 
brazos extendidos y sostenemos unos pesos en nuestras manos mientras rotamos 
lentamente, podemos cambiar nuestro momento de inercia juntando nuestros brazos 
pero nuestra masa no cambia. Cuando hacemos esto, todo tipo de cosas maravillo- 
sas suceden debido a la ley de conservaciôn del momentum angular: si el torque 
externo es cero, entonces el momentum angular, el momento de inercia por oméga 
se mantiene constante. Inicialmente estâbamos rotando con un momento de inercia 
grande /, a baja velocidad angular o>, y el momentum angular era /. a>,. Después 
^w ,a r m n S 4 nuestro momento de inercia al juntar nuestros brazos a, digamos, un 
6 P roducto lw ’ 9 ue d ebe mantenerse igual porque el momentum 
angular total debe permanecer constante, fue / 2 o> v Por lo tanto / M = I o, De 
Tngubr qUC S ‘ di5mimim0S el momento de inercia debemos aumentar la velocidad 
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Centro de masa; momento de inercia 


19-1 Propiedades del centro de masa 
19-2 La ubicaciôn del centro de masa 


19 3 La obtenciôn del momento 
de inercia 

19-4 Energia cinética de rotaciôn 


19-1 Propiedades del centro de masa 

En el capitulo anterior encontramos que si un gran numéro de fuerzas esta ac- 
tuando sobre una complicada masa de particulas, ya sea aue las particulas integren 
un cuerpo rigido, o una nube de estrellas o cualquier otra cosa, y calculamos la 
suma de todas las fuerzas (es decir, las fuerzas externas por supuesto, porque las 
fuerzas internas se anulan), entonces si consideramos el cuerpo en su totalidad y 
suponemos que tiene una masa total M, hay un cierto punto “dentro” del cuerpo, 
llamado el centro de masa tal que la fuerza externa neta résultante produce una 
aceleraciôn de este punto como si toda la masa estuviera concentrada ahi. Discuta- 
mos ahora el centro de masas con un poco mâs detalle. 

La ubicaciôn del centro de masa (abreviado CM) estâ dada por la ecuacion 



Esta es, por supuesto, una ecuacion vectorial que représenta en realidad très ecua- 
ciones, una para cada una de las ires dimensiones. Vamos a considerar solamente 
la direcciôn x porque si la podemos entender podemos entender las otras dos. ^Qué 
significa A' CM J /n,.v,// m,? Supongamos por un momento que el objeto esta 
dividido en pcqucnos pcdazos, cada uno de los cuales tiene la misma masa m; en¬ 
tonces la masa total es simplcmente el numéro N de pedazos por la masa de un 
pedazo, por cjemplo un gramo o cualquier unidad. Entonces esta ecuacion dicc 
simplcmente que sumemos todas las x y después dividamos por el numéro de cosas 
que hemos sumado: X CM ~ m x,/mN = >. x,/N. En otras palabras, Jf rM es el 
promedio de todas las x, si las masas son iguales. Pero supongamos que una de 
cllas sea cl doble de pesada que las otras. Entonces, en esa suma, la x aparecc 
dos vcccs. Esto es fâcil de entender, porque podemos pensar que esta masa doble 
estuviera partida en dos iguales, como las otras; entonces al tomar el promedio, 
por supuesto, debemos contar esa x dos veces porque hay dos masas ahi. De modo 
que X es la position promedio. en la dirccciôn .v de todas las masas. siendo cada 
masa contada un 
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“ C ï C ° m ° nn ~ «U « el centro 

târianln hT^ 0 QUe S ‘ U " Cuerpo es sil "étrico en alguna forma, por ejemplo un rec- 
h’i ■ man f a qUC ten « a un P‘ an ° de simetria, el centro de masa esta en akm^a 
parte del piano de simetria. En el caso del rectângulo hay dos pianos y eso lo foca 
hza umvocamente. Pero si es un objeto simétrico cualquiera, el centre de^gravedad 

te po‘liT m r„? g a“,a1. eJe POn,U ' “ "-y lamas 


Fig. 19 1. El CM de un objeto compues- 
to se encuentra en la linea que une los CM 
de las dos partes componentes. 


° tra int ? resant l e P/oposiciôn muy curiosa es la siguiente. Supongan aue imasi 
nemos un objeto hecho de dos pedazos A y B (Fig. 19-1) Entonces e^centm ni 

objïïl 

y * r* “ 

d . cl “" tro d ' masa dc '■ pontue CSC es cl tcorcma del ccmro de miras' (pin-jd" 
al objeto A. De la m.sma mancra. con observar el objeto B. obtenemos \l,\ v rnr 
supuesto. sumando los dos se obtient MX: ' ' ' 1 

MX ™ Ç w „v < + Ç /M ,. V( . 

■' M.\ X a + M n X n. ( |9 2) 
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Ahora, como M es evidentemente la suma de M A + M B . vemos que la ecuacion 
(19.2) se puede interpretar como un ejemplo particular de la formula del centro de 
masa para dos objetos puntuales, uno de masa M A ubicado en X A y otro de masa 
M r ubicado en X B . . 

El teorema respecto al movimiento del centro de masa es muy mteresante. y na 
jugado una parte importante en el desarrollo de nuestra comprensiôn de la fisica. 
Supongan que hacemos la hipôtesis que la ley de Newton es vàlida para las peque 
nas partes componentes de un objeto mucho màs grande. Entonces este teorema 
muestra que la ley de Newton también es correcta para un objeto mas grande, aun- 
que no estudiemos los detalles del objeto. sino solamente la fuerza total que actua 
sobre él y su masa. En otras palabras, la ley de Newton tiene la propiedad peculiar 
que si es valida en una cierta escala pequena también es vàlida en una escala mayor. 
Si no consideramos una pelota de béisbol como una cosa tremendamente compleja, 
hecha de miriadas de particulas que interactùan, sino que estudiamos solo el movi¬ 
miento del centro de masa y las fuerzas externas sobre la pelota, encontramos 
F = ma, donde F es la fuerza externa sobre la pelota, m su masa y a es la acele- 
raciôn de su centro de masa. De manera que F = ma es una ley que se reproduce 
en una escala mayor. (Deberia haber una buena palabra, del griego quizas. para 
describir una ley que reproduzca la misma ley en una escala mayor.) 

Por supuesto, uno podrla sospechar que las primeras leyes que los seres huma- 
nos deberian descubrir, serian aquellas que se van a reproducir en una escala mayor. 

• Por que? Porque la escala real de los engranajes y ruedas fundamentales del uni- 
verso es de dimensiones atômicas, que son tanto màs finas que nuestras observacio- 
nes, que no estamos ni cerca de esa escala en nuestras observaciones ordinarias. 
De manera que las primeras cosas que descubriéramos deberian ser validas para ob¬ 
jetos de un tamano nada especial relativo a una escala atômica. Si las leyes para las 
particulas pequenas no se reprodujeran a una escala mayor, no descubririamos estas 
leyes muy fàcilmente. <,Y que pasa con el problema inverso? <,Deben ser las leyes 
en una escala pequena las mismas que en una escala mayor? Por supuesto que no 
es necesariamente asi en la naturaleza, que las leyes a un nivel atômico tengan que 
ser las mismas que en una escala mayor. Supongamos que las verdaderas leyes de 
movimiento de los àtomos fueran dadas por alguna ecuacion extrana que no tuviera 
la propiedad de que cuando vamos a una escala mayor reproduzcamos la misma 
ley, pero en cambio tenga la propiedad de que si vamos a una escala mayor, poda- 
mos aproximarla mediante una cierta expresiôn tal que si extendemos la expresiôn 
màs y màs, se sigue reproduciendo en una escala cada vez mayor. Esto es posible 
y de hecho es la manera en que se realiza. Las leyes de Newton son la “cola de las 
leyes atômicas, extrapoladas a un tamano muy grande. Las leyes reales del movi¬ 
miento de las particulas en una escala fina son muy peculiares, pero si tomamos 
una gran numéro de ellas.y las combinamos, esas leyes aproximan. pero solo apro 
ximan, a las leyes de Newton. Las leyes de Newton nos permiten ir a una escala 
cada vez mayor y todavia parece ser la misma ley. De hecho, se hace cada vez màs 
précisa a medida que la escala se hace mayor. Este factor autorreproductor de las 
leyes de Newton es asi, no un aspecto fundamental de la naturaleza, sino un aspecto 
histôrico importante. Nunca descubririamos las leyes fundamentales de las particulas 
atômicas en una primera observaciôn porque las primeras observaciones son muy 
toscas. De hecho résulta que las leyes atômicas fundamentales, que llamamos mecà- 
nica cuàntica, son bastante diferentes de las leyes de Newton y son dificiles de com- 
prender porque todas nuestras experiencias directas son con objetos en una escala 
grande y los atomos en una escala chica se comportan de una manera 


que no vemos en una escala grande. De manera que no podemos decir, “un âtomo es !o 
mismo que un planeta girando alrededor del sol”, o nada por el estilo. No se parece a na¬ 
da con lo cual estemos familiarizados porque no hay nada como él. A medida que apli- 
camos la mecânica cuàntica a objetos cada vez mayores, las leyes del comporta- 
miento de muchos àtomos juntos no se reproducen, pero producen nue va s leyes, 
que son las leyes de Newton, que entonces continùan reproduciéndose desde diga 
mos tamano de micro-microgramo, que ya son billones y billones de àtomos, hasta 
el tamano de la tierra y mayores. 

Volvamos al centro de masa. El centro de masa se llama a veces centro de gra- 
vedad, porque en muchos casos la gravedad se puede considerar uniforme. Supon¬ 
gan que tenemos dimensiones suficientemente chicas de manera que la fuerza gravi¬ 
tacional no solo es proporcional a la masa, sino ademâs es paralela en todas partes 
a una linea fija. Luego consideren un objeto en el cual hay fuerzas gravitacionales 
en cada una de sus masas constituyentes. Sea m, la masa de una parte. Entonces, 
la fuerza gravitacional en esa parte es m, por g. La pregunta ahora es <■, donde pode¬ 
mos aplicar una fuerza unica para contrarrestar la fuerza gravitacional sobre el con- 
junto, de manera que todo el objeto, si es un cuerpo rigido, no gire? La respuesta es 
que esta fuerza debe pasar por el centro de masa y demostramos esto de la siguien- 
te manera. Para que el cuerpo no gire, el torque producido por todas las fuerzas 
debe sumar cero, porque si hay un torque hay una variaciôn en el momentum angu- 
lar y por lo tanto una rotaciôn. Asi que debemos calcular el total de todos los tor¬ 
ques relativo a todas las particulas y ver cuànto torque hay con respecto a un eje 
dado; debe ser cero si este eje estâ en el centro de masa. Ahora, midiendo * hori- 
zontalmente e y verticalmente, sabemos que los torques son las fuerzas en la direc- 
ciôn y por el brazo de palanca X (es decir, la fuerza por el brazo de palanca alrede¬ 
dor del cual queremos medir el torque). El torque es la suma 


T = Z) = g J2 HtiXi, (19.3) 


de manera que si el torque total debe ser cero, la suma Xmpr, debe ser cero. Pero 
YmpCi = MX, la masa total por la distancia del centro de masa al eje. De manera 
que la distancia jc del centro de masa desde el eje es cero. 

Por supuesto, que hemos comprobado el resultado solo para la distancia .y, pero 
si usamos el verdadero centro de masa, el objeto se va a equilibrar en cualquier po¬ 
sition, porque si lo giramos en 90°, tendremos y en vez de .y. En otras palabras, 
cuando un objeto està soportado en su centro de masa, no hay torque en él debido 
a un campo gravitacional paralelo. En el caso que el objeto sea tan grande que el 
no paralelismo de las fuerzas gravitacionales sea apreciable, el centro en el cual se 
debe aplicar la fuerza équilibrante no es fàcil de describir y se sépara ligeramente 
del centro de masa. Esta es la razôn por la cual hay que distinguir entre centro de 
masa y centro de gravedad. El hecho de que un objeto soportado exactamente en el 
centro de masa esté en equilibrio en todas las posiciones tiene otra consecuencia 
interesante. Si en vez de la gravitaciôn tenemos una pseudofuerza debida a la acele- 
raciôn, podemos usar exactamente el mismo procedimiento matemàtico para encon- 
trar la position donde sujetarlo de manera que no haya torque producido por la 
fuerza inercial de la aceleraciôn. Supongan que el objeto se mantiene de alguna ma¬ 
nera dentro de una caja y que la caja y todo lo que contiene 
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està acelerando. Sabemos que, desde el punto de vista de alguien en reposo relativo a esta 
caja acelerada, habrà una fuerza efectiva debida a la inercia. Esto es, para lograrqueel 
objeto siga con la caja debemos empujarlo para acelerarlo y esta fuerza es "equilibrada" 
por la “fuerza de inercia”, que es una pseudofuerza igual a la masa por la aceleraciôn 
de la caja. Para el hombre en la caja, esto es lo mismo que si el objeto estuviera en 
un campo gravitacional uniforme cuyo valor de “g” es igual a la aceleraciôn a. Por 
lo tanto, la fuerza inercial debida a la aceleraciôn de un objeto no tiene torque con 
respecto al centro de masa. 

Este hecho tiene una consecuencia muy interesante. En un sistema inercial que 
no esté acelerando, el torque es siempre igual a la rapidez de variaciôn del momen- 
tum angular. Sin embargo, con respecto a un eje que pasa por el centro de masa 
de un objeto que esta acelerando todavia es vâlido que el torque es igual a la rapi¬ 
dez de variaciôn del momentum angular. Aün si el centro de masa està acelerando 
podemos elegir un eje especial, a saber, el que pasa por el centro de masa de manera 
que siga siendo verdadero que el torque es igual a la rapidez de variaciôn del mo¬ 
mentum angular respecto a ese eje. De manera que el teorema que el torque es igual 
a la rapidez de variaciôn del momentum angular es vâlido en dos casos generales: 
(1) un eje fijo en un espacio inercial; (2) un eje a través del centro de masa, aunque 
el objeto esté acelerando. 


19-2 Cômo ubicar el centro de masa 

La técnica matemâtica para el càlculo de centros de masa queda en al âmbito 
de un curso de matemâtica y estos problemas proporcionan un buen ejercicio en el 
càlculo intégral. Sin embargo, después que uno ha aprendido el càlculo intégral, y 
desea saber cômo localizar el centro de masa, es bueno conocer algunos trucos que 
pueden usarse para eso. Uno de estos trucos hace uso de lo que se llama teorema 
de Pappus. Funciona asi: si tomamos un ârea cerrada cualquiera en un piano y ge- 
neramos un sôlido moviéndola en el espacio de manera que cada punto siempre 
se mueve perpendicular al piano del ârea, ;el sôlido résultante tiene un volumen igual 
al ârea de la secciôn por la distancia que el centro de masas se ha movido! Por cier- 
to que esto es vâlido si movemos el ârea en una linea recta perpendicular a si misma, 
pero si la movemos en un circulo o en cualquier otra curva entonces généra un volu¬ 
men bastante peculiar. En una trayectoria curva la parte de afuera gira mâs lejos 
y la parte de adentro gira mâs cerca y los efectos se compensan. De manera que si 
queremos localizar el centro de masa de una lâmina plana de densidad uniforme 
podemos recordar que el volumen generado al hacerla rotar alrededor de un eje es 
igual a la distancia que gira el centro de masa por el ârea de la lâmina. 

Por ejemplo, si queremos encontrar el centro de masa de un triângulo rectângulo 
de base D y altura H (Fig. 19-2), podemos resolver el problema de la siguiente ma¬ 
nera. Imaginen un eje a lo largo de H y roten el triângulo alrededor de ese eje en 
360 grados. Esto généra un cono. La distancia que la coordenada x del centro de 
masa se ha movido es 27tx El ârea que se ha movido es el ârea del triângulo \HD. 
De manera que la distancia x del centro de masa por el ârea del triângulo es el vo¬ 
lumen barrido, que es por supuesto nD 2 H/3. Asi (2nx) (\HD) = 1/3zr D 2 H, o x = 
D/3. De una manera anâloga, rotando alrededor del otro eje o por 
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bisecta cada pedazo y, por lo tanto, él centro de masa debe estar en esta linea. diana 


Fig. 19-2. Un triângulo rectângulo y un 
cono circular generado por rotaciôn del 
triângulo. 

traMa^c’iôf M Supongamo, que se de S e. encon- 

girado en 2nx\ el ârea es nr 1 !^ (nornn una .® sf ® ra - Entonces el centro de masa ha 

—* 7ÆdL e i de ™ ci^c " ,o, ' ei 

O {2irx)^irr 2 ) = 47rr 3 /3, 

* = 4z/3tt. 

s - «s y, »> 

mmâm IPPi 

se mueve por el largo de la linea fl a linpa ’ & distancia que el centro de masa 

anges,, y S «orem/Lto, C ° nS ' deraf *"» 


19-3 Cômo obtener el momento de inercia 

Je,os D œ^ 

7 = Z + yb 

O 

7 ~ I( x y ) dm = J ( x 2 + y 2 )pdv. (19 4) 

tanda' l3S “ Cada una ™ltiplicada Por el cuadrado de su dis- 
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(xf+yj) al eje. Noten que no es la distancia tridimensional, solo la distancia bidimensio- 
nal al cuadrado aun para un objeto tridimensional. En la mayor parte nos vamos a res- 
tringir a objetos bidimensionales, pero la formula para la rotaciôn alrededor del eje z 
es la misma en très dimensiones. 


Fig. 19-3. Una barra recta de largo L 
rotando con respecto a un eje que pasa por 
un extremo. 

Como un ejemplo simple, consideren una barra que rota alrededor de un eje 
perpendicular a uno de sus extremos (Fig. 19-3). Ahora debemos sumar todas las 
masas multiplicadas por las distancias x al cuadrado (siendo todas las y cero en 
este caso). Por supuesto lo que entendemos por "suma” es la intégral de x 2 por los 
pequenos elementos de masa. Si dividimos la barra en pequenos elementos de largo 
dx, los elementos de masas correspondientes son proporcionales a dx, y si dx fuera 
el largo de toda la barra, la masa séria M. Por lo tanto 

dm = M dx/L 

y asi 

t [ L 2 M dx M [ L 2 , ML 2 na „ 

'-h x — ~tS. **-— - < l9 - 5) 

Las dimensiones del momento de inercia son siempre masa por distancia al cuadra¬ 
do, asi que todo lo que tuvimos que encontrar fue el factor 1/3. 

Ahora bien ^cuànto vale 1 si el eje de rotaciôn esta en el centro de la barra? 
Podriamos simplemente realizar la intégral de nuevo haciendo variar x de -^L a 
+ \L. Pero notemos algunas cosas acerca del momento de inercia. Podemos imagi- 
nar la barra como dos barras cada una de masa Ml 2 y largo L/ 2; los momentos 
de inercia de las dos barras pequenas son iguales y ambos estân dados por la 
formula (19-5). Luego el momento de inercia es 



2(M/2)(L/2) 2 _ ML 2 
3 12 


(19.6) 


Por lo tanto es mâs fàcil girar una barra alrededor de su centro que balancearla 
alrededor de un extremo 

Podriamos, por supuesto, proseguir calculando los momentos de inercia de va- 
rios otros cuerpos de interés. Sin embargo, aunque estos câlculos proporcionan una 
cierta cantidad importante de ejercicios en el câlculo intégral, no son bâsicamente 
de interés como taies para nosotros. Sin embargo, hay un teorema que es muy ütil. 
Supongan que tenemos un objeto y queremos encontrar su momento de inercia con res¬ 
pecto a algûn eje. Eso significa que queremos la inercia necesaria para ponerlo 
en rotaciôn alrededor de ese eje. Si sujetamos el objeto en pivotes en el centro de 
masa de manera que el objeto no gire a medida que rota alrededor del eje (porque 
no hay torque en él debido a efectos inerciales y por lo tanto no va a girar cuando 
lo empezamos a mover), entonces las fuerzas necesarias para rotarlo son las mismas 
que si la masa estuviera concentrada en el centro de masa y el momento de inercia 
séria simplemente /, = MR 2 cm , donde R CM es la distancia desde el eje al centro de 
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objeto 1 *que St realmente°estâ rotSdTa mXa^^L'luX'p^ue nT^ * ? 
Sd/aJmomem d^ 3 

7 > , al moment ° de mercia, sino que también tenemos que girarlo resnecto „ L 

inercia /c Édre^êdo^del 11 cemr^de 1 ^masa 3 'AsTqif^T^n^^uena s'upôsktôiTque 
momento de inercia total alrededor de cualquier eje sera P q 

I — I c + MR cm- (19.7) 

Este teorema se llama teorema de los ejes paralelos y se puede demostrar fâHI 

sum T,fr ment °, dC merC j a rCSpect0 a cua Æ e -i e es la suma deTaSapo r a 
suma de las x, y las y, cada una al cuadrado: / = Y(x}+yl) m Vamos frnn 
centrarnos sobre las x; pero, por supuesto, las y funcionan igual. Ahora x es la dis¬ 
tancia de una cierta masa puntual desde el origen, pero veamos como apareceria si 

ÏÏSXZLS* 61 CM en VCZ de * desde el «*“• Pa ~ * hsto P s p e r 3 të 
Xi = x'i + X CM - 

Entonces simplemente elevamos al cuadrado 

x\ = x’ 2 + 2A"cm*' + A'cm. 

Asi, (.que sucede cuando se multiplica esto por m t y se suma para todo j? Sacando 
las constantes afuera del signo de suma obtenemos 

7l _ 23 miX>i + 2-^CM 23 m i x 'i + -*CM 23 W;. 

tes una e d 3 eX 3 es Ym’ - $ sim P le 7 lente MX "cm- En la segunda suma hay dos par- 
tes una de ellas es 2_m jX , que es la masa total por la coordenada x’ del centro de 

mïa r trib “^ ™“a =s.a médita desde ï centre d 

las masas es cero Ln Pr ° medl ° de todas laS particulas P°nderadas por 

as masas es cero. La pnmera suma es, por supuesto, la parte x de / Asi lleeamnc 
a la ecuaciôn (19.7) como habiamos adivinado. c ‘ ê 

Venfiquemos (19.7) como un ejemplo. Veamos si résulta para la barra Para un 

el momentrdTintcianTsf ‘V ^ ^ esitâbamos usar una ^««1 para encontrar 
ekw. T f ( , - 5) ' Sl senc, Hamente suponemos que es ML 2 por v un co 

obtener î p^09 6*) ën?o USam ° S d argument0 acerca de las dos mitades para 
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Vale la pena mencionar otra propiedad del momento de inercia porque a menudo 
es ütil para encontrar el momento de inercia de cierto tipo de objetos. Esta propie¬ 
dad consiste en que si uno tiene una figura plana y un conjunto de ejes coordenados 
con origen en el piano y el eje z perpendicular al piano, entonces el momento de 
inercia de esta figura con respecto al eje z es igual a la suma de los momentos de 
inercia con respecto a los ejes x e y. Esto se demuestra fâcilmente notando que 

4 = E m <<yï + z *) = E m <y 2 < 

(ya que z, = 0). Anâlogamente 

4 = E + Z »') = E 

pero 

h = E + y 2 ^ = E m »*i + E 

= 4 + Iy 

Como un ejemplo, el momento de inercia de una plaça rectangular uniforme 
de masa M, ancho w y largo L con respecto a un eje perpendicular a la lamina y 
que pasa por 'su centro es simplernente 

/ = M(w 2 + Z, 2 )/12, 

porque su momento de inercia con respecto a un eje en su piano y paralelo a su 
largo es Mw 2 / 12, es decir, precisamente como para una barra de largo w y el mo¬ 
mento de inercia con respecto al otro eje en su piano es ML 2 / 12 precisamente como 
para una barra de largo L. 

Para resumir el momento de inercia de un objeto con respecto a un eje dado 
y que ilamaremos eje z tiene las siguientes propiedades: 

(1) El momento de inercia es 

h = E + y 2 >) = / O 2 + y 2 ) dm. 

(2) Si un objeto esta hecho de un cierto numéro de partes, cuyos momentos 
de inercia son conocidos, el momento de inercia total es la suma de los 
momentos de inercia de las partes. 

(3) El momento de inercia con respecto a cualquier eje dado es igual al momen¬ 
to de inercia con respecto a un eje paralelo a través del CM mâs la masa 
total por el cuadrado de la distancia del eje al CM. 

(4) Si el objeto es una figura plana, el momento de inercia con respecto a un 
eje perpendicular al piano es igual a la suma de los momentos de inercia 
con respecto a dos ejes perpendicnlares entre si que estàn en el piano y se 
cortan en el eje perpendicular. 

Los momentos de inercia de unas cuantas formas elementales con densidad de 
masa uniforme se dan en la tabla 19-1, jy los momentos de inercia de algunos otros 
objetos que pueden deducirse de la tabla 19-1, usando las propiedades anteriores, 
estàn dados en la tabla 19-2. 


Tabla 19-1 


Objeto 

Eje z 

4 

Barra delgada, largo L 
Anillo circular delgado, 
radios, r x y r 2 

Esfera, radio r 

-L a la barra en el centro 
-L al anillo en el centro 

a través del centro 

ML 2 /12 
+ r *)/ 2 

2Mr 2 /5 


Tabla 19-2 


Objeto 

Eje z 

4 

Lamina rect., lados a, b 

Il b en el centro 

Ma 2 /12 

Làmina rect., lados a, b 

J. a la làmina en el 

M(a 2 + b 2 )/12 

Anillo delgado, radios r,, r 2 

centro 

cualquier diàmetro 

M(r\ + ,*)/4 

Paralelepipedo rect., lados 
a, b, c 

Il c. a través del centro 

M(a 2 + b 2 )/12 

Cilindro circular recto 

Il L, por el centro 

Mr 2 / 2 

radio r, largo L 

Cilindro circular recto, 
radio r, largo L 

-L por el centro 

M(r 2 /4 + L 2 /12) 


19-4 Energia cinética de rotaciôn 

Prosigamos ahora discutiendo la dinâmica. En la analogia entre movimiento 
uneal y movimiento angular que dicutimos en el capitulo 18 usamos el teorema del 
trabajo, pero no hablamos de energia cinética. t,Cuàl es la energia cinética de un 
cuerpo rigido que rota alrededor de un cierto eje con velocidad angular a>l No po- 
demos adivinar inmediatamente la respuesta correcta usando nuestras analogias El 
momento de inercia corresponde a la masa, la velocidad angular corresponde a la 
velocidad, asi que la energia cinética deberia ser \Im 2 , y realmente lo es, como se va 
a demostrar ahora. Supongan que el objeto esta rotando alrededor de cierto eje de 
manera que cada punto tiene una velocidad cuyo môdulo es ton, donde r es el radio 
desde el punto en particular al eje. Entonces si m es la masa de ese punto, la energia 
cinética total del todo es simplernente la suma de las energias cinéticas de todos 
los pequenos pedazos: 


Ahora bien, m 2 es una constante, la misma para todos los puntos. Asi 

T = w Y, w ‘ r ' = 5 ^ 2 . ( 19 . 8 ) 
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Al final del capitulo 18 indicamos que existen algunos fenômenos interesantes 
asociados con un objeto que no es rigido, pero que cambia de una configuraciôn 
rigida con un momento de inercia definido a otra configuraciôn rigida. A saber, en 
nuestro ejemplo de la mesa giratoria, teniamos un cierto momento de inercia /„ con 
nuestros brazos extendidos y una cierta velocidad angular co v Cuando acercamos 
los brazos, teniamos un momento de inercia I 2 y una velocidad angular diferente 
6o 2 , pero de nuevo estâbamos “rigidos”. El momentum angular se mantenia cons¬ 
tante, ya que no habia torque con respecto al eje vertical de la mesa giratoria. Esto 
significa que //o, = I 2 w 2 . <jY qué pasa con la energia? Esta es una pregunta inte- 
resante. Con nuestros brazos recogidos giramos màs râpido, pero nuestro momento 
de inercia es menor y parece como si las energias pudieran ser iguales. Pero no lo 
son, porque lo que se contrapesa es Ico y no 7o> 2 . Asi, si comparamos la energia 
cinética antes y después, la energia cinética antes es j7,<o 2 = donde L — 

I 1 oj 1 = I 2 oj 2 es el momentum angular. Después, mediante el mismo razonamiento, 
tenemos T = {Lco 2 y como o> 2 ><u 1 , la energia cinética de rotaciôn es mayor de lo 
que era antes. De manera que teniamos una cierta energia cuando nuestros brazos 
estaban extendidos y cuando los recogiamos estâbamos girando màs râpido y tenia¬ 
mos màs energia cinética. ^Qué pasô con el teorema de conservaciôn de la energia? 
Alguien debe haber realizado un trabajo. jNosotros realizamos trabajo! ^Cuândo 
realizamos ese trabajo? Cuando movemos un peso horizontalmente, no realizamos 
ningûn trabajo. Si sujetamos algo y lo acercamos no realizamos trabajo. iPero eso 
es cuando no estamos rotando! Cuando estamos rotando hay una fuerza centrifpga 
en los pesos. Estân tratando de alejarse, de manera que cuando estamos girando 
tenemos que atraer los pesos en contra de la fuerza centrifuga. De manera que el 
trabajo que realizamos en contra de la fuerza centrifuga deberia estar de acuerdo con 
la diferencia en la energia de rotaciôn y por supuesto lo està. De ahi viene la energia 
cinética adicional. 


punto de vista de Juan, que està parado en el suelo y que conoce las leyes correctas 
de la mecamca, el carrusel està dando vueltas. Supongan que hemos dibujado una 
mea radial en el carrusel y que Pedro està moviendo una masa radialmente a lo 
largo de esta linea. Deseariamos demostrar que se necesita una fuerza hacia el lado 
para hacerlo. Podemos hacerlo observando el momentum angular de la masa Ella 
esta siempre dando vueltas con la misma velocidad angular que eo, de manera oue 
el momentum angular es M 


L = wy tang r = mur ■ r = mur 2 . 

Asi cuando la masa està cerca del centro, tiene un momentum angular relativamente 
pequeno, pero si nos movemos a una posiciôn mâs lejana, si aumentamos r, m tiene 
mayor momentum angular de manera que se debe ejercer un torque para moverlo 
a lo largo del radio. (Para caminar a lo largo de un radio en un carrusel uno tiene que 
inclinarse y empujar hacia el lado. Inténtenlo alguna vez.) El torque que se necesita 
es la rapidez de vanaciôn de L en el tiempo a medida que m se mueve a lo largo del 
radio. Si m se mueve solamente a lo largo del radio, oméga se mantiene constante 
de manera que el torque es 


donde F c es la fuerza de Coriolis. Lo que realmente deseamos saber es qué fuerza 
hacia el lado debe ejercer Pedro para que mueva m con una velocidad v P = dr/dt 

ts F c = t /r — 2muv r . 


Hay todavia otro aspecto interesante que podemos tratar solo descriptivamente 
como una cosa de interés general. Este aspecto es un poco mâs avanzado, pero vale 
la pena indicarlo porque es bastante curioso y produce efectos interesantes. 

Consideren el experimento de la mesa rotatoria de nuevo. Consideren el cuerpo 
y los brazos separadamente, desde el punto de vista del hombre que està rotando. 
Después que los pesos se han acercado, todo el objeto està rotando mâs râpidamen 
te; pero, observen, la parte central del cuerpo no ha cambiado; sin embargo, està 
rotando mâs râpido después del suceso que antes. De manera que si dibujamos un 
circulo alrededor del cuerpo interno y consideramos objetos dentro del circulo sola¬ 
mente su momentum angular va a cambiar; ellos van mâs râpido. Por lo tanto debe 
existir un torque ejercido sobre el cuerpo mientras encogemos nuestros brazos. Nin- 
gùn torque puede ser ejercido por la fuerza centrifuga, porque es radial. Esto signi¬ 
fica que entre las fuerzas que se desarrollan en un sistema en rotaciôn, la fuerza 
centrifuga no es toda la historia, existe otra fuerza. Esta otra fuerza se llama 
fuerza de Coriolis y tiene la propiedad muy extraira de que cuando movemos algo 
en un sistema en rotaciôn, parece que lo empujaran hacia el lado. Al igual que la 
fuerza centrifuga es una fuerza aparente. Pero si vivimos en un sistema que està 
rotando y movemos algo radialmente, encontramos que también debemos empujarlo 
hacia el lado para moverlo radialmente. Este empuje hacia el lado que tenemos que 
ejercer es lo que girô nuestro cuerpo. 

Desarrollemos una formula para mostrar como funciona realmente la fuerza 
de Coriolis. Supongan que Pedro està sentado sobre un carrusel que a él le parece 
en reposo. Pero desde el 



Fig. 19-4. Très vistas sucesivas de un 
punto que se mueve radialmente en una 
mesa giratoria que esté rotando. 


Ahora que tenemos una formula para la fuerza de Coriolis, examinemos esta si- 
tuacion con un poco mas de cuidado, para ver si podemos entender el origen de 
esta fuerza desde un punto de vista mâs elemental. Observemos que la fuerza de 
conohs es la misma para cualquier radio ;y està présente aün en el origen! Pero 
HLH SPe | Cl ^T ente - faCÜ , d 5 e , ntender en el or igen simplemente mirando qué sucede 
desde el sistema inercia] de Juan que està parado en el suelo. La figura 19-4 muestra 
très vistas sucesivas de m justo cuando pasa por el origen para./ = 0. Debido a la 
rotaciôn del carrusel vemos que m no se mueve en linea recta, sino que en una tra- 
yectoria curva tangente a un diàmetro del carrusel donde r = 0. Para que m se mue¬ 
va en una curva debe existir una fuerza que la acelere en el espacio absoluto. Esta 
es la fuerza de Coriolis. 

Este no es el ûnico caso en el cual la fuerza de Coriolis aparece. También po¬ 
demos demostrar que si un objeto se mueve con velocidad constante en una circun- 
terencia, también hay una fuerza de Coriolis. (,Por qué? Pedro ve una velocidad v,.alre- 
dor de un circulo. Por otra parte Juan ve a m moviéndose alrededor de un circulo 
con velocidad Vj - v M +u>r, porque m también es arrastrada por el carrusel. Por 
*P, t .^ nto ’ sa bemos lo que la fuerza es realmente, es decir, la fuerza centrifuga total 
debida a la velocidad v, o sea mvjr, ésa es la fuerza real. Desde el punto de vista 
de Pedro, esta fuerza 


19 - 11 


19-12 



centripeta consta de très partes. Podemos escribirla como sigue : 

mvj mvM - 2 

F r =- y- — - -y- — 2 mv M u — moi r. 

Ahora bien, F r es la fuerza que veria Pedro. Tratemos de entenderlo. ^.Podria Pedro 
percibir el primer término? “Si”, diria él, “aunque yo no estuviera rotando, habria 
una fuerza centripeta si yo tuviera que correr alrededor del circulo con velocidad 
v M ". Esta es simplemente la fuerza centripeta que Pedro esperaria, que no tiene nada 
que ver con la rotaciôn. Ademâs, Pedro esta perfectamente consciente de que hay 
otra fuerza centripeta que actuaria aun en objetos que estân quietos en su carrusel. 
Este es el tercer término. Pero hay ademâs de éstos otro término, o sea, el segundo 
término que es de nuevo 2 mtov. La fuerza de Coriolis Fc era tangencial cuando la 
velocidad era radial y ahora es radial cuando la velocidad es tangencial. De hecho 
una expresiôn tiene un signo negativo respecto a la otra. La fuerza esta siempre en 
la misma direcciôn con respecto a la velocidad, cualquiera sea la direction en que 
esté la velocidad. La fuerza forma un àngulo recto con la velocidad y es de môdulo 
2 mwv. 
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Rotaciôn en el espacio 


20-1 Torques en très dimensiones 20-3 E) giroscopio 

20-2 Las ecuaciones de rotaciôn 20-4 Momentum angular 

usando productos vectoriales de un cuerpo sôlido 


20-1 Torques en très dimensiones 

En este capitulo vamos a discutir una de las consecuencias mâs notables y di- 
vertidas de la mecânica, el comportamiento de una rueda en rotaciôn. Para hacer 
esto debemos ampliar la formulaciôn matemâtica del movimiento rotatorio, los prin- 
cipios del momentum angular, el torque, etc., a un espacio tridimensional. No vamos 
a usar estas ecuaciones en toda su generalidad ni estudiar todas sus consecuencias 
porque esto tomaria muchos anos y pronto debemos abocarnos a otros tentas. En 
un curso introductorio podemos presentar solo las leyes fundamentales y aplicarlas a 
unas pocas situaciônes de interés especial. 

Primero, notemos que si tenemos una rotaciôn en très dimensiones, ya sea de un 
cuerpo rigido o de cualquier otro sistema, lo que dedujimos para dos dimensiones 
todavia es vâlido. Es decir, todavia es cierto que xF y -yF x es el torque “en el piano 
xy” o el torque en “torno al eje z". También résulta que este torque es todavia 
igual a la rapidez de variaciôn de xp y —yp x , porque si volvemos a la deducciôn de la 
ecuaciôn (18.15) a partir de las leyes de Newton, vemos que no hemos tenido que 
suponer que el movimiento era en el piano; cuando derivamos xp y -ypx, obtenemos 
xF y -yF„ de manera que este teorema todavia es vâlido. Entonces, a la cantidad 
xp y - yp x la llamamos momentum angular correspondiente al piano xy, o momentum 
angular respecto al eje z. Asegurado esto, podemos usar cualquier otro par de ejes 
y obtener otra ecuaciôn. Por ejemplo, podemos usar el piano yz y estâ claro, por 
simetria, que si simplemente sustituimos y por xy z por y encontrariamos yF z - zF y 
para el torque y yp z — zp y séria el momentum angular asociado con el piano yz. Por 
supuesto que podemos tener otro piano, el zx, y para éste encontrariamos zF z — xF z — 
= d/dt (zp x ~xpj. 


Que estas très ecuaciones puedan ser deducidas para el movimiento de una par- 
ticula es bastante claro. Ademâs si sumàramos cosas como los xp y -yp x para muchas 
particulas y las llamâramos momentum angular total, tendriamos très tipos para los 
très pianos xy, yz y zx; y si hiciéramos lo mismo con las fuerzas. 
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hablariamos del torque en los pianos xy, yz y zx también. Asi tendriamos leyes taies 
que el torque externo asociado con cualquier piano es igual a la rapidez de variaciôn 
del momentum angular asociado con ese piano. Esto es precisamente una generali- 
zaciôn de lo que escribimos en dos dimensiones. 

Pero alguien puede decir ahora: "Ah, pero hay màs pianos; después de todo, ^.no 
podemos acaso tomar otro piano en un cierto ângulo y calcular el torque en ese 
piano de las fuerzas? Ya que tendriamos que escribir otro conjunto de ecuaciones para 
cada uno de estos pianos itendriamos muchas ecuaciones ! Résulta sumamente intere- 
sante que si formâramos la combinaciôn x7y-y7y para otro piano, midiendo x’, F y -, 
etcetera, en ese piano, el resultado puede escribirse como una cierta combinaciôn de làs 
très expresiones para los pianos xy, yz y zx. No hay nada nuevo en ello. En otras pala¬ 
bras, si sabemos cuàles son los très torques en los pianos xy, yz y zx, el torque en 
cualquier otro piano y correspondientemente el momentum angular también se puede 
escribir como una combinaciôn de éstos: 6 por 100 de uno y 92 por 100 de otro, 
etcétera. Ahora vamos a analizar esta propiedad. 

Supongan que en los ejes xyz, Juan ha calculado todos sus torques y sus mo- 
menta angulares en sus pianos. Pero Pedro tiene ejes x', /, z’ en alguna otra 
direction. Para hacerlo mâs sencillo, vamos a suponer que solo los ejes x e y han 
sido rotados. Las x* e / de Pedro son nuevas pero su z' es la misma. Esto es, tiene 
nuevos pianos para, digamos, yz y zx. Por lo tanto, tiene nuevos torques y momenta 
angulares para calcular. Por ejemplo, su torque en el piano x'/ séria igual a 
x 'Fy -y7y, etc. Lo que ahora tenemos que hacer es encontrar la relaciôn entre los 
nuevos torques y los antiguos, para que podamos hacer una conexiôn entre un con¬ 
junto de ejes y el otro. Alguien podria decir: "Eso parece igual que lo que hicimos 
con vectores. " Efectivamente eso es exactamente lo que estamos intentando hacer. 
Entonces él puede decir: “Bueno. (,no es el torque simplemente un vector?” Résulta 
ser un vector. pero no lo sabemos de inmediato sin hacer un anâlisis. Asi que en 
las etapas siguientes vamos a hacer el anâlisis. No vamos a discutir cada etapa en 
detalle porque solo queremos ilustrar como funciona. Los torques calculados por 
Juan son 


Tjy = xFy - yF x , 

T yz = yF z - zFy, (20.1) 

t 2I = zF x - xF z . 


Nos apartamos del tema en este punto para hacer notar que en casos como éste 
uno puede equivocarse de signo para alguna cantidad si las coordenadas no se ma- 
nejan en forma correcta. (l Por que no escribir t,._. = zF y - zF.I El problema surge 
del hecho de que el sistema de coordenadas puede ser “derecho” o ‘'izquierdo". 
Habiendo elegido (arbitrariamente) un signo para t a;v digamos entonces la expre- 
sion para las otras dos cantidades se puede encontrar siempre intercambiando las 
letras xyz en cualquiera de los dos ôrdenes 

.A. ° A p 
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Pedro calcula ahora los torques en su sistema: 

x'/y - y7v, 

y7v - z’Fy, (20.2) 

z'Fy - x’Fy. 

Supongamos ahora que un sistema de coordenadas se rota en un ângulo fijo 0 de 
ta q ue los e Jes z y z' sean los mismos. (Este ângulo 0 no tiene nada que ver 

con objetos en rotacion o con lo que pasa dentro del sistema de coordenadas Es 
simplemente la relaciôn entre los ejes usados por un hombre y los ejes usados por 
el otro y se supone que es constante.) Luego las coordenadas de los dos sistemas 
estan relacionadas mediante 4 

x' = x cos 0 + y sen 0, 

y' = y cos 0 - X sen 0, (20.3) 

^aTaÏT r? £ra ’ C ° m ° 13 fUerZa CS U " Vector ’ se transfor ™ en el nuevo sistema 
ntnwcA ’ V A q , ue U - na COsa es un vector si y solo si las diversas compo- 
nentes se transforman de la misma manera que x, y y z: " 

F y = F, cos 0 + F y sen 0, 

Fy- = Fy qos 0 - F x sen 0, (20 . 4 ) 

Fy = F z . 

do eî h la r ootw° s ,/ averi / guar f Ôm ° se transf0 / rma el torque simplemente sustituyen- 
f20 4J ni ’ y y f P ° r l3S exp ^? slones ( 20 - 3 ) y Fx', Fy, F z „ por las dadas por 

(20 4). De manera que tenemos una fila bastante larga de términos para y. y (bas- 

«ïsSî’-îæ r cipi0) resu,,a que sa,e xF ’-> F * q “ 

T z y = (x cos 0 + y sen d)(F y cos 0 - F x sen 0) 

- (y cos 0 - x sên 6)(F X cos 0 + F y sen 0) 

= xF ;/ (cos 2 0 + sën 2 0) - yF x (sen 2 0 + cos 2 0) 

+^F I (-sèn 0 cos 0 + sen 0 cos 0) 

+J' /r i/(sen 0 cos 0 — < sen 9 cos 0) 

= xFy - yF x = t xu . (20.5) 

alrede S dor a ï Ton'*™’ S ‘ ™!°r Z'™™ 5 nueStr0S ejes en el P ,ano ’ la torsion 

“ de z en ese P lano no es diferente de lo que era antes, ; porque es el mismo 
piano! Lo que va a ser mas mteresante es la expresiôn para t ‘ porque este piano 
es nuevo. Ahora hacemos exactamente lo mismo con el piano /z' yresulta: P 

T v'z- = (y cos 0 — x sen 9)F X 

— z(F y cos 0 - F x sen 0) 

= (yF x - zFy) cos 0 + (zF x - xF z ) sen 0 
= Ty 2 cos 0 + sen e. (20 . 6 ) 
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Finalmente Io hacemos para z'x': 


t,v = cos 0 + F„ sen 0) 

- (x cos B + y sen B)F Z 
= (zF x — xF z ) cos 0 — (^F 2 — zF y ) sen B 
= T zx cos 6 - r y2 sén 0. (20.7) 

Queriamos obtener una régla para encontrar los torques en nuevos ejes en funciôn 
de los torques en los ejes antiguos y ahora tenemos la régla. <,Cômo podremos 
recordar siempre esta régla? Si examinamos cuidadosamente (20.5), (20.6) y (20.7) 
vemos que hay una intima relaciôn entre estas ecuaciones y las ecuaciones para 
x, y y z. Si de alguna manera pudiéramos llamar t xy la componente z de algo, 
llamémosla la componente z de t, entonces va a estar bien, entenderiamos (20.5) 
como una transformaciôn de vectores ya que la componente z no variaria, como 
debe ser. De la misma manera, si asociamos con el piano yz la componente x de 
nuestro vector recientemente inventado y con el piano zx la componente y, estas 
expresiones de transformaciôn se leerian 


t x ' — t x cos 8 + r y sen 9, (20.8) 

Ty> = t v COS 6 — t x sen B, 

jque es precisamente la régla para los vectores! 

Por lo tanto, hemos demostrado que podemos identificar la combinaciôn 
xF y -yF x con lo que llamamos comünmente la componente z de un cierto vector 
inventado artificialmente. Aunque el torque es una torsion en el piano y no tiene 
a priori carâcter de vector, matemâticamente se comporta como vector. Este vector 
es perpendicular al piano de la torsion y su largo es proporcional a la intensidad de 
la torsion. Las très componentes de una cantidad tal se transformarân como un vec¬ 
tor real. 

Asi que representamos torques por vectores; con cada piano en el cual se supo- 
ne que el torque està actuando, asociamos una linea en ângulo recto, como régla. 
Pero “en àngulo recto” déjà el signo sin especificar. Para obtener el signo correcto 
debemos adoptar una régla tal que nos diga que si el torque fuera en un cierto senti- 
do en el piano xy, el eje que queremos asociar con cl tenga la direcciôn z “hacia 
arriba”. O sea, alguien tiene que définir “derecha” e “izquierda” para nosotros. 
Suponiendo que el sistema de coordenadas es x, y, z en un sistema derecho, enton¬ 
ces la régla va a ser la siguiente: si pensamos en la torsion como si estuyiéramos 
girando un tornillo con filete derecho, la direcciôn del vector que vamos a asociar 
con esa torsion es la direcciôn en que avanzaria el tornillo. 

, ^Por qué es el torque un vector? Es un milagro de buena suerte que podamos 
asociar un solo eje con un piano y que, por lo tanto, podamos asociar un vector 
con un torque; es una propiedad especial del espacio tridimensional. En dos dimen- 
siones el torque es un escalar comûn y no necesita tener una direcciôn asociada 
a él. En très dimensiones es un vector. Si tuviéramos cuatro dimensiones, tendria- 
mos grandes dilicultades porque (si tuviéramos el tiempo, por ejemplo, como cuarta 
dimension) no solamente tendriamos piano xy, yz y zx, también tendriamos pianos 
tx, ty, y Iz. 
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Habria seis pianos y uno no puede representar seis cantidades como un vector en 
cuatro dimensiones. 

Vamos a estar viviendo en très dimensiones por mucho tiempo; asi que està bien 
notar que el tratamiento matemâtico anterior no dependiô del hecho que x era 
posicion y F fuerza; dependiô solo de las leyes de transformaciôn para vectores 
Por lo tanto, si en vez de x usâramos la componente x de algûn otro vector, no 
habria mnguna diferencia. En otras palabras, si fuéramos a calcular ajb -aJb 
donde a y b son vectores y lo Ilamâramos cqmponente z de una nueva cantïdadc 
entonces estas nuevas cantidades forman un vector c. Necesitamos una notaciôn 
matematica para la relaciôn entre el nuevo vector, con sus très componentes, y los 
vectores a y b. La notaciôn que ha sido disenada para esto es c = a x b. Tendre- 
mos entonces, ademàs del producto escalar comun en la teoria del câlculo vectoriâl 
un nuevo tipo de producto, llamado producto vectoriâl. Asi, si c = a x b esto es lo 
mismo que escribir ’ 

c x = a v b z — a z b y , 

c v = ajb x - a x b z , (20.9) 

c„ = a x b v — a v b x . 

Si invertimos el orden de a y b, llamando b a a, y a a b, tendremos el signo c 

cambiado porque c z séria b,ay-b } a v Por lo tanto, el producto vectoriâl no es como 
la multipucacion ordinaria, donde ab = ba; para el producto vectoriâl b x a = -a x 
x b. De esto, podemos demostrar inmediatamente que si a = b, el producto vecto- 
nal es cero. Luego a x a = 0. 

El producto vectoriâl es muy importante para representar los aspectos de la 
rotacion y es importante que entendamos la relaciôn geométrica de los très vectores 
a ’ ” - y - su P uesto ; Q ue relaciôn entre las componentes està dada por la 
ecuacion (20.9) y de ahi uno puede determinar cuâl es la relaciôn geométrica. La 
respuesta es, primero, que el vector c es perpendicular tanto a a como a b. (Traten 
de calcular c-a y vean si no se les reduce a cero.) Segundo, el môdulo de c résulta 
ser el modulo de a por el môdulo de b por el seno del àngulo entre ellos. <,En q U é 
sentido apunta c? Imaginen que giremos a hasta b en un àngulo menor que 180°- 
un tornillo con filete derecho girando de esta manera avanzarâ en el sentido de c! 
El hecho que digamos un tornillo “derecho” en vez de un tornillo “izquierdo" es 
una convenciôn y debe recordarse siempre que si a y b son vectores “honestos” en 
el sentido ordinario, el nuevo tipo de “vector” que hemos creado haciendo a x b 
es artificial o de carâcter ligeramente diferente de a y b, pues fue formado mediante 
una régla especial. Si a y b se llaman vectores ordinarios, tenemos un nombre es- 
pecial para ellos, los llamamos vectores polores. Ejemplos de taies vectores son la 
coordenada r, la fuerza F, el momentum P, la velocidad v, el campo eléctrico E, 
etcetera; estos son vectores polares ordinarios. Los vectores que incluyen un produc¬ 
to vectoriâl en su definiciôn se llaman vectores axiales o seudovectores. Ejemplo 
de seudovectores son, por supuesto, el torque r y el momentum angular L. Résulta 
que la velocidad angular a> es un pseudovector como lo es el campo magnético B. 
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Para completar las propiedades matemâticas de los vectores, debemos saber 
todas las réglas para su multiplicaciôn, usando productos escalar y vectorial. Por 
ahora, vamos a necesitar muy poco de esto en nuestras aplicaciones, pero para que 
quede completo vamos a escribir todas las réglas de la multiplicaciôn de vectores 
para que podamos usar los resultados mâs tarde. Estos son: 


(a) 

aX(b + c) = aXb + aXc, 


(b) 

(aa) X b = a(a X b), 


(c) 

a • (b X c) = (a X b) • c, 

(20.10) 

(d) 

a X (b X c) = b(a • c) - c(a • b), 


(e) 

a X a = 0, 


(0 

a • (a X b) = 0. 



20-2 Las ecuaciones de rotaciôn usando productos vectoriales 

Preguntémonos ahora si hay alguna ecuaciôn en la fisica que pueda ser escrita 
usando el producto vectorial. La respuesta es, por cierto, que hay una gran cantidad 
de ecuaciones que se pueden escribir asi. Por ejemplo, vemos inmediatamente que el 
torque es igual al producto vectorial de la posiciôn por la fuerza: 

r = r X F. (20.11) 

Este es un resumen vectorial de las très ecuaciones r x = yF z - zF y etc. Por la misma 
razôn el vector momentum angular, si hay una sola particula présente, es la distan¬ 
cia desde el origen multiplicada por el vector momentum: 

L = rXp. (20.12) 

Para una rotaciôn en un espacio tridimensional, la ley dinâmica anâloga a la ley 
F = dpi dt de Newton, es que el vector torque es la derivada respecto al tiempo 
del vector momentum angular: 

T = dL/dl. (20.13) 

Si sumamos (20.13) para muchas particulas, el torque externo en un sistema es la 
derivada del momentum angular total respecto al tiempo: 

r ox t = dUot/dt. (20.14) 

Otro teorema: si el torque total externo es cero, el vector momentum angular 
total del sistema es una constante. Esto se llama la ley de conservation del momen 
tum angular. Si no existe torque en un sistema dado, su momentum angular no 
puede cambiar. 

t,Qué pasa con la velocidad angular? <,Es un vector? Ya ’nemos discutido la rota¬ 
ciôn de un objeto sôlido alrededor de un eje fijo, pero por el momento supongan que 
lo estamos girando simultâneamente con respecto a dos ejes. Podria estar girando 
dentro de una caja mientras la caja esta girando con respecto a algûn otro eje. [El 
resultado neto de 


estos movimientos combinados es que el objeto simplemente gira con respecto a 
algûn eje nuevo! Lo maravilloso de este nuevo eje es que se puede imaginar de 
la siguiente manera. Si escribimos la velocidad de rotaciôn en el piano xy como 
un vector en la direcciôn z cuyo largo es igual a la velocidad de rotaciôn en el 
piano, y si otro vector se dibuja en la direcciôn y digamos. que es la velocidad 
de rotaciôn en el piano zx, entonces, si los sumamos vectorialmente mediante la 
régla del paralelogramo, el môdulo del resultado nos dice con qué velocidad esta gi¬ 
rando el objeto y la direcciôn nos dice en qué piano. Es decir, simplemente, la velo¬ 
cidad angular es un vector del cual obtenemos las magnitudes de las rotaciones en 
très pianos como proyecciones en ângulo recto sobre estos pianos*. 

Como una aplicaciôn simple del uso del vector velocidad angular podemos 
calcular la potencia gastada por el torque que actûa sobre un cuerpo rigido. La po- 
tencia es, por cierto, la variaciôn del trabajo con relaciôn al tiempo; en très dimen- 
siones, la potencia résulta ser P = t • u>. 

Todas l'as formulas que escribimos para una rotaciôn plana pueden ser generali- 
zadas a très dimensiones. Por ejemplo, si un cuerpo rigido esta girando con respecto 
a un cierto eje con velocidad angular a>, nos podemos preguntar, “,,Cuàl es la velo¬ 
cidad de un punto a una cierta posiciôn radial r?" Dejaremos como problema para 
el estudiante el demostrar que la velocidad de una particula en un cuerpo rigido esta 
dada por v = w x r, donde <o es la velocidad angular y r la posiciôn. También, co¬ 
mo otro ejemplo de productos vectoriales, tuvimos una formula para la fuerza de Co- 
riolis, que también puede ser escrita usando productos vectoriales: F c = 2 m\ x u>. 
Es decir, si una particula se mueve con velocidad v en un sistema de coordenadas 
que esta en realidad rotando con velocidad angular a> y queremos pensar en térmi- 
nos de un sistema coordenado en rotaciôn, entonces debemos agregar la seudo- 
fuerza F c . 



Antes 



Fig. 20-1. Antes: el eje es horizontal; 
momentum angular respecto al eje vertical - 
0. Después: el eje es vertical; momentum 
angular respecto al eje vertical es todavia 
cero; el hombre y la silla giran en direcciôn 
opuesta al giro de la rueda. 


20-3 El giroscopio 


Volvamos ahora a la ley de conservaciôn del momentum angular. Esta ley puede 
demostrarse con una rueda que gira ràpidamente, o giroscopio. como sigue (ver fi 
gura (20-1). Si nos sentamos en una silla giratoria y sujetamos la rueda que gira con su 


* Que esto es cierto puede deducirse componicndo los despla/.amientos de las par 
ticulas del cuerpo durante un tiempo infinitésimal Y/. Esto no es évidente y se déjà 
para aquellos que estén interesados en resolverlo. 
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Fig. 20-2. Un giroscopio. 

e horizontal, la rueda tiene un momentum angular con respecto al eje horizontal, 
i momentum angular con respecto a un eje vertical no puede cambiar debido al 
vote (sin fricciôn) de la silla, de manera que si giramos el eje de la rueda hacia la 
irtical entonces la rueda tendria momentum angular con respecto al eje vertical, 
>rque ahora estâ girando alrededor de este eje. Pero el sistema (la rueda, nosotros 
la silla) no puede tener una componente vertical, de manera que nosotros y la silla 
îbemos girar en la direcciôn opuesta a la rueda en rotaciôn, para compensarlo. 

Primero analicemos con mayor detalle lo que acabamos de descnbir. Lo que es 
irprendente y que debemos entender es el origen de las fuerzas que nos giran a 
osotros y a la silla a medida que giramos el eje del giroscopio hacia la vertical. La 
gura 20-2 muestra la rueda girando râpidamente en torno al eje y. Luego su velo- 
dad angular es en torno a ese eje y résulta que su momentum angular tambien 
stà en esa direcciôn. Supongan ahora que queremos rotar la rueda alrededor del 
je x con una velocidad angular fl; <,qué fuerzas se necesitan? Despues de un corto 
empo At, el eje ha girado a una nueva posiciôn, inclinada en un angulo A 0 con la 
orizontal. Ya que la mayor parte del momentum angular se debe a la rotacion alre- 
edor del eje (la rotaciôn lenta contribuye muy poco), vemos que el vector momen- 
am angular ha cambiado. ôCuâl es el cambio del momentum angular? El momentum 
ngular no cambia en môdulo, pero cambia en direcciôn una cantidad AO. El mô- 
ulo del vector AL es entonces AL = L 0 AO, de manera que el torque, que es la 
ariaciôn en el tiempo del momentum angular, es t = ALI At — L 0 AO/At - L a Ll. 
'omando en cuenta las direcciones de las diversas cantidades vemos que 


r = a 


X L 0 . 


(20.15) 


> or lo tanto, si fl y L 0 son horizontales como se muestra en la figura r es vertical 
>ara producir este torque deben aplicarse a los extremos del eje unas fuerzas 
lorizontales F y -F. <,Cômo se aplican estas fuerzas? Con nuestras manos, mien- 
ras tratamos de rotar el eje de la rueda hacia la direcciôn vertical. Pero la tercera 
ey de Newton exige que fuerzas iguales y contrarias (y torques iguales y opuestos) 
ictûen en nosotros. Esto nos obliga a rotar en el sentido opuesto con respecto al 
îje z vertical. . , 

Este resultado puede ser generalizado para un trompo que gira rapidamente. un 
îl caso familiar de un trompo que gira, la gravedad que actûa en su centro de masa 
proporciona un torque con respecto al punto de contacto con el suelo (ver figura 
20-3). Este torque es en la direcciôn horizontal y hace que el trompo precese con su 
ïje moviéndose en un cono circular respecto a la vertical. Si fl es la velocidad angu¬ 
lar (vertical) de precesiôn, encontramos de nuevo que 

r = dL/dt = O X L 0 . 



Fig.' 20-3. Un trompo girando répida- 
mente. Noten que la direcciôn del vector 
torque es la direcciôn de la precesiôn. 


Asi, cuando aplicamos un torque a un trompo que estâ girando muy râpidamente, la 
direcciôn del movimiento precesional es en la direcciôn del torque, perpendicular a 
las fuerzas que producen el torque. 

Ahora podemos prdtender que entendemos la precesiôn de los giroscopios y real- 
mente lo entendemos matemâticamente. Sin embargo, ésta es una cosa matemâtica 
que en un sentido aparece como un “milagro”. Va a suceder que a medida que nos 
adentremos en la fisica cada vez mâs avanzada, muchas cosas simples van a poder 
ser deducidas en forma matemâtica mâs râpidamente que lo que se las puede enten¬ 
der en un sentido fundamental o simple. Esta es una caracteristica extrana y a 
medida que entramos en trabajo mâs y mâs avanzado hay circunstancias en las cua- 
les la matemâtica va a producir resultados que nadie ha sido realmente capaz de 
entender de una manera directa. Un ejemplo es la ecuaciôn de Dirac que aparece en 
una forma muy simple y hermosa, pero cuyas consecuencias son dificiles de enten¬ 
der. En nuestro caso particular, la precesiôn de un trompo parece algo como un 
milagro incluyendo ângulos rectos y circulos y torsiones y tornillos derechos. Lo 
que debemos tratar de hacer es entenderla de una manera mâs fisica. 

iCômo podemos explicar el torque en términos de las fuerzas reales y las acele- 
raciones? Notamos que cuando una rueda estâ precesando, las particulas que giran 
en la rueda no se estàn moviendo realmente en un piano porque la rueda estâ prece¬ 
sando (ver figura 20-4). Como explicamOs anteriormente (Fig. 19-4), las particulas 
que estân cruzando el eje de precesiôn se estàn moviendo en trayectorias curvas y 
esto requiere la aplicaciôn de una fuerza latéral. Esta es suministrada por nuestro 
empuje en el eje, que entonces comunica la fuerza al aro a través de los rayos. “Es¬ 
péré”, dice alguien, “<,qué pasa con las particulas que estân volviendo por el otro 
lado?” No toma mucho tiempo decidir que debe haber una fuerza en la direcciôn 
opuesta en ese lado. La fuerza neta que debemos aplicar es, por lo tanto, cero. Las 
fuerzas se anulan, pero una de ellas debe ser aplicada en un lado de la rueda y la otra 
debe ser aplicada en el otro lado de la rueda. Podriamos aplicar estas fuerzas direc- 
tamente, pero como la rueda es sôlida estâ permitido hacerlo empujando en el eje ya 
que las fuerzas pueden ser llevadas hacia arriba por los rayos. 


^ Después 

- Ahora 

'•-'LK'' v Antes 


Fig. 20-4. El movimiento de las parti¬ 
culas en la rueda en rotaciôn de la figura 
20-2, cuyo eje estâ rotando, es en lineas 
curvas. 
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Todo lo que hemos probado hasta ahora es que si la rueda esta precesando, pue- 
de equilibrar el torque debido a la gravedad o cualquier otro torque aphcado. Pero 
todo lo que hemos demostrado es que esto es una soluciôn de una ecuacion. Esto 
es, si el torque estâ dado y si logramos que la rotation empiece bien, entonces la 
rueda va a precesar suave y uniformemente. Pero no hemos probado (y no es cierto) 
que una precesiôn uniforme es el movimiento mâs general que un cuerpo en rotacion 
puede tener como resultado de un torque dado. El movimiento general incluye tam- 
bién un “tambaleo” con respecto a la precesiôn principal. Este “tambaleo se llama 
nutation. 

A algunas personas les agrada decir que si uno ejerce un torque en un girosco- 
pio, éste gira y precesa y que el torque produce la precesiôn. Es muy extrano que 
cuando uno suelta de repente un giroscopio, no cae bajo la acciôn de la gravedad 
jsino que se mueve hacia el lado! i,Por qué sucede que la fuerza de gravedad que es 
hacia abajo, que conocemos y sentimos, lo hace ir hacia un lado? Ninguna de las 
formulas en el mundo taies como la (20.15) nos lo van a decir, porque (20.15) es 
una ecuaciôn especial, vâlida solamente después que el giroscopio esté precesando 
bellamente. Lo que realmente sucede, en detalle, es lo siguiente. Si mantuviéramos el 
eje totalmente fijo, de manera que no pueda precesar de ninguna manera (pero el 
trompo estâ girando) entonces no hay ningûn torque actuando, ni siquiera un torque 
producido por la gravedad porque estâ equilibrado por nuestros dedos. Pero si lo 
soltamos de repente, instantàneamente va a haber un torque debido a la gravedad. 
Cualquier persona cuerda pensaria que el trompo va a caer, y eso es lo que empieza 
a hacer, lo que puede ser visto si el trompo no estâ girando muy râpido. 


Fig. 20-5. Movimiento real del extremo 
del eje del giroscopio bajo la acciôn de la 
gravedad inmediatamente después de soltar 
el eje que se habla mantenido fijo previa- 
mente. 

El giroscopio realmente cae, como era de esperar. Pero tan pronto como cae es¬ 
tâ girando y para que este giro continue se necesitaria un torque. En la ausencia de 
un torque en esta direcciôn, el giroscopio empieza a “caer” en la direcciôn opuesta 
a la de la fuerza que falta. Esto da al giroscopio una componente del movimiento 
alrededor del eje vertical, como tendria en una precesiôn estable. Pero el movimien¬ 
to real “sobrepasa” la velocidad de precesiôn estable y el eje realmente se levanta 
de nuevo al nivel del cual partiô. La trayectoria seguida por el extremo del eje es 
una cicloide (la trayectoria seguida por un guijarro pegado en el neumàtico de un 
automôvil). Ordinariamente, este movimiento es muy râpido para ser seguido por el 
ojo y se amortigua râpidamente debido al roce en los rodamientos, dejando sola¬ 
mente el movimiento de precesiôn estable (Fig. 20-5). Mientras mâs lento gira la 
rueda, la nutaciôn es mâs évidente. 
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Cuando el movimiento se estabiliza, el eje del giroscopio estâ un poco mâs bajo 
nerô loftraemÏA f nnci P 10 - éPor qué? (Estos son los detalles mâs complicados, 
pero los traemos a colacion porque no queremos que el lector se forme la idea aue el 
giroscopio es un milagro absoluto. Es una cosa maravillosa, pero no es un milaero ) 
S, estuvieramos sujetando el eje totalmente horizontal, y 

entonces la senc,lia ecuaciôn de precesiôn nos diria que precesa, que gL en in 

!!ri h l H° n ! a iPe , r ° CSO CS im P° sible! Aunque lo despreciamos antes 8 es cierto 
que la rueda tiene algun momento de mercia.con respecto al eje de precesiôn v si 
se esta moviendo alrededor de ese eje, aunque sea despacio, posee un déb5 momen 

tomne^n ^ reSpe . Ct0 ? eje ' ^ De donde viene? Si los pivotes son perfectos no hay 
h respecto al eje vertical. iCômo entonces se pone a precesar si no hay 
jL®"*'° d f n } omentum angular? La respuesta es que el movimiento cicloidal del ex Y 
tremo del eje se amortigua hacia el movimiento promedio estable del centro del 
cu-culo rodante équivalente. O sea, se estabiliza un poco mâs abajo Porqte estt 

que es eTa^TamenT f gU ^ de g ' r ° tle " e ahora una componente vertical pequena, 
que es exactamente lo que se necesita para la precesiôn. Asi que ven ustedes 
que hene que bajar un poco para poder dar vueltas. Tiene que ceder un poco a la 

Esa V S a entonST $U Cj ® P ° quit °’ mantiene la rotac iôn alrededor del eje vertical, 
bsa es, entonces, la manera en que un giroscopio funciona. 



20-4 Momentum angular de un cuerpo sôlido 

nor de rotaciones en très dimensiones, vamos a discutir, 

IriHim™ î cualitativamente, unos cuantos efectos que suceden en las rotaciones 
Jdimensionales, los cuales no son évidentes. El efecto principal es que en general 
e momentum angular de un cuerpo ngido no estâ necesariamente en la misma direc 
fômia angUlar - C ° n * ideren una rueda ^ ««à sujeta aTn eje en 

2CL61 SSK* pero ’. eso s ’’ con el e J' e ^e pasa por el centro de gravedad J (Fig 
v£r 6 a !q£ d i gira 7 los . la ru eda en torno al eje, cualquiera sabe que va a haber una 
tivamente e S,i^^° dam,ent ° S , dcbid ° a ,a manera ladeada que la montamos C alha 

5o“a ’œSa oue q tr a i fl n ? S f ema “ r ° taci , 6n ha y una fuerza «ntrifuga actuan 
ao en ia rueda, que trata de alejar su masa lo mâs posible del eje Esto tiende a 

almear el piano de la rueda de manera que sea perpendicular al e e Para rësistir 

rocfan^ntos'ëdebe h^ 16 " 105 eje " Cen . un torc î ue - Si ha V un torque ejercido por los 
d ^ h ^ b ana rapidez de vanac ion del momentum angular. ;Cômo 
plement^^otandn ifëS 6 Vanac,0n de l momentum angular cuando estamos sim- 
dad aë^lar pn ^ C °? reSpeCt0 31 e J e? Supongan que separamos la veloci 

nSa ^ëâl es ë. ITT ' 5 W ', y ?! perpendicular y paralela al piano de la 
Stm do, angU ' ar? Los m °mentos de inercia con respecto a 
far qui diferentes, de manera que las componentes del momentum angu 
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(en estos ejes particulares y especiales solamente) son iguales a los momentos de 
inercia por las componentes de la velocidad angular correspondientes, estàn en una 
razon diferente de la que estàn las componentes de la velocidad angular. Por 
lo tanto, el vector momentum angular estâ en una direcciôn en el espacio que no es 
a lo largo de eje. Cuando giramos el objeto, tenemos que girar el vector momentum 
angular en el espacio, asi que debemos ejercer torques sobre el eje. 

Aunque es muy complicado para demostrarlo aqui, hay una propiedad muy im¬ 
portante e interesante del momento de inercia que es fàcil de describir y usar y que 
es la base de nuestro anâlisis anterior. Esta propiedad es la siguiente: un cuerpo ri- 
gido cualquiera, aun uno tan irregular.como una papa, posee très ejes perpendicula- 
res entre si a través del CM, de manera tal que el momento de inercia con respecto 
a uno de estos ejes es el valor màximo posible para cualquier eje a través del CM, 
el momento de inercia con respecto a otro eje tiene el menor valor posible y el mo¬ 
mento de inercia con respecto al tercer eje es intermedio entre estos dos (o igual a 
uno de ellos). Estos ejes se llaman ejes principales del cuerpo y tienen la importante 
propiedad que si el cuerpo estâ rotando con respecto a uno de ellos. Su momentum 
angular estâ en la misma direcciôn que su velocidad angular. Para un cuerpo con 
ejes de simetria, los ejes principales estàn segûn los ejes de simetria. 



Si tomamos los ejes x, y y z segûn los ejes principales, y llamamos A, B y C a 
los momentos de inercia correspondientes, podemos calcular fâcilmente el momen¬ 
tum angular y la energia cinética de rotaciôn del cuerpo para cualquier velocidad 
angular co. Si descomponemos a> en componentes a> x , u> y y w 2 segûn los ejes x, y, 
z v usamos versores i, j, k también segûn x, y, z, podemos escribir el momentum 
angular como 


L = Acc x i + fioVyj + C<t) 2 k. 

(20.16) 

La energia cinética de rotaciôn es 


KE = i(Aw 2 x + Bœ 2 u + Codj) 

(20.17) 

*= 4L • 
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El oscilador armonico 


21-1 Ecuaciones diferenciales lineales ' 21-4 Condiciones iniciales 

21-2 El oscilador armonico 21-5 Oscilaciones forzadas 

21-3 Movimiento armonico y movimiento circular 


21-1 Ecuaciones diferenciales lineales 

En el estudio de la fisica, el curso comünmente es dividido en una sérié de temas 
como mecânica, electricidad, ôptica, etc., y uno estudia un tema después de otro. 
Por ejemplo, este curso hasta ahora ha tratado principalmente la mecânica. Pero 
una cosa rara sucede una y otra vez: las ecuaciones que aparecen en los diferentes 
campos de la fisica y aun en otras ciencias, son a menudo casi exactamente iguales, 
de manera que muchos fenômenos tienen analogias en estos diferentes campos. Pa¬ 
ra dar un ejemplo màs sencillo, la propagaciôn de las ondas sonoras es en muchos 
aspectos anàloga a la propagaciôn de las ondas luminosas. Si estudiamos acûstica 
con gran detalle, descubrimos que mucho del trabajo es el mismo que si estuviéra- 
mos estudiando ôptica con gran detalle. Asi, el estudio de un fenômeno en un campo 
puede permitir la extension de nuestro conocimiento en otro campo. Es mejor darse 
cuenta desde un principio que estas extensiones son posibles, porque de otra ma¬ 
nera uno podria no entender la razôn por la cual se gasta una gran cantidad de 
tiempo y energia en algo que parece ser solo una pequena parte de la mecânica. 

El oscilador armonico, que estamos a punto de estudiar, tiene analogias intimas 
en muchos otros campos; aunque empezamos con un ejemplo mecànico de una ma- 
sa fija a un resorte o un péndulo con una pequena amplitud o algunos otros dis- 
positivos mecânicos, realmente estamos estudiando una cierta ecuaciôn diferencial. 
Esta ecuaciôn aparece una y otra vez en la fisica y en otras ciencias y de hecho 
pertenece a tantos fenômenos que su estudio a fondo bien vale la pena. Alguno de 
los fenômenos que incluye esta ecuaciôn son las oscilaciones de una masa en un 
resorte; las oscilaciones de las cargas que fluyen de una parte a otra en un circuito 
eléctrico; las vibraciones de un diapason que estâ generando ondas sonoras; las vi- 
braciones anàlogas de los electrones en un àtomo que generan ondas luminosas; las 
ecuaciones de funcionamiento de un servosistema, como un termostato tratado de 
ajustar una temperatura; complicadas interacciones en reacciones quimicas; el cre- 
cimiento de una colonia de bacterias en interacciôn con el aprovisionamiento de 
alimenta y los venenos que las bacterias producen; los zorros que se comen los co- 
nejos que se comen el pasto, etc.; todos estos fenômenos obedecen a ecuaciones 
que son muy 
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similares entre si y esta es la razôn por la cual estudiamos el oscilador mecânico con 
tanto detalle. Las ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales lineales con co- 
eficientes constantes. Una ecuaciôn diferencial lineal con coeficientes constantes es 
una ecuaciôn diferencial que consiste en la suma de varios términos, siendo cada 
término una derivada de la variable dependiente con respecto a la variable indépen¬ 
dante y multiplicada por alguna constante. Asi 

a„ d n x/dt n + a n _i d n ~ x x/dt n ~ l + • • • + a x dx/dt + a 0 x = /(/) (21.1) 

se llama una ecuaciôn diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes (ca¬ 
da a, es constante). 


duraciôn de todo el ciclo es 4 veces màs larga; o sea t„ = 6,28 “seg”. Esto fue 
encontrado numéricamente, antes de que supiéramos mucho câlculo intégral. Supo- 
nemos que entretanto el Departamento de Matemâtica ha introducido una funciôn 
que cuando se dériva dos veces es igual a si misma con signo menos. (Por supuesto 
que hay maneras de obtener esta funciôn de un modo directo, pero son màs compli- 
cadas que saber de antemano cuâl es la respuesta.) La funciôn es x = cos t Si la 
denvamos encontramos dx/dt = sen t y dx/dt 2 = -cos t = -x La funciôn 
.v == cos t empieza para / = 0 con x = 1 y sin velocidad inicial; ésta fue la situaciôn 
con la que empezamos cuando hicimos nuestro' trabajo numérico. Ahora que sabe- 
mos que .v = cos t, podemos calcular un valor preciso del tiempo en el cual debe 
pasar por .v = 0. La respuesta es t= tt/2 ô 1,57108. Estuvimos equivocados en la 
ultima cifra debido a errores de câlculo numérico; ;pero fue muy aproximado! 


21-2 El oscilador armônico 

Tal vez el sistema mecânico mâs simple cuyo movimiento sigue una ecuaciôn 
diferencial lineal con coeficientes constantes es una masa fija a un resorte: primero 
el resorte se estira para compensar la gravedad; una vez compensada, estudiamos 
el desplazamiento vertical de la masa desde su posiciôn de equilibrio (Fig. 21-1). 
Vamos a llamar x a este desplazamiento hacia arriba y vamos a suponer también 
que el resorte es totalmente lineal, en cuyo caso la fuerza que tira en contra cuando 
el resorte estâ estirado es precisamente proporcional a la cantidad de estiramiento. 
O sea, la fuerza es - kx (con un signo para recordarnos que tira en contra). Luego, 
la masa por la âceleraciôn debe ser igual a - kx: 

md 2 x/dt 2 = -kx. (21.2) 

Para simplificar, supongamos que suceda (o cambiamos nuestra unidad de medida 
del tiempo) que el cociente k/m = 1. Primero estudiaremos la ecuaciôn 

d 2 x/dt 2 = -x (21.3) 

Mâs tarde vamos a volver a la ecuaciôn (21.2) con k y m présentes explicitamente. 



Fig. 21-1. Una masa fija a un resorte: 
un ejemplo simple de un oscilador armônico. 


Ahora para seguir adelante con el problema original, restauremos las unidades de 
tiempo a segundos reales. (,Cuâl es la soluciôn entonces? Primero que nada, podemos 
pensar que podemos hacer aparecer las constantes k y m multiplicando cos t por 
algo. Asi probemos la ecuaciôn x = A cos t, entonces encontramos dx/dt = -A 
sen t, y dx/dt = -A cos t = -x Descubrimos asi con horror que no logramos 
resolver la ecuaciôn (21.2) jsino que obtuvimos de nuevo la ecuaciôn (21.3)! Este 
h écho ilustra una de las propiedades màs importantes de las ecuaciones diferencia- 
les lineales: si multiplicamos una soluciôn de la ecuaciôn por una constante , esto 
es nuevamente una soluciôn. La razôn matemâtica de esto es clara. Si .v es una so- 
luciôn y multiplicamos ambos miembros de la ecuaciôn por A, digamos, vemos que 
todas las derivadas también estân multiplicadas por A y por lo tanto Ax es una 
solucion tan buena como lo era .v de la ecuaciôn original. La fisica de ello es la si 
guiente. Si tenemos un peso fijo a un resorte y lo estiramos el doble. la fuerza tam- 
bicn es el doble, la aceleraciôn résultante es e! doble, la velocidad que adquiere en 
un tiempo dado es el doble, la distancia recorrida en un tiempo dado es el doble; 
pero debe recorrer una distancia doble para volver al origen porque se estirô el do¬ 
ble. De manera que se demora el misino tiempo en volver al origen, prescindiendo 
del desplazamiento inicial. En otras palabras, en una ecuaciôn lineal el movimiento 
tiene el mismo esquema temporal, cualquiera que sea su intensidad. 

i-.stuvo mal lo que se hizo - solo nos enseiïô que podemos multiplicar la soluciôn 
poi cualqmcr eosa y satisfacer la misma ecuaciôn. pero no una ecuaciôn diferente— 
Despues de unos pocos intcntos para obtener una ecuaciôn con una constante di- 
rente multiplicamos a .v. encontramos que debemos alterar la escala de tiempo. 
En otras palabras, la ecuaciôn (21.2) tiene una soluciôn de la forma 


x = cos oiqI. (21.4) 


Ya hemos analizado la ecuaciôn (21.3) en detalle numéricamente; cuando recién 
introducimos el tema de la mecânica resolvimos esta ecuaciôn (vean la ecuaciôn 
9.12) para encontrar el movimiento. Mediante integraciôn numérica encontramos 
una curva (Fig. 9-4) que mostraba que si m estaba inicialmente desplazada pero en 
reposo, bajaba y pasaba por cero; después no seguimos màs lejos, pero por supues¬ 
to sabemos que sigue moviéndose hacia arriba y hacia abajo -oscila-, Cuando 
calculamos el movimiento numéricamente, encontramos que pasaba por el punto de 
equilibrio en el / = 1,570. La 


(Es importante darse euenta que en este caso no es una velocidad angular de 
un cuerpo en rotaeiôn. pero nos quedamos sin letras si no se permite usar la misma 
Ictra para mas de una cosa.) La razon por la cual pusimos el subindice "0" en o> es 
que vamos a tener mas omegas dentro de poco; reeordemos que w 0 se refiere al mo- 
vmuento natural de este oscilador. Ahora probemos la ecuaciôn (214) y esta vez 
tenemos mas exito porque dx/dt -- y dx/dt 2 == ~„, 2 cos ,.U = - f ,d.v. Asi 
que linalmentc hemos resuelto la ecuaciôn que realmente queriamos resolver. La 
ecuaciôn dx/dt—-<o Q x es la misma que la ecuaciôn (21.2) si = k/m. 
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Lo siguiente que tenemos que investigar es el significado fisico de <o 0 . Sabemos 
que la funciôn coseno se repite cuando su argumente es 2n. De manera que 
x = cos (o 0 t va a repetir su movimiento, va a realizar un ciclo complète, cuando 
el “ângulo” cambie en 2rt. La cantidad to 0 t se llama a menudo fase del movimien¬ 
to. Para cambiar w 0 t por 2n, el tiempo debe cambiar en una cantidad t 0 llamada 
el periodo de una oscilaciôn compléta; por supuesto, t ü debe ser tal que <z> 0 / 0 = 2n. 
Este es, co 0 t 0 debe corresponder a un ciclo del ângulo, entonces todo se va a repe¬ 
tir- si aumentamos t en t 0 , agregamos 2n a la fase. Asi 

t 0 = 2tt/w 0 = 2tt y/Tiïjk. (21.5) 


De manera que si tuviéramos una masa màs pesada fïja a un resorte, demoraria 
mâs en oscilar de una parte a otra. Este se debe a que tiene mayor inercia y asi, 
aunque las fuerzas son las mismas, demora mâs poner la masa en movimiento. O, si 
el resorte es mâs duro, se va a mover mâs râpido y este està bien: el periodo es me- 
nor si el resorte es mâs duro. 

Noten que el periodo de oscilaciôn de una masa fïja a un resorte no dépende 
en forma alguna de cômo se iniciô, de cuânto lo hemos estirado. El periodo estâ 
determinado, pero la amplitud de la oscilaciôn no estâ determinada por la ecuaciôn 
de movimiento (21.2). La amplitud queda determinada, de hecho, por la manera 
en que lo soltamos, por lo que llamamos condiciones iniciales o condiciones de 
partida. 

Realmente, no hemos encontrado completamente la soluciôn mâs general posi- 
ble de la ecuaciôn (21.2). Hay otras soluciones. Deberia estar claro el porqué: 
porque todos los casos representados por x = a cos co a t empiezan con un despla- 
zamiento inicial y sin velocidad inicial. Pero es posible, por ejemplo que la masa 
empieze en x — 0 y podriamos darle entonces un golpe impulsivo de manera que 
tenga alguna velocidad para t = 0. Este movimiento no estâ representado por un 
coseno -estâ representado por un seno-. Para expresario de otra manera, si x — 
cos co 0 t es una soluciôn, entonces, no es évidente que seguiria moviéndose de la 
misma manera que si entrâsemos en la sala en un cierto tiempo (que llamariamos 
“t = 0”) y viéramos la masa en el momento que pasa por x = 0? Por lo tanto, 
x — cos (Jü 0 t no puede ser la soluciôn mâs general; debe ser posible correr el co- 
mienzo del tiempo, por decirlo asi. Como un ejemplo, podriamos escribir la solu¬ 
ciôn de esta manera: x = a cos co 0 (t - /,), donde t l es alguna constante. También 
este corresponde a cambiar el origen del tiempo a un nuevo instante. Ademâs, po- 
demos desarrollar 

'cos(w 0 / + A) = cosw 0 t cos A — sen u 0 i sen A, 

y escribir 


x = A cos a i 0 t + B sen u 0 t, 


donde A = a cosA y B = -a senA. Cualquiera de estas formas es una manera 
posible de escribir la soluciôn general compléta de (21.2): es decir, toda soluciôn 
de la ecuaciôn diferencial cPx/dt 2 = -u>lx que exista en el mundo se puede escri¬ 
bir 


(a) x = a cos w 0 (( - / j), 
o 

0 (b) x = a cos (w 0 t + A), (21.6) 


(c) x — A cos Wpt -f- B sen u>q/. 
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(2L6) Üenen nombres: "o se llama frecuencia an- 
gul . ’ . e ® el . n “ mero de radianes que cambia la fase en un secundo Fsn 
queda determinado por la ecuaciôn diferencial. Las otras constantes no estân de 

estas "constantes 3 ï° ^ '* manera . e - n que comenzô d movimiento. De 

estas constantes, a mide el desplazamiento maximo alcanzado por la masa v «. 
lama amphtud de la oscilaciôn. La constante A se llama a Tjs fase de là ££ 
te-- una confusion porque otras personas Uaman fase a a> 0 t + A 
y d cen que la fase cambia con el tiempo. Podriamos decir que A es un de fa? ni? 

“'Zr a a ' EUn Cer ° de “?' * «r, mZ, A difcreST 

m, Uamar a 1 ^ ^ ^ Si » 


Fig. 21 2. Una particula moviéndose 
en una trayectoria circular con velocidad 
constante. 


21-3 Movimiento armônico y movimiento circular 

El hecho que cosenos aparezcan en la soluciôn de la ecuaciôn (21.2) suciere due 
3 LTnT r n ha K y aguna . relaci0n , con circ ulos. Este es artificial por supuesto, porque 

^“crarr^vCrï' 0 im £ Ü H ad ° “• '1."'»™»"» rîctilmM sanciLT 

f a a o " ar . nba .y hac . ia aba J°- Podemos indicar que hemos, de hecho, resuelto 
mlento cTrïulàr " estàbamos estudiando la mecânica del movi- 

S nïiïn IZtnJ A S A ? pa t Cul f, se . mueve en un circul ° a velocidad constante v, 
el radio vector desde el centro del circulo a la particula gira en un ângulo cuyo ta- 

si ? un dad ° ^ * 

X = R cos e, y = R sen d. 

dôn“Ëstova Ct te a hé a rnnf leraCi h n? iQué - es æx/dt2 ' la com P onen te x de la acelera- 
“ r , / to ya !°, hemo f r f uelt0 geometncamente; es el môdulo de la aceleraciôn 
centro ^ * pr °y ecciôn > con un menos porque es hacS el 

a x = —a cos 0 = -u 2 Rco%6 = -w 2 x. (21.7) 

Donente'horilmnfal d Uand ° U " a particu ! a se esta moviendo en un circulo, la com- 
ponente horizontal de su movimiento üene una aceleraciôn que es proporcional al 

tiôn S? 1 ? dCSde C f ntr0 ' P ° r supuest0 ’ también tenemos la solu 

cion para el movimiento en un circulo: x=R cos aU. La ecuaciôn (21 7) no de 

encuentra la 3 mL d ^ QUe P&ra Un ckcul ° de cualquier radio se 

encuentra la misma ecuaciôn para un oo Q dado. Luego, 
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por varias razones, esperamos que el desplazamiento de una masa flja a un resorte 
resultarà ser proporcional a cos a> 0 t y va a ser, en realidad, exactamente el mismo 
movimiento que el que veriamos si observàramos la componente x de la posiciôn 
de un objeto que estuviera rotando en un circulo con velocidad angular a> 0 . Como 
una verificaciôn de esto, uno puede disenar un experimento para demostrar que el 
movimiento hacia arriba y hacia abajo de una masa flja a un resorte es el mismo 
que el de un punto que da vueltas en un circulo. En la figura 21-3 una iuz de arco 
proyectada sobre una pantalla forma las sombras de un perno de un volante soli- 
dario a un eje y de una masa que oscila verticalmente, uno al lado de otro. Si sol- 
tamos la masa en el tiempo preciso desde la posiciôn précisa, y si la velocidad del 
eje se ajusta cuidadosamente de manera que las frecuencias coincidan, cada uno 
deberia seguir al otro exactamente. También se puede comparar la soluciôn numé- 
rica que obtuvimos antes con la funciôn coseno y ver si concuerdan muy bien. 

Aqui podemos indicar que, dado que el movimiento uniforme en un circulo esta 
tan relacionado matemâticamente con el movimiento oscilatorio hacia arriba y ha¬ 
cia abajo, podemos analizar el movimiento oscilatorio de una manera mâs simple, 
si lo imaginamos como la proyecciôn de algo que se mueve en un circulo. En otras 
palabras, aunque la distancia y no significa nada en el problema oscilatorio, de to- 
dos modos podemos complementar la ecuaciôn (21.2) con otra ecuaciôn en y y jun- 
tarlas. Si hacemos esto, podremos analizar nuestro oscilador en una dimension con 
movimientos circulares, que es mucho mâs fâcil que tener que resolver una ecuaciôn 
diferencial. El truco para hacer esto es usar nümeros complejos, un procedimiento 
que vamos a introducir en el prôximo capitulo. 


21-4 Condiciones iniciales 

Ahora veamos qué es lo que détermina las constantes A y B o a y A. Estas es- 
tân determinadas, por supuesto, por la manera en que empezamos el movimiento. 
Si empezamos el movimiento simplemente con un pequeno desplazamiento, esto da 
un tipo de oscilaciôn; si empezamos con un desplazamiento inicial y empujamos 
hacia arriba al soltar, obtenemos otro movimiento. Las constantes A y B o a y A 
o cualquier otra manera de expresarlos, estàn determinadas, por supuesto, por la 
manera en que comenzô el movimiento y no por ningûn otro aspecto de la situaciôn. 
Estas se llaman condiciones iniciales. Nos gustaria relacionar las condiciones ini¬ 
ciales con las constantes. Aunque esto pqede hacerse usando cualquiera de las 
formas (21.6), résulta mâs sencillo si usamos la ecuaciôn (21.6 c). Supongan que 
para t = 0 hemos empezado con un desplazamiento inicial x 0 y una cierta veloci¬ 
dad v 0 . 
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Que nn nrfü mas general en que podemos empezar el movimiento. (Es cierto 
es Pecificar la aceleraciôn con que empezô, porque eso queda de- 
terminado por el resorte, una vez que especificamos x 0 ) Ahora, calcuTe m os!î v fi 
Empezamos con la ecuaciôn para x, os A Y 

x — A cos u 0 t + Bsenu) 0 t. 

Como mâs adelante vamos a necesitar la velocidad también, derivamos x y obte- 
v = — u 0 A sen u 0 t -f- u 0 B cos u 0 t. 

Tn t0d ° '• Per ° ,enemos especi- 

nco respecta a x y v para t = 0. De manera que si ponemos t = 0 en estas ecua- 
ciones, obtenemos x 0 y v 0 , porque ése es el valor de x y de v para t = 0- también 
te a ne e mo°s S ^ COSen ° ^ CCr ° CS Un ° y el Sen0 de cero es cero - Por lo tanto, ob- 
x o — A-l-\~B-0 — A 
y 

ü o = coqA ■ 0 + o > 0 B ■ 1 = u 0 B. 

De manera que para este caso particular encontramos 

A ~ x o» B — Vq/ù)q. 

De estas valores de A y B podemos obtener a y A si queremos. 

Esta es el final de nuestra soluciôn, pero existe un hecho fisico interesante a 
r eri j~‘ Car . y . eate , es la conservaciôn de la energia. Como no hay pérdidas por fricciôn 
la energia deberia conservarse. Usemos la formula P Incci0n ’ 

x = a cos (u 0 t + A); 


luego 


v = — woasen(w 0 / A). 


Avengüemos ahora cuâl es la energia cinética T y cuâl es la energia notencial 11 
La energia potencial en cualquier momento es { k x 2 , donde x es e^desnlazamiento 
tenemos 3 C ° nStante del resorte ' Si sustitui mos x, usando la expresiôn anterior, ob 


U = %kx 2 = %ka 2 cos 2 (u 0 t + A). 


ea a tiv e rnah,ra?m P nC ; iai "° 65 co u nstante P or supuesto; el potencial nunca se hace ne- 
natu ™ )mente -siempre hay alguna energia en el resorte, pero la cantidad de 

ÎÏSLÏr X La ene ' E,a POr °‘™ ^ i” «■ y sS»ye d „Æ 

T — %mv 2 = %mula 2 sen 2 (« 0 / + A). 

Ahora, bien la energia cinética es cero cuando x es mâxima, porque entonces ahi 

“ s a e y es V ,' “ÏLT T 1 "«f “«*« * P~ P^rVo! en.ot 

onuesta a la rap.do. La yanacon de la energia cinética es justamente 

opuesta a la de la energia potencial. Pero la energia total deberia ser constante. Si 



observamos que k = mœ\, vemos que 

T + U - %mw 2 a 2 [cos 2 (co 0 ? + A) + sen 2 (u 0 t + A)] = %mœla 2 . 

La energia dépende del cuadrado de la amplitud; si tenemos una amplitud doble, 
obtenemos una oscilaciôn con una energia cuatro veces mayor. La energia poten- 
cial media es la mitad del mâximo y, por lo tanto, la mitad del total y la energia 
cinética media también es la mitad de la energia total. 


21-5 Oscilaciones forzadas 

A continuaciôn vamos a discutir el oscilador armônico forzado, es decir, uno 
en el cual actua una fuerza motriz externa. La ecuaciôn es entonces la siguiente: 

m d 2 x/dt 2 = ~kx + F(t). (21.8) 

Nos gustaria averiguar qué sucede en estos casos. La fuerza motriz externa puede 
tener diversos tipos de dependencia funcional en el tiempo; la primera que vamos 
a analizar es muy simple -vamos a suponer que la fuerza esta oscilando: 

F(t) = F 0 cos ut. (21.9) 

Noten, sin embargo, que este <o no es necesariamente cj 0 : tenemos o> bajo nuestro 
control. Se puede forzar a diferentes frecuencias. Asi que tratamos de resolver la 
ecuaciôn (21.8) con la fuerza particular (21.9). i,Cuâl es la soluciôn de (21.8)? Una 
soluciôn particular (vamos a discutir luego los casos mâs generales) es 

x = C cos œt, (21.10) 

donde la constante debe ser determinada. En otras palabras, podemos suponer que 
si seguimos empujando hacia atrâs y hacia adelante, la masa va a seguir hacia 
atrâs y hacia adelante al compâs de la fuerza. De todos modos podemos tratarlo. 
Asi que introducimos (21.10) en (21.9) y obtenemos 

— mœ 2 C cos w/ = - mto, 2 C cos co/ + F n cos ut. (21.11) 

También pusimos k = mu>l, para que entendamos mejor la ecuaciôn al final. Aho- 
ra bien, como los cosenos aparecen en todas partes, los podemos simplificar y eso 
muestra que (21.10) es en realidad una soluciôn con tal que elijamos c exactamen 
te. La respuesta es que c debe ser 

C = F 0 /m(œl - co 2 ). (21.12) 

Esto es, m oscila a la misma frecuencia que la fuerza, pcro con una amplitud que 
dépende de la frecuencia de la fuerza y también de la frecuencia del movimiento 
natural del oscilador. Significa, primero, que si m es muy pequeno comparado con 
o > 0 , entonces el desplazamiento y la fuerza estàn en la misma direcciôn. Por otro 
lado si lo sacudimos muy ràpido de una parte a otra entonces (21.12), nos dice que 
C es negativa si m esta por sobre la frecuencia natural a> 0 del oscilador armônico. 
(Llamaremos a o>„ la frecuencia natural del oscilador armônico y o> la frecuencia 
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“ den0mtaad ” K"* ■— mu y grande, * 

çosas h“ soludôn s6, ° Si las 

lo comun desaparece después de un demno Esm^,t™ h f y parte que por 

eS n aZTr,: m 

» «e ocurrir ,a mW é„: 

tamos la frecuencia de la fuerza nara m,! ^ J a infinito. De manera que si ajus- 
entonces deberiamos obtener un enorme desplazam'iento° Esto" la / recuencia naturaI - 
cualquier persona que haya emouiadn .m p !! ent E * t0 es bien con ocido para 
que cerremos los ojos y que eSl n Cn Un C ° lumpia No da resuliado 
cemos en el monS ’opïïLSTefciTo Si '» 

ritmo malo, a veces podriamos estar eraZ ldï a pCr ° si estamos a un 
etcétera, y la cosa no résulta. nipujando cuando deberiamos estar tirando, 

amplitud infmit^ lo C qu^po^upuesto 3 et imno^ib^T 05 debena ° SCiIar con una 

p».ud n„ Hega a i„n„ to £ algla 
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Algebra 


22-1 Adiciôn y multiplicaciôn 
22-2 Las operaciones inversas 
22-3 Abstracciôn y generalizaciôn 


22-4 Cômo obtener valores 

aproximados de numéros irracionales 

22-5 Numéros complejos 
22-6 Exponentes imaginarios 


22-1 Adiciôn y multiplicaciôn 

En nuestro estudio de los sistema oscilatorios vamos a tener la oportunidad de 
usar una de las formulas màs notable, casi asombrosa, de toda la matemâtica. 
Desde el punto de vista del fisico podriamos introducir esta formula en dos minutos 
màs o menos y estar listos. Pero la ciencia existe tanto para el goce intelectual como 
para la utilidad prâctica, de manera que en vez de demorarnos unos cuantos minu¬ 
tos en esta maravillosa joya, vamos a colocar la joya dentro de su marco apropiado 
en el grandioso diseno de aquella rama de la matemâtica que se llama algebra ele- 
mental. 

Ahora ustedes podrian preguntâr: “iQué hace la matemâtica en una clase 
de fisica?” Tenemos varias excusas posibles; primera, por supuesto, la matemâtica 
es una herramienta importante, pero esta solamente nos excusaria por entregar la 
formula en dos minutos. Por otra parte, en fisica teôrica descubrimos que todas 
nuestras leyes pueden ser escritas en forma matemâtica; y que esto tiene cierta sen- 
cillez y hermosura. Asi, en ültimo término para entender la naturaleza podria ser 
necesario tener una comprensiôn mas profunda de las relaciones matemâticas. Pero 
la razôn verdadera es que el tema es entretenido y aunque nosotros los humanos 
dividimos la naturaleza de maneras diferentes y tenemos cursos diferentes en de- 
partamentos distintos, esta departamentalizaciôn es realmente artificial y deberiamos 
disfrutar nuestras placeres intelectuales donde los encontremos. 

Otra razôn para examinar con mayor cuidado el âlgebra, aunque la mayoria de 
nosotros estudio âlgebra en el colegio, es que ésa fue la primera vez que la estudiâ- 
bamos; todas las ecuaciones eran poco familiares y era muy dificil, asi como lo es 
la fisica ahora. De vez en cuando es un gran placer mirar hacia atrâs para ver que 
territorio ha sido estudiado y cuâl es el gran mapa o plan de todo el conjunto. 
jQuizâs, algûn dia, alguien en el Departamento de Matemâtica va a dar una clase 
de mecânica de manera de mostrarnos qué era lo que estâbamos tratando de apren- 
der en el curso de fisica! 

El tema de âlgebra no va a ser desarrollado desde el punto de vista del matemâ 
tico exactamente, porque los matemâticos estàn interesados màs que nada en cômo 
se demuestran los diversos hechos matemâticos, en cuântas suposiciones son abso 
lutamente 


! a ? y en ’° que no es necesario. No estân tan interesados en el resul- 
tado de lo que demuestran. Por ejemplo, podemos encontrar el teorema de Pitâ- 
fn r^t- muy i interesante ’ que la suma de los cuadrados de los lados de un triângu- 
lo-rectangulo es igual al cuadrado de la hipotenusa; ése es un hecho interesante, una 
cosa cunosamente simple, que puede ser apreciada sin discutir el hecho de cômo 
probarlos o que axiomas se necesitan. Asi, en el mismo espiritu vamos a describir 
cuahtativamente, si es que podemos hacerlo asi, el sistema del âlgebra elemental. 
Decimos algebra elemental porque hay una rama de la matemâtica llamada âlgebra 
moaerna en la cual algunas de las réglas como ab = ba se abandonan y todavia 
se sigue llamando algebra, pero no vamos a discutir esto. 


,_ . v , ,a ' tiupwdinuî) por ei meaio. àuponemos que va sabemos 

' naunidaH n fT™' a ^ 65 ^ ^ Y '° qUÊ significa aumentar un numéro en 
una umdad. Ustedes podrian decir: ";Eso no estâ en el medio!” Pero eso es el medio 

Un P uat0 de vista matematico porque podriamos ir mâs atrâs aûn y describir 

Pero no vïmo! r° njum ° S para d< j du( : ,r alguna de estas propiedades de los enteras. 

, direccion, la d.recc.on de la filosofia matemâtica y de la lô- 

n C3 ’ Sm i° m3S b ' en Cn 13 ° tra direcciôn 3 P artir de la suposiciôn de que 
sabemos lo que son los enteros y que sabemos contar. 

iinutinTr 05 C0 ? un Ciert0 numero a> un entero ’ y contamos sucesivamente 
adiciôn de enteros eS ' 3 ‘ legam ° S ‘° ,lamam ° S ° + b ’* eso deq " e la 

conÏÏa" v iTsumnml^f 0 ‘ a adiCi6n - P ° dem0S cons ' derar esto: si empezamos 

rrî/nt^ ,!a “ s el resultad0 ^,tip,i- 

v muZÎi!t n m ^ demOS te , ner U " a SUCeSiÔn d€ multi P lic °dones: si empezamos con 1 
LTto- S P ° r b VCCeS sucesivamente ' lla mamos a esto elevar a una po- 

comoconsecu encia de estas definiciones, se puede demostrar fâcilmente 
que todas las siguientes relaciones son verdaderas: 


(a) 

a + b = b + a 

(b) 

a + (b + c) = (a + b) + c 

(c) 

ab = ba 

(d) 

a(b + c) = ab + ac 

(e) 

(ab)c = a(bc) 

(0 

( ab) e = a c b c 

(g) 

a h a c — a (b+c) 

(h) 

(a h ) c = a (bc) 

0) 

a + 0 = a 

(j) 

a- 1 = a 

(k) 

a 1 = a 




. Por supuesto que 1 y 0 tienen propiedades especiales: por ejemplo a 
l - a y a elevada a la primera potencia es a. 




contbiniH»? d,SCasi6n tambK-n debemos suponer algunas otras propiedades como 
rosaîo ha£a y Ademn qUe ?" ', 11Uy d ' fic ' leS de definir: dejaremos que la teoria rigu- 
Xnnl, h ê ii Ad 1 es l0lalmcntc c,ert0 que hemos escrito demasiadas ••réglas"- 
e fas cosas PU SCr deducidas de otras - P ero n o nos vamos a preocupar por' 
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22-2 Las operaciones inversas 

Ademâs de las operaciones directas de adiciôn, multiplicaciôn y elevaciôn a una 
potencia, también tenemos las operaciones inversas que se definen como sigue: Su- 
pongamos que a y c estân dados y que queremos encontrar cuàles valores de b 
satisfacen ecuaciones taies como a + b = c, ab = c, b° — c. Si a + b = c, b se 
define como c-a que se llama sustracciôn. La operaciôn llamada division también 
es clara: si ab = c, entonces b = c/a define la division —una soluciôn de la ecua’ 
cion ab — c “hacia atrâs”. Si tenemos una potencia b a — c y nos preguntamos 
"àQué es bV\ b se llama la raîz a-ésima de c :b — \fc. Por ejemplo, si nos hacemos 
la siguiente pregunta: <,“Qué entero, elevado a la tercera potencia, es igual a 8?”, 
entonces la respuesta se llama raiz cübica de 8; es 2. Como b a y a b no son iguales, 
hay dos problemas inversos asociados con las potencias y el otro problema inverso 
debe ser: “^A qué potencia debemos elevar 2 para obtener 8?” Esto se llama tomar 
el logaritmo. Si a b = c, escribimos b = log a c. El hecho que tenga una notaciôn màs 
trabajosa en relacion a los otros no sigmfica que sea menos elemental, por lo menos 
aplicado a los enteros, que los otros procesos. Aunque los logaritmos aparecen tarde 
en un curso de àlgebra, por cierto que en la prâctica son tan sencillos como las 
raices; son precisamente una soluciôn diferente de una ecuaciôn algebraica. Las 
operaciones directas e inversas se resumen como sigue: 


(a) adiciôn (a’) sustracciôn 

a + b = c b = c-a 

(b) multiplicaciôn (b’) division 

ab = c b = d a 

(c) potencia (c’) raiz 

bP = c b = 

(d) potencia (d’) logaritmo 

a b = c b = log a c 

Ahora, he aqui la idea. Estas relaciones o réglas son correctas para enteros, ya 
que se deducen de las definiciones de adiciôn, multiplicaciôn y elevaciôn a po¬ 
tencia. Vamos a discutir si podemos o no ampliar la clase de objetos que repre- 
seitlan a, b y e, de mariera que obedezcan estas mismas réglas, aunque los procesos 
para a + b, etc., no van a ser definibles en términos de la acciôn directa de sumar 
1. por ejemplo, o multiplicaciôn sucesiva por enteros. 

22-3 Abstracciôn y generalizaciôn 

Cuando tratamos de resolver ecuaciones algebraicas simples, usando todas estas 
definiciones, pronto descubrimos algunos problemas insolubles tal como el siguiente. 
Supongan que tratamos de resolver la ecuaciôn b = 3 — 5. Esto significa, de acuerdo 
con nuestra definiciôn de sustracciôn, que debemos encontrar un numéro que cuan¬ 
do se suma a 5 da 3. Y por supuesto no existe tal nümero, porque consideramos 
solo enteros positivos; éste es un problema insoluble. Sin embargo, el plan, la gran 
idea es esta: abstracciôn 
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yseneraUzaciôn. De la estructura compléta del algebra, réglas màs enteros abstrae 
?22 i 3 v $ ST° neS ° nginales de adiciôn y multiplicaciôn, pero dejamos las réglas 
(22.1 j > (22.2) y suponemos que estas son validas en general para una clase de nu¬ 
méros mas amplia, aunque ellas fueron obtenidas originalmente en una clase menor 
^ en H V r Z - US f f" ter0S simbôIic amente para définir las réglas, usamos las regfas 
S'JnlrTr de 105 T b0l0S ’ l0S que ent0nces re Presentan un tipo de numéro 

uï|S" - 5°-°0 q T& h^ and ^ Sdam 5 nte C ° n l3S regl3S ' podemos d emos- 

i« c„ct J . 3 - y - 2 - De hecho podemos demostrar que uno puede hacer todas 
susmacc.oness.empreque defmamos un conjunto complète de nue vos numéros: 

todas las Ls r^coSoa “)°L P ° d f m ° S USar 

Du 8 eden Para multiph ’? ar nùm eros négatives, y vamos a descubï^que^odas 
pueden ser mantemdas tanto con enteros négatives como positivos g 

imanera que hemos aumentado la extension de los objetos para los cuales las 
réglas dan resultado, pero el sigmficado de los simbolos es diferente 

menV e n - 2 n v 0 .^ ed p dedr V POr ^P 10 ' que ~ 2 por 5 ^mente significa 5 sucesiva- 

de^cuêrdo^ccm I^reglas! 16116 ni " gUn *" embarg °' t0d ° Va 3 resu,tar bien 

remm n d^^ a u ntereSant % apare f < al considerar las potencias. Supongan que que- 
prSema G 5 ) +% qUC î‘ Sôl V abemos que 3 - 5 es una soluciôn del 

problemâ (3-5) +5 = 3. Sabiendo eso, sabemos que a■ a s = a 3 . Por lo tanto 

ser reducido a S Deîr ^ C ° n Un P ° C ° màs de traba J°’ est0 Puede 

recÎDrocos de I qU£ encontram °s que las potencias negativas son los 

reci p rocos de ias potencias positivas, pero l/a 3 es un simbolo sin significado por- 

2o sabemos J ^ 

s-as*iârp^' 

= 3 C °v n a S n.T n 0t f° ej , em fr de P otencias: (.que es q3/5 ? sô1o sabemos que ( 3 / 5 ) 5 = 

_ 3 ’<i/f>«sl^ e esa fue la definiciôn de 3/5. De manera que sabemos que (aWty* = 

r^senconrrals^e^-^^ 135 rCglaS - Ent °" Ces por la de 

luaa^de^os di™ P ° de ^f definir '° que queremos decir al poner fracciones en 
Sri 1 ( ? sd,versos simbolos, usando las réglas mismas para ayudarnos a déter¬ 
ras iig^ SaVtanto eS n arbit î ari ° _ - iE$ U " hed '° sor Prendente que todas las 
frfedonéfr W P ° S enter ° S P° s,tlvos y négatives como para las 

poda S m ë rmsoTvër d Si r0 h C f° ? ge p neralizaci ° n - ^ay alguna otra ecuaciôn que no 
podamos resolver. Si, hay otra. Por ejemplo, es imposible resolver esta ecuaciôn: 

~ y 2 - Es 'mposible encontrar un numéro que sea racional (una fracciôn) 
ms y rinHe a r a °, Sea 3 £ Es muy fàcil P ara en los tiemposmodemos 

mTdi?,cultad en eSer CCm ° S d $iStema dedmal * de manera que no 
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el significado de un décimal sin término como un tipo de aproximaciôn a la raiz 
cuadrada de 2. Histôricamente, esta idea présenté una gran dificultad para los grie- 
gos. Para définir en forma précisa lo que se quiere decir aqui, es necesario agregar 
alguna esencia de continuidad y orden, y esto es, de hecho, exactamente en este punto 
casi el paso mâs dificil en el proceso de generalizaciôn. Fue hecho formai y rigurosa- 
mente por Dedekind. Sin embargo, sin preocuparnos del rigor matemâtico del asun- 
to, es muy fàcil de entender que lo que queremos decir es que vamos a encontrar 
una sucesiôn compléta de fracciones aproximadas, fracciones perfectas (porque 
cualquier décimal, cuando se corta en alguna parte es ciertamente racional), que 
siguen y siguen, acercândose cada vez mâs al resultado deseado. Esto es suficiente 
para lo que queremos discutir y ello permite enredarnos con los nümeros irracionales 
y calcular con bastante esfuerzo cosas como la raiz cuadrada de 2 con toda la pré¬ 
cision que deseamos. 


22-4 Como obtener valores aproximados de numéros irracionales 

El siguiente problema surge cuando averiguamos qué sucede con las potencias 
irracionales. Supongan que queremos définir, por ejemplo, 10\A En principio la res- 
puesta es bastante sencilla. Si aproximamos la raiz cuadrada de 2 a un cierto nümero 
de cifras décimales, entonces la potencia es racional y podemos extraer la raiz apro- 
ximada, usando el método anterior, y obtener una aproximaciôn para ÎOV 2 . Después 
le podemos agregar unas cuantas cifras décimales mâs (de nuevo ella es racional), 
extraer la raiz apropiada, esta vez una raiz de orden mucho mayor porque hay un 
denominador mayor en la fracciôn, y obtener una mejor aproximaciôn. Por supuesto, 
vamos a tener unas raices énormes y el trabajo es bastante dificil. <,Cômo vamos a 
vencer este problema? 

En el câlculo de las raices cuadradas, raices cûbicas y otras raices pequenas hay 
un proceso aritmético mediante el cual podemos obtener una cifra décimal después 
de la otra. Pero la cantidad de trabajo necesario para calcular potencias irracionales 
y los logaritmos que van con ellas (el problema inverso) es tan grande que no hay 
ningùn proceso aritmético simple que podamos usar. Por lo tanto, se han construido 
tablas que nos permiten calcular estas potencias; y éstas se llaman tablas de logarit¬ 
mos o tablas de potencias dependiendo de la manera que estân construidas. Es senci- 
llamente un problema de ahorrar tiempo; si tenemos que elevar un numéro a una po¬ 
tencia irracional es mejor buscarlo que tener que calcularlo. Por supuesto, este 
câlculo no es mâs que un problema técnico, pero interesante y de gran valor histôrico. 
En primer lugar, no solo tenemos el problema de resolver x = 10 ^ sino también 
tenemos el problema de resolver 10- Y = 2, ô x = log )0 2. Este no es un problema en el 
cual tengamos que définir un nuevo tipo de nûmero para el resultado, es simplemente 
un problema de câlculo. La respuesta es simplemente un nûmero irracional, un déci¬ 
mal sin término, no un nuevo tipo de nûmero. 


Discutamos ahora el problema de calcular soluciones de taies ecuaciones. La 
idea general es verdaderamente muy simple. Si pudiéramos calcular 10* y 10 4 10 
y 10 1/10 ° y lO 4 / 1000 etc., y los multiplicàramos, obtendriamos 10 1 » 414 -, o 10^ y esta 
es la idea general de como esto funciona. Pero en vez 
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de calcular 10-/'° y los demâs, vamos a calcular 10’/ 2 , ÎO'^ 4 , etc. Antes nue 
cemos, debemos exphcar por qué hacemos tanto trabajo con 10, en vez de con otro 
utTrlan' NoS . damos cuenta ’ P° r supuesto, que las tablas de logaritmos son de gran 
cuaSer base' 3 ’ ^ Pr ° b ' ema matemâtico de extraer raices, ya que con 

logb (ac) = log 6 a + log 6 c. (22.3) 

Todos sabemos que podemos usar este hecho de una manera prâctica para multi- 
plicar numéros si tenemos una tabla de logaritmos. La ûnica pregunta es ; con aué 
base b vamos a calcular? No importa qué base se use; podemos usar el mismo prin¬ 
cipe todas las veces y s. estamos usando logaritmos con una base determ nada 
podemos encontrar los logaritmos con respecto a cualquier otra base simTmentè 
cambiando la escala, un factor de multiplicaciôn. Si multiplicamos la ecuaciôn (22 3) 
por 61, sigue siendo iguaimente valida; y si tuviéramos una tabla de logaritmos con 
Ïîf-A V alguien mulüphcara toda nuestra tabla por 61, no habria diferencia 
esenc al. Supongan que conocemos los logaritmos de todos los nûmeros en la base b 
En otras palabras, podemos resolver la ecuaciôn b° = c para cualquier c poroue 
resKn E ‘ problema es en contrar el logaritmo del mismo numerocœn 

respecto a otra base, digamos x. Nos gustaria resolver = c. Ello es fâcil de hacer 
porque siempre podemos escribir x = b', que define a *, conociendo x y b. De Ko 
_ g * x Sl re emplazamos este valor y despejamos para a’, vemos que (b 1 ) 0 ’ = b la ‘ 
c. En otras palabras, ta’ es el logaritmo de c en base b. Asi a’ = ait. Luego los 
in 8 h n a K e p b T * SOn simplemente >/*. que es una constante, por los logaritmos 
otKK' H^i ° tant °’ cuaJquier tabla de logaritmos es équivalente a cualquier 
l/loe!î b Fstn e n ° 8ar,tm °. S S .' rnU Üpli ^ amos por una constante y la constante es 
ba!e e m î fnrü T !) eleglT . u " a base particular y por conveniencia tomamos la 
Kv!L L P g ta pu ^ e surgir de S1 existe al 8 una base natural, una base en la cual 
*rKp f n maS SenC,Ilas y vamos a tratar de encontrar una respuesta a eso mâs 
tarde. Por el momento vamos a usar la base 10.) 


Veamos ahora como calcular logaritmos. Empezamos calculando raices cuadra- 
, sucesivas de 10 por el metodo de aproximaciôn. Los resultados se muestran en 
ia tabla 22-1. La primera columna da las potencias de 10 y el resultado, 10 s se da 
en la tercera columna. Asi, 10' = 10. La potencia a un medio de 10 la pode- 
mos calculât facilmente porque es la raiz cuadrada de 10 y hay un proceso conocido 
y simple para extraer la raiz cuadrada de cualquier nümero*. Usando este proceso 
encontramos que la primera raiz cuadrada es 3,16228. ^De qué nos sirve eso"? Ya 
nos dice algo, nos dice como extraer 10 0/5 , asi conocemos por lo menos un loga- 

d l0garitm ° de 3 ’ 16228 sabemos que la respuesta 
esta cerca de 0,50000. Pero tenemos que mejorar un poco; se ve que necesitamos 

Z m"T° n “ ,r “ m0S la r “ “ adrada de y enccmtra- 

n ° 1 i q ? 7828 . o Ah0ra ten emos el logaritmo de mâs nûmeros que antes, 

1,250 es el logaritmo de 17,78 y, entre paréntesis, 


Existe un procedimiento aritmético definido, pero la manera mâs fàcil de encontrar la raiz 
cuadrada de cualquier nûmero N es elegir un o bastante cerca del valor, encontrar N/a, pro- 
mediar a - 1/2 la + (N/a)| y usar este valor promediado a’ para la siguiente elecciôn de a 
La convergencia es muy rapida -el nümero de cifras significativas se dobla cada vez. 
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Tabla 22-1 

Raices cuadradas sucesivas de diez 


Exponente 5 

1024 i 

10* 

(10* - \)/s 

1 

1024- 

10.00000 

9.00 

1/2 

512 

3.16228 

4.32 

1/4 

256 

1.77828 

3.113 

1/8 

128 

1.33352 

2.668 

1/16 

64 

1.15478 

2.476 

1/32 

32 

1.074607 

2.3874 

1/64 

16 

1.036633 

2.3445 

1/128 

8 

1.018152 

2.3234 211 

1/256 

4 

1.0090350 

2.3130 104 

1/512 

2 

1.0045073 

2.3077 53 

1/1024 

1 

1.0022511 

2.3051 26 

I 26 

A/1024 
(A - 0) 

A 

1 + .0022486A* 

T 

— 2.3025 


si alguien pregunta por 10° 75 lo podemos obtener porque es iO ,0>5+0 ' 25> ; es, por lo 
tanto, el producto de los numéros segundo y tercero. Si podemos obtener numéros en 
la columna s para poder construir casi cualquier numéro, enfonces al multiplicar los 
elementos adecuados en la columna 3, podemos obtener 10 elevado a cualquier poten- 
cia; ése es el plan. Asi que calculamos diez raices cuadradas sucesivas y ése es el tra- 
bajo principal de estos câlculos. 

^Por que no seguimos para obtener cada vez màs précision? Porque empezamos 
a darnos cuenta de algo. Cuando elevamos 10 a una potencia muy pequena, ob- 
tenemos 1 màs una pequena cantidad. La razôn de esto es clara porque vamos a 
tener que tomar la potencia 1.000“™ de I0 I/I0 « ) para volver a 10, de manera que 
mejor que no empecemos con un numéro tan grande; tiene que ser cerca de 1. Lo 
que notamos es que los pequenos numéros que sumamos a 1 empiezan a aparecer 
como si estuviéramos simplemente dividiendo por 2 cada vez; vemos que 1.815 se 
hace 903; después 450, 225; de manera que esta claro que si extraemos otra raiz, 
con excelente aproximaciôn obtendremos 1,00112 màs o menos, y en vez de extraer 
realmente todas las raices cuadradas, estimamos el limite ùltimo. Cuando tomamos 
una pequena fracciôn A de 1.024, ^cuàl va a ser la respuesta a medida que A tienda 
a cero? Por supuesto va a ser algùn numéro cerca de 0,0022511 A. No exacta 
mente 0,0022511 A; sin embargo, podemos obtener un valor mejor mediantc cl si 
guiente truco: restamos el 1 y después dividimos por la potencia .s. Esto deberia 
corregir todos los excesos en el mismo valor. Vemos que son muy parecidos. Al prin- 
cipio de la tabla no, pero a medida que bajan, se acercan cada vez màs a un valor 
constante. ï,Cuàl es el valor? De nuevo miramos cômo varia la série, como ha cam 
biado con s. Cambiô en 211, en 104, en 53, en 26. Estos: cambios son evidentemente 
en forma muy aproximada la mitad el uno del otro a medida que bajamos. Por lo 
tanto, si seguimos adelante, los cambios scrian 13, 7, 3, 


2, 1, màs o menos, o un total de 26. De manera que tenemos que avanzar solamente 
en 26 y asi encontramos que el numéro verdadero es 2,3025 (realmente veremos 
màs tarde que el numéro exacto deberia ser 2,3026, pero para no quitarle realidad 
no vamos a alterar nada en la aritmética). A partir de esta tabla podemos calcular 
ahora cualquier potencia de 10, componiendo las potencias a partir de la 1.024 ava . 

Calculemos ahora realmente un logaritmo, porque el proceso que vamos a usar 
! es el proceso de dônde provienen las tablas de logaritmos. El procedimiento se 

muestra en la tabla 22-2 y los valores numéricos se muestran en la tabla 22-1 (co- 
lumnas 2 y 3). 


labia 22-2 

Calculo de un logaritmo: log lu 2 

2 -*• 1.77828 = 1.124682 
1.124682 1.074607 = 1.046598, etc. 

:.2 - (1.77828)0.074607)0.036633)0.090350)0.000573) 

■ l0 [iS4 <2ss + 32 + l6 + 4 + H-'»[T5f] 

= ,0-,. (£-•») 

. . Iogi 0 2 = 0.30103 

Supongan que queremos el logaritmo de 2. Es decir, queremos saber a qué po¬ 
tencia debemos elevar 10 para obtener 2. ^.Podemos elevar 10 a la potencia 1/2? 
No; es muy grande. En otras palabras, podemos ver que la respuesta va a ser mayor 
que 1/4 y menor que 1/2. Saquemos el factor 10'. 4 ; dividimos 2 por 1,778..., y 
obtenemos 1,124..., etc., y ahora sabemos que hemos sacado 0,250000 del logaritmo. 
El numéro 1,124... es ahora el numéro cuyo logaritmo necesitamos. Cuando haya- 
mos terminado, agregaremos de nuevo el 1/4, o 256/1.024. Ahora buscamos en la 
tabla el numéro siguiente, justo debajo de 1.124.... y es 1,074607. Por lo tanto. 
dividimos por 1,074607 y obtenemos 1.046598. De ahi descubrimos que 2 puede ser 
formado por un producto de numéros que estàn en la tabla 22-1. como sigue: 

2 = (1.77828)(1.074607)( 1.036633X1.0090350X1.000573). 

Sobrô un factor (1,000573). naturalmente, que està màs alla del alcance de nuestra 
tabla. Para obtener el logaritmo de este factor usamos nuestro resultado que 
10-v 1024 »» i + 2.3025A/ 1024. Encontramos A = 0,254. Luego nuestra respuesta 
es 10 a la siguiente potencia: (256 + 32 + 16 + 4 + 0.254)/1024. Sumàndolos ob¬ 
tenemos 308,254/1024. Dividiendo obtenemos 0,30103. de manera que sabemos 
que log 10 2 -- 0,30103; jque résulta correcto hasta 5 cifras! 

Esta es la manera cômo los logaritmos fueron calculados originalmente por el 
Sr. Briggs de Halifax, en 1620. Dijo. "computé sucesivamente 54 raices cuadradas 
de 10”. Sabemos que realmente calculé las primeras 27, porque el resto se puede 
obtener por este 
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truco con el A. Su trabajo consistiô en calcular la raiz cuadrada de 10 veintisiete 
veces, que no es mucho mâs que las diez veces que lo hicimos nosotros; sin embargo, 
fue mucho màs trabajo porque él calculé hasta dieciséis cifras décimales y luego 
redujo su resultado a catorce cuando lo publicô, de manera que no habia errores 
de redondeo. Hizo tablas de logaritmos con catorce cifras décimales mediante este 
método, que es bastante tedioso. Pero todas las tablas de logaritmos por trescientos 
anos fueron toinadas de las tablas del Sr. Briggs, reduciendo el numéro de cifras 
décimales. Solo en los tiempos contemporâneos con la WPA y las màquinas com- 
putadoras, se han calculado nuevas tablas independientemente. Hay métodos mucho 
mâs eficientes de calcular logaritmos hoy en dia, usando ciertos desarrollos en sérié. 

En el proceso anterior descubrimos algo bastante interesante y es que para pe 
quenas potencias c podemos calcular 10 f fâcilmente; hemos descubierto que 10 e = 
= 1 + 2,3025e por simple anàlisis numérico. Esto también significa, por supuesto, 
que 10" /2 ’ 3025 = 1 + n si n es muy pequena. Ahora bien los logaritmos en cualquier 
°tra base son simples mùltiplos de los logaritmos en base 10. La base 10 fue usada 
solamente porque tenemos 10 dedos y la aritmética es fâcil, pero si preguntamos 
por una base matemàticamente natural, una que no tenga nada que ver con el nu¬ 
méro de dedos en los seres humanos, podriamos tratar de cambiar nuestra escala de 
logaritmos de una manera natural y conveniente y el método que la gente ha ele- 
gido es redéfinir los logaritmos multiplicando todos los logaritmos en base 10 por 
2,3025. Esto corresponde entonces a usar otra base y que se llama base natural 
o base e. Noten que log, (1 + n) *= n o e" ~ I + n a medida que n 0. 


Es bastante fâcil averiguar lo que es e: e = ÎO 122 - 3023 6 10°- 434294 --, una potencia 
irracional. Nuestra tabla de raices cuadradas sucesivas de 10 se puede usar para 
calcular no solo logaritmos, sino también 10 elevado a cualquier potencia; asi que 
Para , c , a , 1< i u J^ r esta base natural e - Por conveniencia, transformamos 
0,434294... en 444,73/ 1024. Ahora, 444,73 es 256 + 128 + 32 + 16 + 2 + 0,73. 
Entonces e, ya que es un exponente de una suma, va a ser el producto de los 


(El ùnico problema es el ùltimo, que es 0,73, y que no estâ en la tabla, pero sabemos 
que si A es pequeno, la respuesta es 1 + 2,3025 A.) Cuando los multiplicamos, ob- 
tenemos 2,7184 (deberia ser 2,7183, pero estâ bastante bien). El uso de estas tablas 
es, entonces, la manera mediante la cual se calculan las potencias irracionales y los 
logaritmos de numéros irracionales. Y con esto terminamos con los numéros irra¬ 
cionales. 


22-5 Numéros complejos 

Y ahora résulta que, después de todo ese trabajo, jtodavia no podemos resolver 
todas la ecuaciones! Por ejemplo, ^cuâl es la raiz cuadrada de -1? Supongan que 
tenemos que encontrar x 2 = -1. El cuadrado de ningûn racional, de ningûn irracio¬ 
nal. de nada que hayamos descubierto hasta ahora es igual a -1. De manera que 
de nuevo tenemos que generalizar nuestros numéros a una clase aûn màs amplia. 
Supongamos que una solucion especifica de x 2 = -l se llama de alguna manera, 
nosotros la llamaremos i; i tiene por definiciôn la propiedad de que su cuadrado 
es -1. Esto es 
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casi todo lo que vamos a decir de ella; por supuesto que hay mâs de una raiz de la 
ecuacion ,v = - 1. Alguien podria escribir /, pero otro podria decir: "No, yo pre- 
fiero -i. Mi i es tu i menos”. Es una solucion igualmente buena, y como’la unica 
definiciôn que tiene , es que P = - 1, debe ser cierto que cualquier ecuacion que 
podamos escribir es igualmente cierta, si el signo de / se cambia por doquier Esto 
se llama tomar el complejo conjugado. Ahora vamos a formar nümeros sumando 
sucesivas tes y multiplicando ies por numéros y sumando otros numéros, etc., de 
acuerdo con todas nuestras réglas. De esta manera encontramos que los nûmeros 
pueden escnb.rse todos en la forma p + / q, donde p y q son los que llamamos nu¬ 
méros reales, es decir, los numéros que hemos estado definiendo hasta ahora. El 
numéro / se llama unidad imaginaria. C ualquier mùltiplo real de i se llama imagi¬ 
nant) para. El numéro mâs general n es de la forma p + iq y se llama numéro coin 
plejo. Las cosas no se empeoran si, por ejemplo. multiplicamos dos de estos nümeros. 
digamos (r + is) (p + iq). Entonces, usando las réglas, obtenemos 


(r + is)(p + iq) = rp + r(iq) + (is)p + (is)(i q ) 

= rp + Ürq) + i(sp) + (iî)(sq) 

= (rp - sq ) + i(rq + sp), (22.4) 

oM = ' 2 = ~ *• Por 10 tanto, todos los nümeros que obedecen ahora las réglas 
(22.1) tienen esta forma matemâtica. 

Ahora ustedes dirân: "jEsto puede seguir indefinidamente! Hemos definido las 
potencias de los imaginarios y todo lo demâs y cuando estamos Iistos, viene alguien 
con otra ecuacion que no puede ser resuclta como ,v ( ’ + 3.v : .=.- -2 i Entonces tene¬ 
mos que generalizar todo de nuevo!" Pero résulta que con esta invenciôn adicional 
que es simplemente la raiz cuadrada de - 1 , jtoda ecuacion algebraica puede ser 
resuelta. Este es un hecho fantâstico que debemos dejar que lo demuestre el De- 
partamento de Matematicas. Las demostraciones son hermosas y muy interesantes 
pero ciertamente no son évidentes por si mismas. De hecho, la suposiciôn mâs évi¬ 
dente es que vamos a tener que inventar de nuevo, de nuevo y de nuevo Pero el 
milagro mas grande es que no tenemos que hacerlo. Esta es la ültima invenciôn. 
Despues de esta invenciôn de los numéros complejos, encontramos que las réglas 
siguen funcionando con los numéros complejos y hemos terminado de inventar cosas 
nuevas. Podemos encontrar la potencia compleja de cualquier nümero complejo, 
podemos resolver cualquier ecuacion escrita algebraicamente en términos de un 
numéro fimto de esos simbolos. No encontramos mâs nümeros nuevos. La raiz cua¬ 
drada de i, por ejemplo. tiene un resultado bien determinado, no es algo nuevo- v 
' es algo. Vamos a discutir esto ahora. 

Ya hemos discutido la multiplicaciôn, y la adiciôn también es sencilla; si suma- 
mos dos numéros complejos (p + iq) + (r + is) la respuesta es (p + r) + i (g + s) 
Ya podemos sutnar y multiplicar nümeros complejos. Pero el problema real por 
supuesto, es calcular potencias complejos de nûmeros complejos. Résulta que el’ pro- 
““ real mente no mucho mâs dificil que calcular las potencias complejas de 

IT potencra'comnl 411 " COncrctemonos ahora al Problema de calcular 10 elevado a 
una potencia compleja. no precisamente una potencia irracional, sino 10^ + W. p or 
supuesto, en todo momento debemos usar nuestras réglas (22.1) y (22.2). Asi 

10 (r+i *> = 10 r 10'*. (22.5) 
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Pero ya sabemos como calcular 10' y siempre podemos multiplicar algo por cual- 
quier otra cosa; luego el problema es calcular solamente 10*. Indiquémoslo por 
algûn numéro complejo x + iy. Problema: dado s, encontrar a, encontrar y. Ahora 
si 

10” = a + iy, 

entonces el complejo conjugado de esta ecuacion también debe ser cierto, de manera 
que 

10 ** — jc — iy. 

(Vemos asi que podemos deducir una cantidad de cosas sin realmente calcular nada, 
utilizando nuestras réglas.) Deducimos otra cosa interesante al multiplicarlas 


10” 10 ” = 10° = 1 = (a + iy)(x - iy) = x 2 + y 2 . (22.6) 

De manera que si encontramos x también encontramos y. 

Ahora el problema es como calcular 10 elevado a una potencia imaginaria. 
ôQué guia existe? Podemos trabajar basàndonos en nuestras réglas hasta que no 
podamos ir mâs alla, pero hay una guia razonable: si podemos calcularlo para 
una s particular podemos obtenerlo para todo el'resto. Si conocemos 10* para una s 
cualquiera y después lo queremos para el doble de esa s, podemos elevar el numéro 
al cuadrado, y asi sucesivamente. Pero, <,cômo encontrar 10* aun para un valor 
especial de s? Para lograrlo vamos a hacer una hipotesis adicional que no esta pre- 
cisamente en la categoria de todas las otras réglas, pero que lleva a resultados ra- 
zonables y nos permite progresar: cuando la potencia es pequena vamos a suponer 
que la "ley” 10'= 1 + 2.3Ô25 t es correcta, a medida que t se hace muy pequena, 
no solo para t real, sino también para t complejo. Por lo tanto, empezamos con la 
hipotesis de que esta ley es vâlida en general, y esto nos dice que 10* = 1 + 2.3025 • 
• is, para s -* 0. De manera que suponemos que si s es muy pequena, digamos uno 
en 1024, tenemos una buena aproximaciôn a 10*. 

Ahora hacemos una tabla mediante la cual podemos calcular todas las potencias 
imaginarias de 10, esto es calcular a e y. Esto se hace como sigue. La primera po¬ 
tencia con que empezamos es la potencia 1/1024, que suponemos que tiene un valor 
muy cercano a 1 + 2,3025 il 1024. Asi empezamos con 

10 ,/I024 = 1.00000 + 0.0022486/, (22.7) 

y si seguimos multiplicando el nümero por si mismo, podemos llegar a una potencia 
imaginaria mayor. De hecho, basta con invertir el procedimiento que usamos a! hacer 
nuestFa tabla de logaritmos y calcular el cuadrado, la 4.\ la 8. a potencia, etc., de 
(22.7) y asi construir los valores mostrados en la tabla 22-3. Notamos un hecho in¬ 
teresante, que los numéros a son positivos al principio, pero después se hacen nega- 
tivos. Vamos a examinar esto un poco màs dentro de un momento. Pero primero 
podriamos tener la curiosidad de averiguar para qué numéro s la parte real de 10* 
es cero. El valor y podria ser / y asi tendriamos 10* = i à is = log 10 /. Como ejemplo 
de como usar esta tabla, tal como calculamos antes log 2 , usamos la tabla 22-3 
para encontrar Iog 10 /. 

(,Cuâl de los numéros de la tabla 22-3 debemos multiplicar para obtener un re- 
>ultado imaginario? Después de tantear un poco, descubrimos que para reducir A' lo 
nas que se pueda, es mejor multiplicar "512 "por "128". Esto da 0,13056 + 0.99144/. 


Entonces descubrimos que debemos multiplicar esto por un nümero cuya parte ima¬ 
ginaria sea casi igual a la dimension de la parte real que estamos tratando de eli- 
mmar. Por lo tanto, elegimos “64” cuyo valor de y es 0,14349, ya que es el màs 
cercano a 0,13056. Esto da-0,01350 + 0,99993 i. Ahora nos pasamos de largo v 
debemos dividir por 0,99996 + 0,00900/. ;,Cômo lo hacemos? Cambiando el signo 
de i y multiplicando por 0,99996-0,00900 / (que funciona si a 2 + y 2 = 1) Siguien- 
do de esta manera encontramos que la potencia a que debemos elevar 10 para que 
f' es/ t (512 V 28 + 64 r 4 - 2 + 0 ’ 2 °)/l-024,ô698,20 //1.024.Sielevamosl0 

a esa potencia obtenemos /. Luego log 10 / = 0/68226/. 


Tabla 22-3 

Cuadrados sucesivosde 10' /I0J '*= i + 0,0022486/ 


Exponente 

is 

1024r 

10* 

//1024 

1 

1.00000 + 0.00225/* 

//512 

2 

1.00000 + 0.00450/ 

//256 

4 

0.99996 + 0.00900/ 

//128 

8 

0.99984 + 0.01800/ 

;/64 

16 

0.99936 + 0.03599/ 

//32 

32 

0.99742 + 0.07193/ 

2/16 

64 

0.98967 + 0.14349/ 

2/8 

128 

0.95885 + 0.28402/ 

2/4 

256 

0.83872 + 0.54467/ 

2/2 

512 

0.40679 + 0.91365/ 

U 1 

1024 

-0.66928 + 0.74332/ 


* Debe 

ser 0.0022486/ 



Figura 22-1 


22-6 Exponentes imaginarios 

Para seguir investigando el tema de elevar a potencias complejas imaginarias, 
echemos un vistazo a las potencias de 10 al elevar a potencias sucesivas, no du- 
plicando cada vez la potencia con el fin de continuar con la tabla 22-3 y ver qué 
pasa con esos signos menos. Esto se muestra en la tabla 22-4 en la cual toma- 
mos 10' 8 y lo seguimos multiplicando. Vemos que x disminuye, pasa por cero, llega 
cas; a - 1 (si pudiéramos introducirnos entre p = 10 y p = 11 evidentemente alcan- 
zaria -1) y vuelve atrâs. El valor y también va de un lado a otro. 

En la figura 22-1, los puntos representan los numéros que aparecen en la tabla 
22-4 y las hneas se dibujaron precisamente para ayudarles visualmente. Vemos asi 
que los numéros a e y oscilan; 10* se repite, es algo periôdico y como tal es fâcil de 
exphcar, porque si una cierta potencia es /, entonces la cuarta potencia de ello sera i 2 
al cuadrado. Sera + 1 de nuevo y por lo tanto, ya que 10 0 - 68 ' es igual a / al tomar 
la cuarta potencia descubrimos que 10*™ es igual a + 1. Por lo tanto, si quisiéra 
mos 
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Tabla 22-4 

Potencias sucesivas de 10//' 


p = Expo . 8i - 

10>p /8 

0 

1.00000 + 0.00000/ 

1 

0.95882 + 0.28402/ 

2 

0.83867 + 0.54465/ 

3 

0.64944 + 0.76042/ 

4 

0.40672 + 0.91356/ 

5 

0.13050 + 0.99146/ 

6 

-0.15647 + 0.98770/ 

7 

-0.43055 + 0.90260/ 

8 

-0.66917 -f 0.74315/ 

9 

-0.85268 + 0.52249/ 

10 

-0.96596 + 0.25880/ 

11 

-0.99969 - 0.02620/ 

12 

-0.95104 - 0.30905/ 

14 

-0.62928 - 0.77717/ 

16 

-0.10447 - 0.99453/ 

18 

+0.45454 - 0.89098/ 

20 

+0.86648 - 0.49967/ 

22 

+0.99884 + 0.05287/ 

24 

+0.80890 + 0.58836/ 


ÎO 3 - 00 ', por ejemplo, podriamos escribirlo como 10 2 ' 72 ' por 10°- 28 '. En otras palabras, 
tiene un periodo, se repite. jPor supuesto, reconocemos a qué se parecen las curvas! 
Se parecen al seno y al coseno y las vamos a llamar, mientras tanto, el seno alge- 
braico y el coseno algebraico. Sin embargo, en vez de usar la base 10, las vamos 
a poner en nuestra base natural, lo que cambia solamente la escala horizontal; 
de manera que reemplazamos 2,3025 s por t y escribimos 10“ = e", donde t es un 
numéro real. Ahora e“ = x + iy, y lo vamos a escribir como el coseno algebraico 
de / mâs / veces el seno algebraico de t. Asi 

e u = cos / + / sent. (22.8) 

(Cuâles son las propiedades de gos t y sen t? Sabemos primero, por ejemplo, que 

x 2 + y 1 = 1; lo hemos demostrado antes y es tan vâlido para la base e como para 
la base 10. Luego cos 2 t + sen 2 t = 1. También sabemos que, para t pequeno, e il = 

— 1 + y, P or 1° tanto cos t es casi 1 y sen t es casi t, y asi résulta que todas las 

diversas propiedades de estas notables funciones, que provienen de elevar a poten- 
:ias imaginarias, son las mismas que las de seno y coseno de la trigonometrla. 

(Es el periodo el mismo? Averigüémoslo. (Elevado a qué potencia e es igual 
i /? (Cuàl es el logaritmo de / en base el Ya resolvimos esto anteriormente, en la 
sase 10 era 0,68226/, pero cuando cambiamos nuestra escala logaritmica a e, tene- 
nos que multiplicar por 2,3025, y si lo hacemos résulta 1,5709. De manera que lo 
yamos a llamar “t/2 algebraico". 
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Pero vemos que se diferencia del t/2 regular solo por una unidad en la ûltima cifra- 
iy eso, por supuesto, es el resultado de errores en nuestra aritmética! Por lo tanto 
hemos creado dos funciones nuevas de una manera puramente algebraica, el coseno 
y el seno, que pertenecen al âlgebra y solo al âlgebra. Despertamos al final descu- 
bnendo las m.smas funciones que son propias de la geometria. De manera que aqui 
hay una conexion, en ulüma instancia, entre el âlgebra y la geometria 
Kesumimos con esto la formula mâs notable de la matemâtica: 

e'" = cos 0 +‘ / sen 0. (22.9) 

Esta es nuestra joya. 

Podemos relacionar la geometria con el âlgebra, representando los numéros com- 

Sn J nunto es" £ h ° riZOntal dC , Un PUnt ° CS la P° siciôn ve rtical de 

un punto es y (Fig. 22-2). Representamos cualquier numéro complejo x + iy. Luego 

lehratr 13 ^ " CSte pUnt ° la llamamos r y d ângulo se désigna por 0, la ey 
ZL eS x q 7? + iï “ CSCribe dC ï f ° rma donde ,as Madones geomé y 
âîgdira yda geometria C ° m ° * lnd,CaI, • ^ ent ° nCeS ’ la unificaciôn de > 


Fig. 22-2. x + iy = re‘°. 

,n t . CUând j cmpezamos este capitulo, provistos solo con las nociones bâsicas de 
de r co ". tar ’ I no teniam °s >dea del poder del proceso de abstracciôn y gene- 
rahzacion Usando el conjunto de “leyes" algebraicas o propiedades de los numéros, 
(te. 22.1) y las definiciones de operaciones inversas (22.2), hemos sido capaces, 
nosotros mismos, de fabricar no solo numéros, sino cosas utiles como tablas de lo- 
gantmos, potencias y funciones trigonométricas (porque esto es lo que son las 
potencias imaginarias de numéros reales), todo jsimplemente extrayendo diez raices 
cuadradas sucesivas de diez! 
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23-1 Numéros complejos y movimiento armonico 

En este capitulo vamos a continuar nuestra discusiôn del oscilador armonico y 
en particular el oscilador armonico forzado, usando una nueva técnica en el anâ- 
lisis. En el capitule» anterior introdujimos la idea de numéros complejos, que tienen 
partes real e imaginaria y que pueden ser representados en un diagrama en el cual 
la ordenada représenta la parte imaginaria y la abeisa représenta la parte real. Si 
a es un numéro complejo, podemos escribirlo como a — a r + ia it donde el subindice 
r significa la parte real de a y el subindice i significa la parte imaginaria de a. Re- 
firiéndonos a la figura 23-1 vemos que también podemos escribir un nümero complejo 
a = x + iy [en la forma x+ iy=re ie , donde r 2 = x 2 + y 2 = (x + iy) (x-iy)] = a 
a*. (El complejo conjugado de a, escrito a*, se obtiene cambiando el signo 
de i en a.) Vamos asi a representar un numéro complejo en cualquiera de las dos 
formas, una parte real mâs una parte imaginaria o un môdulo r y un asi Uamado 
angulo de fase 0. Dado r y 9, x e y so n clarjagi ente-rcôs 9 y r sen e inversamente, 
dado un nümero complejo x + iy, r — y/x 1 + y 2 y tan 0 — y/x, el cociente entre la 
parte imaginaria y la real. 


Fig. 23—1. Un nümero complejo se 
puede representar con un punto en el "piano 
complejo". 

Vamos a aplicar numéros complejos a nuestro anàlisis de fenômenos fisicos me- 
diante el siguiente truco. Tenemos ejemplos de cosas que oscilan; la oscilaciôn pue¬ 
de tener una fuerza impulsora, que es una cierta constante por cos a>t. Ahora, es¬ 
ta fuerza F — F 0 cos <ot se puede escribir como la parte real de un nümero complejo 
F = F 0 e‘ ü, ‘, porque e uo1 = cos tôt + i sen eut. La razôn por la cual hacemos esto es 


| Eje imaginario 
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que es mâs fàcil trabajar con una funciôn exponencial que con coseno. De 
manera que todo el truco es representar nuestras funciones oscilantes como partes 
reales de ciertas funciones complejas. El nümero complejo F que hemos defïnido 
asi no es una fuerza fisica real, porque ninguna fuerza en fisica es realmente com- 
pleja; las fuerzas reales no tienen. partes imaginarias, solo una parte real. Vamos, 
sin embargo, a hablar de la “fuerza” F 0 e iwl , pero por supuesto la fuerza verdadera 
es la parte real de esa expresiôn. 

Tomemos otro ejemplo. Supongan que queremos representar una fuerza que es 
una onda cosinusoidal, que estâ defasada con un atraso de fase A. Esta séria, por su¬ 
puesto, la parte real de F 0 e' (cül ~ A \ pero siendo las exponenciales lo que son, podemos 
escribir e itoI e~ iA . Vemos asi que el âlgebra de las exponenciales es mucho 

mâs fâcil que la de los senos y cosenos; ésta es la razôn por la que elegimos el uso 
de nûmeros complejos. Vamos a escribir muy a menudo 

F = F 0 e~'V“* = Fe ial - (23.1) 

Escribimos un acento circunflejo ( " ) sobre F para recordarnos que esta canti- 
dad es un nümero complejo: aqui el nümero es 

F = F 0 e~ iA . 

Ahora resolvamos una ecuaciôn usando nümeros complejos para ver si podemos 
resolver un problema en algün caso real. Por ejemplo, tratemos de resolver 



donde F es la fuerza que impulsa al oscilador y x el desplazamiento. Ahora, aunque 
parezea absurdo, supongamos que x y F son realmente nümeros complejos, esto con 
un propôsito matemàtico solamente. Es decir, x tiene una parte real y una parte 
imaginaria por i, y F tiene una parte real y una parte imaginaria por i. Ahora, si 
tuviéramos una soluciôn de (23.2) con nümeros complejos y sustituyéramos los 
nümeros complejos en la ecuaciôn, obtendriamos 


d\x r + fXi) , k(x T + iXi) F r + ÎFi 
dt 2 ' m ~ m 



Ahora bien, ya que si dos nümeros complejos son iguales sus partes reales deben 
ser iguales y sus partes imaginarias deben ser iguales, deducimos que la parte real 
de x sasliface la ecuaciôn con la parte real de la fuerza. Debemos hacer énfasis, 
sin embargo, que esta separaciôn en una pane real y una parte imaginaria no es 
vàlida en general, sino que es vàlida solo para ecuaciones que son lineales, es decir, 
para ecuaciones en las cuales x aparece en cada término solo en primera potencia o 
potencia cero. Por ejemplo, si hubiera en la ecuaciôn un término .Lv 2 , entonces, 
cuando sustituyéramos x r + /x, obtendriamos . \(.^ + ix,)'. pero cuando separâra- 
mos en partes real e imaginaria esto daria.l (xf-xr) como la parte real y 2/.\ ,v r .y, 
como la parte imaginaria. Vemos asi que 


la parte real de la ecuaciôn no incluiria solo Ax r 2 sino también — -Le, 2 . En este caso 
obtenemos una ecuaciôn diferente que la queriamos resolver, mezclada con x jt esa 
cosa completamente artificial que introdujimos en nuestro anàlisis. 

Probemos ahora nuestro nuevo método para el problema del oscilador forzado, 
que ya sabemos resolver. Queremos resolver la ecuaciôn (23.2) como antes, pero 
decimos que vamos a tratar de resolver 

d 2 x , kx - 

■dü + m- Fe - < 23 - 3 > 

donde Fe ,wt es un numéro complejo. También x va a ser compleja por supuesto, 
pero recuerden la régla: tomen la parte real para averiguar lo que està pasando 
realmente. De manera que tratamos de resolver (23.3) para la soluciôn forzada; 
vamos a discutir después otras soluciones. La soluciôn forzada tiene la misma fre- 
cuencia que la fuerza aplicada y tiene una cierta amplitud de oscilaciôn y una cierta 
fase, de manera que también se puede representar con algûn numéro complejo x, 
cuyo môdulo représenta el balanceo de x y cuya fase représenta el atraso en el tiem- 
po de la misma manera que para la fuerza. Ahora bien, un aspecto maravilloso de una 
funciôn exponencial es que d(xe ,(u, )/d\.= icox e iwl . Cuando derivamos una funciôn 
exponencial, bajamos el exponente como un simple factor. La segunda derivada hace 
lo mismo, baja otro ia> de manera que es muy sencillo escribir inmediatamente, por 
sola inspecciôn, la ecuaciôn para x: cada vez que vemos una derivaciôn simplemente 
multiplicamos por loi (jLa derivaciôn es ahora tan fâcil como la multiplicaciôn! Esta 
idea de usar exponenciales en ecuaciones diferenciales lineales es casi tan grande 
como la invenciôn de los logaritmos, donde la multiplicaciôn se reemplaza por la 
suma. Aqui la derivaciôn se reemplaza por la multiplicaciôn.) Asi nuestra ecuaciôn 
résulta 

(iw) 2 x + (kx/m) = F/m. (23.4) 

(Hemos simplificado el factor comün e i,u ‘). jVean lo simple que es! Ecuaciones dife¬ 
renciales se convierten inmediatamente a simple vista en meras ecuaciones algebraicas; 
pràcticamente tenemos la soluciôn a simple vista, a saber: 

f = __ F/m 

(k/m) - co* ’ 

ya que (iai ) 2 = -o> 2 . Esto se puede simplificar un poco sustituyendo k/m = lo 
que da 

X = F/m(coZ - co 2 ). (23.5) 

Esta, por supuesto, es la soluciôn que teniamos antes; porque ya que m(<i>} t — ai 2 ) 
es un numéro real, los àngulos de fase de / y de x son los mismos (o a lo mejor 180° 
si oj > (o J), como se habia dicho previamente. El môdulo de Je, que mide hasta don- 
de oscila, està relacionado con el tamano de /mediante el factor 1 /m (m 2 - ai 2 ), y 
este factor se hace enorme cuando ai es casi igual a ai 0 . Asi obtenemos una respuesta 
muy fuerte cuando aplicamos la frecuencia apropiada (si sostenemos un péndulo al 
extremo de una cuerda y lo sacudimos con la frecuencia adecuada, lo podemos ha- 
cer balancearse muy alto). 


23-2 El oscilador forzado amortiguado 

Asi es, entonces, como analizamos el movimiento oscilatorio con la técnica mate- 
màtica mâs elegante. Pero la elegancia de la técnica de ninguna manera se manifiesta 
en un problema que se puede resolver fâcilmente por otros métodos. Se manifiesta solo 
cuando se aplica a problemas mâs dificiles. Resolvamos, por lo tanto, otro problema 
màs dificil, que ademâs agrega un aspecto un poco mâs real al anterior. La ecua¬ 
ciôn (23.5) nos dice que si la frecuencia ai fuera exactamente igual a <w 0 , obtendriamos 
una respuesta infinita. En realidad esta respuesta infinita no se produce, por supuesto, 
porque otras cosas, como el roce, que hemos ignorado hasta ahora, limitan la respues¬ 
ta. Agreguemos entonces a la ecuaciôn (23.2) un término de roce. 

Ordinariamente tal problema es muy dificil debido al carâcter y a la complejidad 
del término de roce. Sin embargo, hay muchas circunstancias en las cuales la fuerza 
de roce es proporcional a la velocidad con que se mueve el objeto. Un ejemplo de 
este roce es el roce en el movimiento lento de un objeto en aceite o liquido espeso. 
No existe fuerza cuando està en reposo, pero mientras mâs râpido se mueve mâs râpi 
do debe pasar el aceite junto al objeto y mayor es la resistencia. Por lo tanto, vamos 
a suponer que hay, ademâs de los términos en (23.2), otro término, una fuerza de re¬ 
sistencia proporcional a la velocidad: /y= -c dx/dt. Va a ser conveniente en nuestro 
anàlisis matemâtico, escribir la constante c como m por y para simplificar un poco la 
ecuaciôn. Este es precisamente el mismo truco que usamos con k, cuando lo re- 
emplazamos por mai 2 0 para simplificar el âlgebra. Luego, nuestra ecuaciôn va a ser 

m(d 2 x/dt 2 ) + c(dx/dt) + kx = F (23.6) 

o, escribiendo c = my y k = ma>\ y dividiendo por la masa m, 

(d 2 x/dt 2 ) + 7 (dx/dt) + u 2 x = F/m. (23.6a) 

Ahora tenemos la ecuaciôn en la forma mâs conveniente para resolverla. Si y es 
muy pequeno, esto indica muy poco roce; si y es muy grande, hay una enorme can- 
tidad de roce. <,Cômo resolvemos esta ecuaciôn diferencial lineal? Supongan que la 
fuerza impulsora sea igual a F 0 cos (ait + A); podriamos introducirla en (23.6a) y tra¬ 
tar de resolverla, pero en vez de eso, vamos a resolverla mediante nuestro nuevo mé¬ 
todo. Por lo tanto, escribimos F como la parte real de y x como la parte real de 
xe y los sustituimos en la ecuaciôn (23.6a). Ni siquiera es necesario realizar la susti- 
tuciôn, porque podemos ver por inspecciôn que la ecuaciôn resultaria 

[(/co) 2 * + 7(/co).v + co 2 .v]c' , " < ~ (F/w)e’"'. (23.7) 

|De hecho si tratâramos de resolver la ecuaciôn (23.6a) por nuestro viejo método pé¬ 
destre, realmente apreciariamos la magia del método "complejo”.! Si dividimos por 
e"°‘ en ambos miembros, podemos obtener las respuestas v para una fuerza dada F; 
ella es 

* = F/m(u> 2 - co 2 + il ai). (23.8) 
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De manera que x de nuevo queda dada por F por un cierto factor. No hay nombre 
técnico para este factor, ninguna letra en particular para él, pero lo podemos 
llamar R para fines de discusiôn: 



x = FR. (23.9) 

(Aunque las letras 7 y oj 0 son de uso muy comün, esta R no tiene nombre particular.) 
Este factor R se puede escribir ya sea como p + iq o como un cierto môdulo p por 
e' e . Si se escribe como un cierto môdulo por e‘°, veamos lo que significa. Ahora 
F = F 0 e iA , y la fuerza real F es la parte real de F^e iA e iu,t , es decir, F 0 cos (<ot + A). 
A continuaciôn la ecuaciôn (23.9) nos dice que x es igual a FR. Asi que escribiendo 
R = pe' e como otra expresiôn para R, obtenemos 

.î = RF = pe ie F 0 e lA = pF 0 e ,( * + â) . 

Finalmente, volviendo aün màs atràs, vemos que la x fisica, que es la parte real de la Je 
compleja, es igual a la parte real de pF 0 e‘( e + A ë üJt . Pero p y F 0 son reales y la parte 
real de e‘< e + A + wt > es simplemente cos (ojt + A + 6). Asi 

x = pF 0 cos (ut + A + 0). (23.10) 

Esto nos dice que la amplitud de la respuesta es el môdulo de la fuerza F multiplicada 
por un cierto factor de amplificaciôn p; esto nos da la “cantidad” de oscilaciôn. Tam- 
bién nos dice, sin embargo, que x no estâ oscilando en fase con la fuerza que tiene una 
fase A, sino que estâ defasada en una cantidad adicional 0. Por lo tanto p y 0 repre- 
sentan el tamano de la respuesta y el defasaje de la respuesta. 

Ahora busquemos lo que es p. Si tenemos un numéro complejo, el cuadrado de su 
môdulo es igual al numéro por su complejo conjugado; asi 



Ademàs, el ângulo de fase 0 es fâcil de encontrar, porque si escribimos 


\/R = 1 /pe' e = (1 /p)e ' 9 = m(u% - u 2 + i7o>), 

vemos que 

tan B = — 7w/(«o - ce 2 ). (23.12) 

Es negativo tg (- 0) = - tg 6. Résulta un valor negativo para 6 para todo oj, y esto co¬ 
rresponde a que el desplazamiento x se retrasa con respecto a la fuerza F. 
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de p 2 



Fig. 23-2. Grâfico 
de W. 

La figura 23-2 muestra como p 2 varia en funciôn de la frecuencia (p 2 es fisicamen- 
te màs interesante que p, porque p 2 es proporcional al cuadrado de la amplitud o, màs 
o menos, aja energia que la fuerza desarrolla en el oscilador). Vemos que si y es 
muy pequeno, entonces 1 /(oj\ - a> 2 ) 2 es el término màs importante y la respuesta tien 
de a irse a infinito cuando u> se hace igual a o> 0 . Ahora, el “infinito" no es realmente 
infmito porque si oj = w 0 , todavia queda el 1 /y 2 oj 2 . El defasaje varia como se mues¬ 
tra en la figura 23-3. 


23-3. Grâfico de 0 en funciôn 

En ciertas circunstancias, obtenemos una formula un poco diferente de (23.8), 
también llamada formula de resonancia y uno podria pensar que représenta un fenô- 
meno diferente, pero no es asi. La razôn es que si y es muy pequena, la parte màs in¬ 
teresante de la curva estâ cerca de to = cj 0 y podemos reemplazar (23.8) por una 
formula aproximada que es muy précisa si y es pequena y oj estâ cerca de w 0 . Ya que 
o)l~o) 2 = (o) 0 -oj)(oj 0 + oj), si oj estâ cerca de oj 0 esto es casi lo mismo que 2 oj 0 
(o> ? -o>) y yoj es casi lo mismo que yoj 0 . Usando esto en (23.8), vemos que oj 2 0 -o> 2 
+ iyoj <*> 2 oj 0 (oj 0 -oj + iy/2 ), de manera que 


je « P/2mu 0 (u 0 - w + i7/2) si 7 « w 0 y w « w 0 . (23.13) 

Es fâcil encontrar la formula correspondiente para p 2 . Es 

p 2 « l/4m 2 w 2 [(co 0 - «) 2 + 7 2 /4J. 

Vamos a dejar al estudiante que demuestre lo siguiente: si designamos por la uni- 
dad a la altura màxima de la curva de p 2 en funciôn de tu y preguntamos por el ancho 
Aoj de la curva a la mitad de la altura màxima, el ancho total a mitad de la altura mâ- 
xima de la curva es Aoj = y, suponiendo que y es pequeno. La resonancia se hace 
cada vez màs aguda a medida que los efectos de roce se hacen cada vez màs pe- 
quenos. 
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Como otra medida del ancho, algunas personas usan una cantidad Q que se define 
como Q = co 0 /y . Mientras mâs angosta la resonancia, mâs alta la Q : Q = 1.000 sig- 
nifica una resonancia cuyo ancho es solo l.OOOésimo de la escala de frecuencia. La Q 
de la curva de resonancia mostrada en la figura 23-2 es 5. 

La importancia del fenômeno de resonancia es que aparece en muchas otras cir- 
cunstancias y, por lo tanto. el resto de este capitulo va a describir algunas de estas 
circunstancias. 


23-3 Resonancia eléctrica 

Las aplicaciones técnicas mâs simples y difundidas de la resonancia estân en la 
electricidad. En el mundo eléctrico hay un cierto numéro de objetos que se pueden 
conectar para hacer circuitos eléctricos. Estos elementos pasivos de circuito, 
como se les llama comünmente, son de très tipos principales, aunque cada uno tiene 
un poco de los otros dos. Antes de describirlos en mayor detalle, notemos que nuestra 
idea que el oscilador mecânico es una masa en el extremo de un resorte es solo una 
aproximaciôn. Toda la masa no esta realmente en la "masa"; algo de la masa està 
en la inercia del resorte. Igualmente, el resorte no està en el "resorte"; la masa misma 
tiene un poco de elasticidad y aunque pudiera parecer. no es absolutamente rigida. y a 
medida que sube y baja, se déforma un poco bajo la acciôn del resorte que la estâti- 
rando. Lo mismo es vâlido en la electricidad. Hay una aproximaciôn en la cual pode- 
mos agrupar cosas en "elementos de circuito” de los cuales se supone que tienen ca- 
racteristicas puras, idéales. Este no es el momento apropiado para discutir aqui esa 
aproximaciôn, vamos a suponer sencillamente que es vàlida en este caso. 


de potencial es una funciôn lineal de la carga. Si no tenemos plaças paralelas. sino 
electrodos aislados de cualquier otra forma, la diferencia de potencial es todavia pre- 
cisamente proporcional a la carga, pero la constante de proporcionalidad podria no 
ser tan fâcil de calcular. Sin embargo, todo lo que necesitamos saber es que la diferen¬ 
cia de potencial a través de un condensador es proporcional a la carga: V — q/C; la 
constante de proporcionalidad es 1 /C, donde C es la capacitancia del objeto. 

El segundo tipo de elemento de circuito se llama resistencia; ofrece resistencia al 
paso de la corriente. Sucede que los alambres metâlicos y muchas otras sustancias 
resisten el paso de la corriente de esta manera: si hay una diferencia de potencial apli- 
cada a un pedazo de alguna sustancia, existe una corriente eléctrica I = dq/dt que es 
proporcional a la diferencia del potencial eléctrico : 

V = RI = R dq/dt. (23.15) 

El coeficiente de proporcionalidad se llama resistencia R. Esta relaciôn puede ya ser 
familiar para ustedes; es la ley de Ohm. 

Si pensamos que la carga q en un capacitor es anâloga al desplazamiento x de un 
sistema mecânico, vemos que la corriente I — dq/dt es anâloga a la velocidad, 1 /C 
es analoga a la constante k del resorte y R es anâloga al coeficiente resistivo y. Es 
muy interesante que jexiste ademâs otro elemento de circuito que es anâlogo a 
la masa! Es una bobina que forma un campo magnético dentro de si misma cuando 
hay una corriente en ella. Un campo magnético variable desarrolla en la bobina un 
voltaje que es proporcional de dl/dt (de hecho, asi funciona un transformador). 

El campo magnético es proporcional a la corriente y el voltaje inducido (asi 11a- 
mado) en tal bobina es proporcional a la rapidez de variaciôn de la corriente 
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Los très tipos principales de elementos de circuito son los siguientes. El primero se 
llama capacitor (Fig. 23-4); un ejemplo es dos plaças planas metâlicas separadas una 
muy pequena distancia por un material aislador. Cuando las plaças se cargan se pro¬ 
duce entre ellas un voltaje, es decir, una cierta diferencia de potencial. La misma dife¬ 
rencia de potencial aparece entre los terminales A y B, porque si hubiera alguna dife¬ 
rencia entre los alambres de conexiôn la electricidad se escaparia. Por lo tanto, existe 
un cierto voltaje V entre las plaças, si hay una cierta carga + q y -q en ellas, respec- 
tivamente. Entre las plaças va a haber un cierto campo eléctrico; hasta hemos encon- 
trado una formula para él (capitulos 13 y 14): 


V = <r<//e 0 = qd/e 0 A, 


(23.14) 


donde d es la séparation y A el àrea de las plaças. Noten que la diferencia 


V = LdI/dt = L d 2 q/dt 2 . (23.16) 

El coeficiente L es la autoinductancia y es anâloga a la masa en un circuito mecà- 
nico oscilante. 


Fig. 23-5. Un circuito eléctrico oscilato- 
rio con resistencia, inductancia y capacitan- 

Supongan que hacemos un circuito en el cual hemos conectado très elementos 
de circuito en sérié (Fig. 23-5); luego el voltaje en los extremos del objeto de 1 a 2 
es el trabajo realizado al llevar una carga a través de él y consiste en la suma de 
varias partes: en el inductor, V L = L <P/q/dt 2 ; en la resistencia V R = R dq/dt; 
en el capacitor V c = q/C. Su suma es igual al voltaje aplicado V: 

L d 2 q/dt 2 + R dq/dt '+ q/C = V(t). (23.17) 

Ahora vemos que esta ecuaciôn es exactamente igual a la ecuaciôn mecânica (23.6), 
y por supuesto se puede resolver exactamente de la misma manera. Supongamos qu eV(t) 
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es oscilatorio: estamos impulsando el circuito con un generador con una oscilaciôn 
sinusoidal pura. Entonces podemos escribir V (t) como un V complejo en el enten- 
dimiento que se debe multiplicar por e‘"“ en ültima instancia y luego se debe tomar 
la parte real para encontrar el verdadero V. Asimismo se puede analizar la carga q 
y entonces, exactamente como en la ecuaciôn (23.8), escribimos la ecuaciôn corres- 
pondiente: la segunda derivada de q es (io >) 2 q; la primera derivada es (iw) q. Por 
lo tanto, la ecuaciôn (23.17) se traduce en 

[wu) 2 + R(iu) + i] 9 = Ÿ 

O 

v 

q = -f 

L(iuf + R(iu>) + i 

que podemos escribir en la forma 

4 = Ÿ/Ufàl - co 2 + hui), (23.18) 

donde a>l~ \/LC y y = R/L jEs exactamente el mismo denominador que teniamos 
en el caso mecânico, con exactamente las mismas propiedades de resonancia! La 
correspondencia entre los casos eléctricos y mecanicos estâ delineada en la tabla 23-1. 


Tabla 23-1 


Caracteristica 

general 

Propiedad 

mecânica 

Propiedad 

eléctrica 

variable indep. 

tiempo (/) 

tiempo ( t ) 

variable dep. 

posiciôn (x) 

carga ( q ) 

inercia 

masa (m) 

inductancia ( L ) 

resistencia 

coef. de arrastre (c = ym) 

resistencia (R = yL) 

rigidez 

rigidez ( k ) 

(capacitanciaT 1 (1/C) 

frecuencia de resonancia 

d>l =k/m 

o)g= 1/L C 

periodo 

t n = 2n\fmTk 

/„ = 2 tt^/L C 

factor de mérito 

Q = o>Jy 

Q = o>„L/R 


Debemos mencionar un pequeno detalle técnico. En la literatura eléctrica se usa 
una notaciôn diferente. (De un campo a otro el tema en realidad no es muy diferen- 
te, pero la manera de escribir las notaciones es a menudo diferente). Primero, se 
usa comûnmente j en vez de / en ingenieria eléctrica para designar \/—ï. (jDespués 
de todo, i debe ser la corriente!) También los ingenieros prefieren tener una relaciôn 
entre V e / en vez de entre V y q . simplemente porque estân màs acostumbrados 
a esa manera. Asi, ya que / = dq/dt = kocj, basta con sustituir q por î/i M v 
obtener 3 

V = (iuL + R + l//wC)/= ZÎ. (23.19) 

Otra manera es reescribir la ecuaciôn (23.17) de manera que parezca mâs familiar; 
uno la ve 
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a menudo escrita de esta manera: 

LdI/dt + RI + (1/C) j‘ Idt = V(t). (23.20) 

En todo caso encontramos la relaciôn (23.19) entre el voltaje K y la corriente î, que 
es precisamente la misma que (23.18) excepto que estâ dividida por ia> y esto de la 
ecuaciôn (23.19). La cantidad R + io>L + 1/i coC es un numéro complejo y se usa 
tanto en ingenieria eléctrica que tiene un nombre: se llama impedancia compleja Z. 
Asi, pues, podemos escribir V = Z.Î. La razôn por la cual a los ingenieros les gusta 
hacer esto es que aprendieron algo cuando eran jôvenes: V — RI para las resistencias 
cuando solo sabian de resistencia y C.C. Ahora han llegado a ser mâs educados y tie- 
nen circuitos CA de manera que quieren que la ecuaciôn se vea igual. Por eso escriben 
V = ZÎ con la ünica diferencia que la resistencia se reemplaza por algo mâs compli- 
cado, una cantidad compleja. Asi, pues, insisten en que no pueden usar lo que todo 
el resto del mundo usa para los numéros imaginarios, tienen que usar y para eso; jes 
un milagro que no insistieran también que la letra Z fuera una RI (Entonces se meten 
en lios cuando hablan de densidad de corriente, para la cual también usan j. Las difi- 
cultades de la ciencia son, en gran parte, las dificultades de las notaciones, las unida- 
des y todas las otras artificialidades inventadas por el hombre y no por la naturaleza.) 


23-4 Resonancia en la naturaleza 

Aunque hemos discutido el caso eléctrico en detalle, podriamos presentar un caso 
tras otro en muchos campos y mostrar exactamente que la ecuaciôn de resonancia es 
la misma. Existen muchas circunstancias en la naturaleza en donde algo estâ "osci- 
lando” y sucede el fenômeno de resonancia. Lo dijimos en un capitulo anterior; de- 
mostrémoslo ahora. Si paseamos por nuestro estudio sacando libres de los estantes y 
simplemente los hojeamos para encontrar un ejemplo de una curva que corresponda a 
la figura 23-2 y que provenga de la misma ecuaciôn, équé encontramos? Precisamente 
para demostrar el amplio campo abarcado al tomar la muestra mâs pequena posible se 
necesitan tomar solo cinco o seis libros para obtenèr toda una sérié de fenômenos que 
muestran resonancia. 


Los dos primeros son de la mecânica, el primero en gran escala: la atmôsfera de 
toda la tierra. Si la atmôsfera, que suponemos que rodea la tierra en forma pareja por 
todos lados, es atraida hacia un lado por la luna, o mâs bien aplastada alargândola en 
una doble marea y si pudiéramos después soltarla se pondria a chapotear de arriba a 
abajo; es un oscilador. Este oscilador es impulsado por la luna, la que estâ, efectiva- 
mente, dando vueltas alrededor de la tierra; cualquier componente de la fuerza, diga- 
mos en la direcciôn x, tiene una componente coseno, de manera que la respuesta de la 
atmôsfera terrestre a la atracciôn de marea de la luna es la de un oscilador. La res¬ 
puesta esperada de la atmôsfera se muestra en la figura 23-6 curva b (la curva a es 
otra curva teôrica discutida en el libre de donde hemos sacado esto). Podria pensarse 
que tenemos solo un punto en esta curva de resonancia, ya que tenemos solo aquella 
frecuencia que corresponde a la rotaciôn de la tierra bajo la luna que ocurre en un pe- 
riodo de 12,42 horas— 12 horas para la tierra (la marea es un doble chichôn) y un 
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Ciclos por dia 


Fig. 23-6. Respuesta de la atmôsfera 
a una excitaciôn externa. a es la respuesta 
adecuada si la marea atmosférica S 2 es de 
origen gravitacional; la amplificaciôn del 
mâximo es 100: 1. b proviene de la ampli¬ 
ficaciôn y fase observadas para la marea 
M 2 . |Munk y MacDonald, "Rotation of the 
Earth", Cambridge University Press (1960). | 



poco màs porque la luna està dando vueltas. Pero, a partir del tamano de las mareas 
atmosféricas y de la fase, el monto del retraso, podemos obtener tanto p como 0. De 
éstos podemos obtener <,> ü y y y asi jdibujar la curva entera! Este es un ejemplo de 
ciencia muy pobre. De dos numéros obtenemos dos numéros y a partir de estos dos 
numéros dibujamos una hermosa curva que, por supuesto, jpasa por el mismo punto 
que déterminé la curva! Esto no vale nada a menos que podamos medir otra eosa y 
en el caso de la geofisica eso es a menudo muy dificil. Pero en este caso particular 
existe otra cosa de la cual podemos demostrar teôricamente que debe tener el mismo 
sincronismo que la frecuencia natural <w 0 , o sea, si alguien perturbara la atmôsfera 
esta oscilaria con una frecuencia m 0 . Ahora bien, hubo una tal perturbaciôn intensa 
en 1883; el volcan Krakatoa hizo explosion y la mitad de la isla saliô volando, e hizo 
una explosion tan tremenda en la atmôsfera que se pudo medir el periodo de oscila 
cion de la atmôsfera. Résulté ser 10 1/2 horas. El o> 0 que se obtuvo de la figura 
23-6 résulta 10 horas y 20 minutos, de manera que por lo menos tenemos una prue- 
ba de la realidad de nuestra comprensiôn de las mareas atmosféricas. 


A continuation pasamos a las oscilaciones mecânicas en pequena escala. Esta vez 
tomamos un cristal de cloruro de sodio, que tiene iones sodio y iones cloro uno junto 
al otro como lo describimos en un capitulo anterior. Estos iones estàn cargados eléc- 
tricamente, alternando positivos con negativos. Ahora es posible una oscilaciôn intere- 
sante. Supongan que pudiéramos mover todas las cargas positivas hacia la derecha 
y todas las cargas negativas hacia la izquierda y soltarlas; entonces oscilarian de un 
lado para el otro, la red de sodio contra la red de cloro. ^Cômo podemos alguna vez 
inducir tal cosa? Esto es fâcil, porque si aplicamos un campo eléctrico al cristal jva a 
empujar las cargas positivas hacia un lado y las negativas hacia el otro! Asi, teniendo 
un campo eléctrico externo podremos a lo mejor obtener que el cristal oscile. Sin em 
bargo, jla frecuencia del campo eléctrico necesaria es tan alta, que corresponde a las 
radiaciortes infrarrojas! De manera que tratamos de encontrar una curva de reso- 
nancia midiendo la absorciôn de luz infrarroja por el cloruro de sodio. Tal curva se 
muestra en la figura 23-7. La abcisa no es frecuencia, sino que esta dada en términos 
de la longitud de onda; pero eso, por supuesto, es solo un problema técnico, ya que 
para una onda existe una relaciôn bien definida entre frecuencia y longitud de onda; 
de manera que es realmente una escala de frecuencia y una cierta frecuencia corres¬ 
ponde a la frecuencia de resonancia. 

Pero ôqué pasa con el ancho? i,Que détermina el ancho? Hay muchos casos en los 
cuales el ancho que se ve en la curva no es realmente el ancho natural 
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y que uno obtendria teôricamente. Hay dos razones por las cuales puede haber una 
curva mâs ancha que la curva teôrica. Si los objetos no tienen todos la misma frecuen¬ 
cia, como podria suceder si el cristal estuviera deformado en ciertas regiones de mane¬ 
ra que en esas regiones la frecuencia de oscilaciôn fuera ligeramente diferente que en 
otras regiones, entonces lo que tenemos son varias curvas de resonancia una encima 
de la otra; asi que aparentemente obtenemos una curva màs ancha. El otro tipo de an¬ 
cho es simplemente éste: a lo mejor no podemos medir la frecuencia con suficiente pré¬ 
cision; si abrimos bastante la rendija del espectrômetro, entonces, aunque pensàbamos 
que teniamos una sola frecuencia, realmente teniamos un cierto rango Aco, luego po- 
driamos no tener el poder de resoluciôn necesario para ver una curva angosta. De 
antemano, no podemos decir si el ancho de la figura 23-7 es natural, o si se debe a 
inhomogeneidades en el cristal o al ancho finito de la rendija en el espectrômetro. 


Ahora cambiemos a un ejemplo màs esotérico: el balanceo de un imân. Si tenemos 
un imàn con polos norte y sur en un campo magnético constante, el extremo N del 
imân va a ser atraido hacia un lado y el extremo S hacia el otro, y en general actuarâ 
un torque sobre él de manera que va a oscilar en torno a su posiciôn de equilibrio 
como la aguja de una brûjula. Sin embargo, lés imanes de que estamos hablando son 
âtomos. Estos àtomos tienen un momentum angular, el torque no produce por cierto 
un movimiento simple en la direcciôn del campo, sino una precesiôn. Ahora bien, mi- 
rado desde el lado, cualquier componente se està “balanceando” y podemos perturbar 
o inducir ese balanceo y medir una absorciôn. La curva en la figura 23-8 représenta 
una curva de resonancia tipica. Lo que se ha hecho aqui es ligeramente diferente des¬ 
de el punto de vista técnico. 
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Fig. 23-9. La intensidad de la radia- 
côn gamma del litio en funciôn de la ener- 
gia de los protones de bombardeo. La 
linea de puntos es teôrica, calculada para 



La frecuencia del campo latéral que se usa para inducir este balanceo se mantiene 
siempre igual, mientras nosotros habiamos esperado que los investigadores la varia- 
ran e hicieran la curva. Ellos podrian haberlo hecho asi, pero técnicamente para 
ellos fue màs fâcil dejar la frecuencia a> fïja y variar la intensidad del campo mag- 
nético constante, lo que corresponde a variar m 0 en nuestra formula. Dibujaron la 
curva de resonancia con respecto a a> 0 . De todos modos ésta es una resonancia tipi- 
ca con un cierto ro 0 y y. 

Vamos màs alla aûn. Nuestro prôximo ejemplo tiene que ver con nùcleos atômi- 
cos. Los movimientos de protones y neutrones en los nùcleos son en cierto modo os- 
cilatorios y podemos demostrar esto mediante el siguiente experimento. Bombardea- 
mos un âtomo de litio con protones y descubrimos que cierta reacciôn, que produce 
rayos y, tiene en realidad un mâximo muy agudo tipico de resonancia. Notamos en la 
figura 23-9, sin embargo, una diferencia con respecto a los otros casos: jla escala ho¬ 
rizontal no représenta una frecuencia, sino una energia! La razôn es que en mecàni- 
ca cuântica lo que consideramos clâsicamente como la energia résulta estar realmente 
relacionada con una frecuencia de una amplitud de onda. Cuando analizamos algo 
que en la simple fisica a gran escala tiene que ver con una frecuencia, encontramos 
que cuando hacemos los experimentos cuânticos con materia atômica obtenemos 
la curva correspondiente en funciôn de la energia. De hecho, en cierto sentido esta 
curva es una demostraciôn de esta relaciôn. Ella muestra que la frecuencia y la ener¬ 
gia tienen cierta interrelaciôn profunda, que por cierto poseen. 

Cambiemos ahora a otro ejemplo que también incluye un nivel de energia nuclear, 
pero ahora uno mucho, mucho màs estrecho. La a) 0 en la figura 23-10 corresponde a 
una energia de 100.000 electronvolts, mientras que el ancho y es aproximadamente 
10~ 5 electronvolts; en otras palabras ;esto tiene un Q de 10 10 ! Cuando se midiô esta 
curva, fue el Q màs grande de cualquier oscilador que se hubiera medido jamâs. Fue 
medida por el Dr. Môssbauer y fue la base de su premio Nobel. Aqui la escala hori¬ 
zontal es la velocidad, porque la técnica para obtener las frecuencias ligeramente di- 
ferentes consistiô en usar el efecto Doppler moviendo la fuente con respecto al absor- 
bedor. Uno puede ver cuân delicado es el experimento cuando nos damos cuenta que 
jla velocidad en juego es de unos pocos centimetros por segundo! En la escala real de 
la figura la frecuencia cero correspondes a un punto a unos 10'° cm hacia la iz- 
quierda. ; ligeramente fuera del papel! 

Finalmente, si examinamos un numéro del Physical Review, digamos el del l.° de 
enero de 1962, Lencontraremos una curva de resonancia? Cada numéro tiene una 
curva de resonancia y la figura 23-11 es la curva de resonancia para éste. Esta curva 
de resonancia résulta muy interesante. Es la resonancia encontrada en una cierta reac¬ 
ciôn entre particulas extranas, una reacciôn en la cual un K y un proton interactùan. 
La resonancia se détecta viendo cuàntas particulas de algùn tipo salen y dependiendo 
de cuàles y cuàntas salen, uno obtiene diferentes curvas, pero de la misma forma y con 
el màximo agudo en la misma energia. Determinamos asi que hay una resonancia a 
una cierta energia para el mesôn K . Esto significa probablemente que existe algùn 
tipo de estado o condiciôn correspondiente a esta resonancia que se puede alcanzar 
poniendo juntos un K y un proton. Esta es una nueva particula o resonancia. Hoy 
dia no sabemos si llamar un chichôn como éstc, una “particula” o simplemente una 
resonancia. Cuando existe una resonancia muy aguda, corresponde a una energia 
bien definida. 
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justamente como si hubiera una particula con esa energia présente en la naturaleza. 24 

Cuando la resonancia se hace mâs ancha entonces no sabemos si decir que hay una 
particula que no dura mucho o simplemente una resonancia en la probabilidad de 
reacciôn. En el segundo capitulo se indica esto para las particulas, pero cuando se 

escribiô el segundo capitulo esta resonancia no era conocida jde manera que nuestra I rtlTlSltoriOS 

tabla deberia contener aûn otra particula mâs! _ 


24-1 La energia de un oscilador 24-3 Transitorios eléctricos 

24-2 Oscilaciones amortiguadas 


24-1 La energia de un oscilador 

Aunque este capitulo se titula “transitorios”, algunas partes de él son, en cierto 
modo, parte del capitulo anterior sobre oscilaciones forzadas. Uno de los aspectos de 
una oscilaciôn forzada que no hemos discutido todavia es la energia de la oscilaciôn. 
Consideremos ahora esa energia. 

iCuânta energia cinética hay en un oscilador mecânico? Es proporcional al cua- 
drado de la velocidad. Ahora Uegamos a un punto importante. Consideren una canti- 
dad arbritraria A que puede ser la velocidad o alguna otra cosa que queremos discutir. 
Cuando escribamos A = Ae'"’ 1 , un numéro complejo, la A verdadera y honesta en 
el mundo fisico es solo la parte real; por lo tanto, si por alguna razôn queremos usar 
el cuadrado de A no es correcto elevar al cuadrado el numéro complejo y luego 
tomar la parte real, porque la parte real del cuadrado de un numéro complejo no es 
simplemente el cuadrado de la parte real, sino que también incluye la parte imagina- 
ria. De manera que cuando queremos encontrar la energia tenemos que apartarnos de 
la notaciôn compleja por un rato para ver cuâles son los funcionamientos internos. 

La verdadera A fisica es la parte real de A 0 e i( '”‘ + A {o sea, A = A 0 cos (cjt + A), 
donde Â, el numéro complejo, se escribe como A 0 e iA . Ahora bien, el cuadrado de esta 
cantidad fisica real es A 2 = Al cos 2 (ait + A). El cuadrado de la cantidad va entonces 
hacia arriba y hacia abajo desde un mâximo a cero, como el cuadrado del coseno. El 
cuadrado del coseno tiene un mâximo de 1 y un minimo de 0 y su valor medio es V,. 


En muchos casos no estamos interesados en la energia en un momento especifico 
durante la oscilaciôn; para un gran numéro de aplicaciones solo queremos el promedio 
de A 2 , el promedio del cuadrado de A en un periodo de tiempo grande comparado con 
el periodo de oscilaciôn. En estas circunstancias se puede usar el promedio del coseno 
cuadrado; de esta manera tenemos el siguiente teorema: si A està representado por 
un nûmero complejo entonces el promedio de A 2 es igual a lAl. Ahora bien, Al es 
el cuadrado del môdulo del complejo Â. (Esto se puede escribir de varias maneras: 
a algunas personas les gusta escribir \Â\ 2 ; otras escriben ÂÂ*, À es su complejo con- 
jugado.) Vamos a usar este teorema varias veces. 
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Consideremos ahora la energia de un oscilador forzado. La ecuaciôn para el osci- 
lador forzado es 

m d 2 x/dt 2 + 7 mdx/dt + moilx = F(t). (24.1) 

En nuestro problema, por supuesto, F (t) es una funciôn'coseno del t. Analicemos aho¬ 
ra la situaciôn: ^cuânto trabajo realiza la fuerza externa F? El trabajo realizado por 
la fuerza por segundo, es decir, la potencia, es la fuerza por la velocidad. (Sabemos 
que el trabajo diferencial en el tiempo dt es F dx y la potencia es F dx/dt.) 

p - F 7,’ m fê)(è) + ($)} + ™ ($) < 2 «> 

Pero los dos primeros términos del segundo miembro también pueden escribirse d/dt 
m(dx/ dt)* + \ moilx 2 ] que se puede verificar inmediatamente por diferencia- 
ciôn. Es decir, el término entre corchetes es una derivada pura de dos términos muy 
faciles de comprender -uno es la energia cinética del movimiento y el otro es la energia 
potencial del resorte-. Llamemos a esta cantidad la energia almacenada, es decir, la 
energia almacenada en la oscilaciôn. Supongan que queremos la potencia media en 
muchos ciclos cuando el oscilador estâ siendo forzado y ha estado funcionando du¬ 
rante un tiempo largo. A la larga, la energia almacenada no cambia -su derivada da un 
efecto promedio cero- En otras palabras, si promediamos la potencia en un tiempo 
largo, toda la energia termina en ûltima instancia en el término resistivo ym(dx /dt) 1 . Hay 
una cierta energia almacenada en la oscilaciôn, pero ésta no cambia con el tiempo si 
promediamos sobre muchos ciclos. Luego potencia media (P) es 

(P) = (ym(dx/dt) 2 ). (24.3) 

Usando nuestro método de escribir numéros complejos y nuestro teorema que 
(A 2 ) = \Al podemos encontrar esta potencia media. Asi, si x — £e‘<*>‘, entonces 
dx/ dt — iojxe^t. Por lo tanto, en estas circunstancias, la potencia promedio se 
puede escribir como 

(P) = £7 mai 2 x 2 0 . (24.4) 

En la notaciôn de circuitos eléctricos dx/dt se reemplaza por la corriente / (7 es 
dq/dt donde q corresponde a x) y rny corresponde a la resistencia R. Asi, la velo¬ 
cidad de pérdida de energia -la potencia consumida por la funciôn forzante- es la 
resistencia en el circuito por el promedio de la corriente al cuadrado: 


calculado cuâl es el promedio de (dx/dt) 2 , asi que encontramos 

(E) = %m((dx/dt) 2 ) + ïmoil(x 2 ) 

= im(oi 2 + uo)hx%. ' l) 

Ahora bien, cuando un oscilador es muy eficiente y ai es muy cercano a oj u de ma- 
nera que |x| sea grande, la energia almacenada es muy alta -podemos obtener una 
energia almacenada grande a partir de yna fuerza relativamente pequena—. La 
fuerza realiza gran cantidad de trabajo para empezar la oscilaciôn, pero para man- 
tenerla constante todo lo que tiene que hacer es combatir el roce. El oscilador puede 
tener una gran cantidad de energia si el roce es muy bajo y aunque esté oscilando 
intensamente no se pierde mucha energia. La eficencia de un oscilador se puede me- 
dir por la cantidad de energia almacenada comparada con cuanto trabajo realiza 
la fuerza en cada oscilaciôn. 

iCômo se compara la energia almacenada con el trabajo realizado en un ciclo? 
Esto se llama el Q del sistema y Q se define como 2n por la energia almacenada 
promedio dividida por el trabajo realizado por ciclo. (Si hablâramos de trabajo rea¬ 
lizado por radian en vez de por ciclo, desapareceria el 2 tt.) 


q _ 2 jtnfa 2 + top) • ( x 2 ) _ a ) 2 + <vp 
* 7 moi 2 (x 2 ) ■ 2ir/oi 27 oi 


(24.7) 


Q no es un numéro muy ùtil, a menos cjue sea muy grande. Cuando es relativamente 
grande da una medida de lo bueno que es el oscilador. La gente ha tratado de définir 
Q de la manera màs simple y ùtil; varias definiciones se diferencian un poco una 
de otra, pero si Q es muy grande todas las definiciones estân de acuerdo. La défi¬ 
nition màs aceptada comùnmente es la ecuaciôn (24.7) que dépende de <». Para 
un buen oscilador cerca de la resonancia, podemos simplificar un poco (24.7) ha- 
ciendo ai = ai 0 y entonces tenemos Q = ai J y que es la définition de Q que usa- 
mos antes. 

ôQué es Q en un circuito eléctrico? Para averiguarlo basta que cambiemos m 
P°r L, my por R y mail por 1/C (ver tabla 23-1). La Q en la resonancia es 
Lai/R, donde ai es la frecuencia de resonancia. Si consideramos un circuito con 
un Q grande esto significa que la cantidad de energia almacenada en la oscilaciôn 
es muy grande comparada con la cantidad de trabajo realizado por ciclo por la mâ 
quina que impulsa las oscilaciones. 


24-2 Oscilaciones amortiguadas 


(P) = R(I 2 ) = R • i/o- (24.5) 

Esta energia, por supuesto, va a calentar la resistencia; se llama a veces pérdida 
de calor o calentamiento de Joule. 

Otro aspecto interesante a discutir es cuânta energia estâ almacenada. Esto no 
es lo mismo que la potencia, porque aunque la potencia al principio se usô para 
almacenar algo de energia, después de eso el sistema continua absorbiendo poten¬ 
cia mientras existan pérdidas por calentamiento (resistivas). En cualquier instante 
hay una cierta cantidad de energia almacenada, asi que nos gustaria calcular tam¬ 
bién la energia media almacenada ( E ). Va hemos 


Volvamos ahora a nuestro tema principal de discusiôn: los transitorios. Por 
transitorio se entiende una soluciôn de la ecuaciôn diferencial cuando no hay fuer 
za présente, pero el sistema no estâ simplemente en reposo. (Por supuesto. que si 
estâ en reposo en el origen sin que actùe ninguna fuerza, esto si es un problema 
bonito —jse queda ah■ !—) Supongan que la oscilaciôn empieza de otra manera: di- 
gamos que fue impulsada por una tuerza durante un rato y después quitamos la 
fuerza. ^Qué sucede entonces? Obtengamos primera una idea aproximada de lo que 
va a pasar en un sistema con un Q muy grande. Mientras la fuerza esté actuando. 
la energia almacenada permanecerâ igual y se realiza una cierta cantidad de trabajo 
para mantenerla. Supongan ahora que quitamos la fuerza y no se realiza mâs trabajo: 
entonces las pérdidas que estait consumiendo 
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la energia de la fuente ya no las consumen mas —ya no hay ningùn impulsor . Las 
pérdidas van a tener que consumir. por decirlo asi. la energia que esta almacenada. 
Supongan que Q/2n — 1000. Luegoeltrabajorealizadoporcicloes 1 /1.000 de la energia 
almacenada. i,No es razonable acaso, ya que esta oscilando sin fuerza impulsora, que en 
un ciclo el sistema seguirâ perdiendo un milésimo de su energia E que ordinariamente se 
habria estado suministrando desde el exterior y que continuarâ oscilando, siempre perdien¬ 
do 1/1.000 de su energia por ciclo? Asi que, como hipôtesis, para un sistema con 
un Q relativamente alto, supondremos que la siguiente ecuacion podria ser aproxima- 
damente vâlida (mâs adelante lo haremos exactamente jy va a resultar que era co- 
rrectal): 

dE/dt = —uE/Q. (24.8) 

Esto es aproximado porque es vàlido solo para Q grande. En cada radian, el sistema 
pierde una fracciôn \/Q de la energia almacenada E. Luego, en una cantidad de 
tiempo dada dt la energia va a cambiar en una cantidad todt/Q, ya que el numéro 
de radianes asociados con el tiempo dt es wdt. ^Cuâl es la frecuencia? Supongamos 
que el sistema se mueve tan delicadamente, casi sin fuerza, que si lo soltamos va a 
oscilar esencialmente con la misma frecuencia por si mismo. Vamos a estimar en- 
tonces que to sea la frecuencia de resonancia o> 0 . Deducimos asi de la ecuacion 
(24.8) que la energia almacenada va a variar segùn 

E = E 0 e-“ •"« = Eoe- yt . (24.9) 

Esta séria le medida de la energia en cualquier instante. ^Cual séria la formula, 
aproximada, para la amplitud de la oscilacion en funciôn del tiempo? t ‘,La misma? 
jNo! La cantidad de energia en un resorte, digamos, es proporcional al cuadrado 
del desplazamiento; la energia cinética es proporcional al cuadrado de la veloci- 
dad; de manera que la energia total es proporcional al cuadrado del desplazamiento. 
Luego el desplazamiento, la amplitud de la oscilacion, va a disminuir la mitad de ràpi- 
do debido al cuadrado. En otras palabras, intuimos que la soluciôn para el movimiento 
amortiguado transitorio va a ser una oscilacion de frecuencia cerca de la frecuencia de 
resonancia co 0 , en la cual la amplitud del movimiento sinusoidal va a disminuir segùn 

e~yi/2 

x = A 0 e~' ,tl2 cos u 0 t. (24.10) 


Asi, partiendo de la ecuacion (24.1) sin fuerza externa, ^como la resolvemos? 
Siendo fisicos no tenemos por qué preocuparnos tanto acerca del método como 
acerca de cuâl es la soluciôn. Armados de nuestra experiencia previa, ensayemos 
como solution una curva exponencial x = A e in ‘. (ôPor que ensayamos ésta? ;Es la 
cosa mâs fâcil de derivar!) La reemplazamos en (24.1) (con F (t)-- 0), usando 
la régla de que cada vez que derivemos x con respecto al tiempo multiplicamos por 
i a. Asi que es realmente muy simple de sustituir. Luego nuestra ecuacion tiene el 
siguiente aspecto: 

( — o? + ha -f- o>o )Ae’ a> = 0. (24.11) 

El resultado neto debe ser cero para todo tiempo , lo que es imposible a menos que 
(a) A = 0. lo que no es ninguna soluciôn—permanece quieto, o (b) 

-a 2 + iaV + 4 = 0. (24.12) 

Si podemos resolver esto y encontrar un et, jentonces tendremos una soluciôn, en la 
cual A no necesita ser cero! 

a = h/2 ± Vwg - ? 2 /4. (24.13) 

Por un momento vamos a suponer que y es bastânte pequeno comparado con oj 0 
de manera que - ;-/4 es seguramente positivo y no hay ningùn problema con 
extraer la raiz cuadrada. Lo ûnico molesto es jque obtenemos dos soluciones! Asi 


ai = h/2 + Vu 2 - 7 2 /4 = h/2 + u y (24.14) 

y 

« 2 = h/2 - V4 - "V 2 /4 = h/2 - w T . (24.15) 

Consideremos la primera, suponiendo que no nos hemos dado cuenta que la raiz 
cuadrada tiene dos valores posibles. Entonces sabemos que una soluciôn para x 
es x, = Ae iu <‘, donde A es una constante cualquiera. Ahora, al sustituir a, llamare- 
mos \Jcol-yty 4 = a>y, ya que va a aparecer tantas veces y demora tanto en escribirse. 
Asi ia, = -y/2 + ia> v y obtenemos x = Ae'~r /2 + H' 1 ', o lo que es lo mismo. debido 
a las propiedades maravillosas de una exponencial 


Esta ecuacion y la figura 24-1 nos dan una idea de lo que debemos esperar; tratemos 
ahora de analizar el movimiento exactamente resolviendo la ecuacion diferencial 
del movimiento mismo. 



Fig. 24-1. Una oscilacion cosinusoidal 
amortiguada. 


x i = Ae- ytl2 e^ 1 . (24.16) 

Primero, reconocemos esto como una oscilacion, una oscilacion a una frecuencia 
coy que no es exactamente la frecuencia oi 0 , pero esta bastante cerca de «>„ si es 
un buen sistema. Segundo, ;la amplitud de la oscilacion està decreciendo exponen- 
cialmente! Si tomamos, por ejemplo, la parte real de (24.16), obtenemos 

xi = Ae~ y 112 cos u y t. ' (24.17) 

Esto se parece mucho a la soluciôn que intuimos (24.10) a excepciôn de la frecuen¬ 
cia que es realmente a>y. Este es el ûnico error, asi que se trata de la misma cosa; 
tenemos la idea correcta. ;Pero no todo esta bien! Lo que està mal es que Itav otra 
soluciôn. 
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La otra soluciôn es a, y vemos que la ünica diferencia es que el signo de (Oy 
estâ cambiado: 

x 2 = Be- ytl2 e^‘. (24.18) 

Qué significa esto? Vamos a demostrar pronto que si x, y x 2 son soluciones po- 
s'ibles de la ecuaciôn (24.1) con F = 0, ientonces x, + x 2 también es una soluciôn 
de la misma ecuaciôn ! Asi la soluciôn general x tiene la forma matemàtica 

x = e-^^iAe^ 1 + Be-** 1 ). (24.19) 

Ahora nos podemos preguntar por qué nos molestamos en dar esta otra soluciôn, 
ya que estâbamos tan contentos con la primera. ^.Para qué nos sirve la soluciôn 
extra ya que sabemos que debemos tomar solo la parte real? Sabemos que debemos 
tomar la parte real, pero, £cômo iba a saber la matemàtica si solo queriamos la 
parte real? Cuando teniamos una fuerza impulsora no nula F (t), introdujimos una 
fuerza artificial junto con ella y la parte imaginaria de la ecuaciôn, por decirlo asi, 

era, impulsada de una manera definida. Pero cuando hicimos F(t) = 0, nuestra 

convenciôn que x fuera solo la parte real de todo lo que escribiéramos es solo 
cosa nuestra, y las ecuaciones matemàticas no lo saben todavia. El mundo fisico 
tiene una soluciôn real, pero la respuesta con la que estâbamos tan contentos antes 
no es real, es compleja. La ecuaciôn no sabe que vamos a tomar arbitrariamente 
la parte real; asi que tiene que presentârsenos, por decirlo asi, con una soluciôn del 
tipo complejo conjugado de manera que al juntarlas podamos hacer una soluciôn 
verdaderamente real-, eso es que a, estâ haciendo por nosotros. Para que x sea real, 
Be ' va a tener que ser el complejo conjugado de Ae io, r' de manera que las partes 
imaginariaS desaparezcan. Résulta asi que B es el complejo conjugado de A y nuestra 
solucion real es 

* = e - ,tl2 (Ae iu r t + A*e~^‘). (24.20) 

De modo que nuestra soluciôn real es una oscilaciôn con un defasaje y una amor- 
tiguaciôn. tal como la anunciàramos. 


Fig. 24-2. Un circuito eléctrico para 
demostrar transitorios. 


24-3 Transistorios eléctricos 

Veamos ahora si lo anterior realmente funciona. Construyamos el circuito eléc¬ 
trico mostrado en la figura 24-2 en el cual aplicamos a un osciloscopio el voltaje 
a través de la inductancia L después de haber aplicado instantâneamente un voltaje 
cerrando el interruptor S. Es un circuito oscilatorio y généra un transitorio de algûn 
tipo. Corresponde al caso en que aplicamos sûbitamente una fuerza y el sistema 
empieza a oscilar. Es el anâlogo eléctrico de un oscilador mecânico amortiguado, y 
nosotros observamos la oscilaciôn en un osciloscopio donde deberiamos ver las cur- 
vas que estamos tratando 
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Figura 24-3 


Figura 24-5 



Figura 24-4 Figura 24 - 6 


de analizar (El movimiento horizontal del osciloscopio es a velocidad constante, mien- 
tras que el movimiento vertical es el voltaje a través del inductor. El resto del circuito 
es solo un detalle técnico. Nos gustaria repetir el experimento muchas, muchas veces. 
ya que la persistencia de la vision no es suficientemente buena para ver solo una traza 
en la pantalla. Asi, pues, hacemos el experimento una y otra vez cerrando el interrup¬ 
tor 60 veces por segundo; cada vez que cerramos el interruptor empezamos el barrido 
horizontal del osciloscopio que dibuja la curva una y otra vez.) En las figuras 24-3 
a 24-6 vemos ejemplos de oscilaciones amortiguadas, fotografiadas, realmente, de la 
pantalla de un osciloscopio. La figura 24-3 muestra una oscilaciôn amortiguada en un 
circuito Q grande y y chico. No muere muy râpido, oscila muchas veces al ir dismi- 
nuyendo. 

Pero veamos qué pasa cuando disminuimos Q, de manera que la oscilaciôn se 
extinga mâs rapidamente. Podemos disminuir Q aumentando la resistencia R en 
el circuito. Cuando aumentamos la resistencia en el circuito, se extingue mâs rapi¬ 
damente (Fig. 24-4). Luego, si aumentamos aûn mâs la resistencia en el circuito 
se extingue mas rapidamente todavia (Fig. 24-5). ;Pero si vamos mas alla de una 
cierta cantidad no podemos ver oscilaciôn alguna! La pregunta es: ^.sucede esto por- 
que nuestros ojos no son suficientemente buenos? Si aumentamos la resistencia aun 
mas, obtenemos una curva como la de la figura 24-6, que no parece tener oscila¬ 
ciones, excepto quizâs una. i Como lo podemos explicar matemâticamente? 

La resistencia es, por supuesto, proporcional al término y en el dispositivo mecâ- 
mco Espeaficamente y es R/Z.. Ahora bien, si aumentamos y en las soluciones 
' /-> J v 15) Con as que estabamos tan contentos, se establece un caos cuando 
pli excede o> 0 ; tenemos que escribirlo de una manera diferente: 

il 12 + iV 7 2 /4 — wo and iy/2 — iVy 2 /4 - u 2 . 


24-7 



de otra manera si notamos que 


Estas son ahora las dos soluciones y siguiendo la misma linea de razonamiento ma- 
temâtico que antes, de nuevo encontramos dos soluciones: e"V y Si ahora sus- 
tituimos a,, obtenemos 

x = 

una hermosa caida exponencial sin oscilaciôn. Anâlogamente la otra soluciôn es 



Noten que la raiz cuadrada no puede ser mayor que y/ 2, porque aun cuando cj 0 = 0, 
un término es exactamente igual al otro. Pero wJ se resta de p J / 4 , de manera que la 
raiz cuadrada es menor que y / 2 y el término entre paréntesis es, por lo tanto, siem- 
pre un numéro positivo. jGracias a Dios! <,Por qué? Porque si fuera negativo, en- 
contrariamos 'a e elevado a un factor positivo por t, jlo que significaria que estaba 
haciendo explosion! Al poner màs y mâs resistencia en el circuito sabemos que no 
va a hacer explosion -muy por el contrario-. De manera que ahora tenemos dos solu¬ 
ciones, cada una por si una exponencial decreciente, pero una con “velocidad de ex- 
tinciôn” mucho mayor que la otra. La soluciôn general es, por supuesto, una com- 
binaciôn de las dos; los coeficientes de la combinaciôn dependen de cômo se empie- 
za el movimiento -cuâles son las condiciones iniciales del problema- En la forma 
particular segün la cual este circuito se pone en funcionamiento, sucede que A es 
negativa y B es positiva; asi que obtenemos la diferencia de dos curvas exponen- 
ciales. 

Discutamos ahora cômo podemos encontrar los dos coeficientes A y B (o A y 
A *) si sabemos cômo empezô el movimiento. 

Supongan que para t = 0 sabemos que x = x 0 y dx/dt = v 0 . Si ponemos t = 0, 
x = x 0 y dx/dt = v 0 en las expresiones. 

x = e~ yi/2 (Ae^ y ‘ + A*e- Ù,yt ), 

dx/dt = e~ ytl2 [(-y/2 + iüj y )Ae' wy ‘ + (-7/2 - iuy)A*e~ iuy ‘], 
encontramos, ya que e° = e i0 = 1, 

x 0 = A + A* = 2 A s , 

v 0 = (-7/2)04 + A*) + iu y (A - A*) 

= — 7x 0 /2 + iw y (2iA/\ 

donde A — A R + iAj y A* = A R — iA l . Encontramos asi 


e 1 ’ + e l> — 2 cos 6 y e l> — e 19 = 2/ sen B. 

Podemos entonces escribir la soluciôn compléta en la forma 

x = e ~ ytl2 cos uyt + - +J* 0 ' 2 sen w ^]> (24.22) 

donde ojy = + \/ co^-y 1 / 4. Esta es la expresiôn matemâtica para la forma en que 
una oscilaciôn se extingue. No vamos a hacer uso directo de ella, pero hay una 
sérié de puntos en los cuales nos gustaria poner énfasis, que son vâlidos en casos 
màs generales. 

Primero que nada el comportamiento de un sistema tal sin fuerzas extemas se 
expresa mediante una suma, o superposiciôn, de exponenciales puras en el tiempo 
(que escribimos e ial ). Es una buena soluciôn a probar en esas circunstancias. Los 
valores de a pueden ser complejos en general, representando las partes imaginarias 
el amortiguamiento. Finalmente, la intima relaciôn matemâtica de las funciones si- 
nusoidales y exponenciales discutidas en el capitulo 22 aparecen muy a menudo fi- 
sicamente como en cambio del comportamiento sinusoidal o exponencial cuando al- 
gûn parâmetro fisico (en este caso la resistencia) excede cierto valor critico. 


A R = x 0 /2 

y 

Ai = (v 0 + yx 0 /2)/2oiy. (24.21) 

Esto détermina completamente a A y A* y por lo tanto la curva compléta de la so¬ 
luciôn transitoria en términos de cômo comienza. A prcpôsito, podemos escribir la 
soluciôn 
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Sistemas lineales y repaso 

25-1 Ecuaciones diferenciales lineales 25-4 Analogias en fisica 

25-2 Superposiciôn de soluciones 25-5 Impedancias en sérié y en paralelo 

25-3 Oscilaciones en sistemas lineales 


25-1 Ecuaciones diferenciales lineales 

En este capitulo discutiremos ciertos aspectos de los sistemas oscilantes, que se 
encuentran con una generalidad algo mayor que precisamente en los sistemas par- 
ticulares que hemos estado estudiando. Para nuestro sistema particular, la ecuaciôn 
diferencial que hemos estado resolviendo es 

m + ym = F(t). (25.1) 

Ahora bien, esta combinaciôn particular de “operaciones” con la variable x tiene 
la interesante propiedad que si sustituimos x por (x + y), obtenemos la suma de las 
mismas operaciones con x e y, o si multiplicamos x por a entonces obtenemos a por 
la misma combinaciôn. Esto es fâcil de demostrar. Al igual que en una notaciôn 
“taquigràfica”, como nos cansamos de escribir todas esas letras en (25.1), usa- 
remos el simbolo L(x) en su lugar. Cuando veamos esto, significa el primer miembro 
de (25.1) en la cual ha sido sustituido x. Con esta manera de escribir,L(x + y) significa- 
ria lo siguiente: 


£(* + y) - »&±^+ tm «i + Ü h 


m<4(x + y). (25.2) 


(Subrayamos la L para acordarnos que no es una funciôn ordinaria.) A veces llama- 
mos a esto notaciôn operacional pero no tiene importancia cômo lo llamemos, es 
“taquigrafïa” simplemente. 


Nuestra primera afirmaciôn fue que 


L(x + y) = L(x) + L(y), (25.3) 


que por supuesto se deduce del hecho que a(x + y) = ax + ay, d(x + y)/dt = 
= dx/dt + dy/dt, etcétera. 
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Nuestra segunda afirmaciôn fue, para a constante 

L(ax) — aL(x). (25.4) 

[Realmente (25.3) y (25.4) estân muy relacionadas porque si ponemos x + x en 
(25.3), es lo mismo que poner a = 2 en (25.4), etcétera.] 

En problemas màs complicados puede haber mâs derivadas y mâs términos en L; 
lo interesante es si se mantienen o no las dos ecuaciones (25.3) y (25.4). Si lo 
hacer ' tal problema lo llamamos problema lineal. En este capitulo vamos a dis- 
cutir algunas propiedades que existen debidas al hecho que el sistema es lineal, para 
apreciar la generalidad de algunos de los resultados que obtuvimos en nuestro anà- 
lisis especial de una ecuaciôn especial. 

Estudiemos ahora algunas propiedades de las ecuaciones diferenciales lineales 
habiéndolas ya ilustrado con la ecuaciôn especifica (25.1) que estudiamos tan 
exhaustivamente. La primera propiedad de interés es la siguiente: supongan que te- 
nemos que resolver la ecuaciôn diferencial de un transitorio, la oscilaciôn libre sin 
fuerza impulsora. Es decir, queremos resolver. 

L(x) = 0. (25.5) 

Supongan que por alguna artimana hemos encontrado una soluciôn particular, que 
llamaremos x,. Es decir, tenemos una x, para la cual_L_(x l )= 0. Ahora notamos 
que ax, también es una soluciôn de la misma ecuaciôn, podemos multiplicar esta 
soluciôn especial por cualquier constante y obtener una nueva soluciôn. En otras 
palabras, si tuviéramos un movimiento de un cierto “tamano”, un movimiento el 
doble de “grande” también es una soluciôn. Demostraciôn: LXax x ) = aL(x,) = 
= a ■ 0 = 0. 

En seguida supongan que por otra artimana hemos encontrado no solo una solu¬ 
ciôn x,, sino que también otra soluciôn x 2 . (Recuerden que cuando sustituimos 
x = e’ a ‘ para encontrar los fenomenos transitorios encontramos dos valores de a, 
es decir, dos soluciones’ x, y x 2 .) Mostremos ahora que la combinaciôn (x, + x 2 ) 
también es una soluciôn. En otras palabras, si hacemos x = x, + x 2 , x también es 
una soluciôn de la ecuaciôn. ^Por qué? Porque, si L(x,) = 0 y L(x 2 ) = 0, entonces 
_4(x, + x 2 ) = L(x,) + L(x 2 ) = 0 + 0 = 0. Luego, si hemos encontrado un cierto 
numéro de soluciones para el movimiento de un sistema lineal, las podemos sumar. 

Combinando estas dos ideas, vemos por supuesto que podemos también sumar 
seis de una y dos de otra: si x, es una soluciôn también lo es ax,. Por lo tanto, 
cualquier suma de estas dos soluciones, como (ax, + /3x 2 ), es también una soluciôn. 
Si sucede que podemos encontrar très soluciones encontramos entonces que cual¬ 
quier combinaciôn de estas très soluciones es también una soluciôn, etc. Résulta que 
el numéro de lo que llamamos soluciones independientes* que hemos obtenido para 
nuestro problema del oscilador es solamente dos. El numéro de soluciones indepen¬ 
dientes que uno encuentra en el caso 1 general dépende de lo que se llama el numéro 
de grados de libertad. No vamos a discutir esto en detalle ahora; pero si tenemos 
una ecuaciôn diferencial de segundo orden. hay solo dos 


* Las soluciones que no pueden ser expresadas como combinaciones lineales, las unas de 
las otras, se Uaman independientes. 
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soluciones independientes y hemos encontrado ambas; tenemos asi la solution mâs 
general. 

Vamos ahora a otra proposition que se aplica a la situaciôn en la cual el sistema 
estâ sometido a una fuerza externa. Supongan que la ecuaciôn es 

L(x ) = F(t), (25.6) 

y supongan que le hemos encontrado una soluciôn especial. Digamos que la solution 
de Juan es x,- y que L(xj) = F( t). Supongan que queremos encontrar otra soluciôn; 
supongan que sumamos a la soluciôn de Juan una de las que era una soluciôn de 
la ecuaciôn libre (25.5), digamos x,. Entonces vemos, segûn (25.3) que 

L( XJ + x,) = L(xj) + L(x i) = FO) + 0 = FO). (25.7) 

Por lo tanto, a la soluciôn “forzada” le podemos sumar cualquier soluciôn “libre” 
y aün tenemos una soluciôn. La soluciôn “libre” se llama soluciôn transitoria. 

Cuando no tenemos ninguna fuerza actuando y sübitamente ponemos una, no 
obtenemos inmediatamente la soluciôn estacionaria que resolvimos con la soluciôn 
sinusoidal, sino que por un tiempo hay un transitorio que tarde o temprano se extin- 
gue si esperamos lo suficiente. La soluciôn “forzada" no se extingue ya que sigue 
siendo impulsada por la fuerza. En ûltimo término, para periodos grandes de tiempo 
la soluciôn es ûnica, pero inicialmente los movimientos son diferentes por circunstan- 
cias diferentes dependiendo de la manera como empezô el sistema. 


25-2 Superposition de soluciones 

Ahora nos encontramos con otra proposiciôn interesante. Supongan que tene¬ 
mos una cierta fuerza impulsora particular F 0 (digamos que es oscilatoria, con un 
cierto a> = co a aunque nuestras conclusiones van a ser vâlidas para cualquier forma 
funcional de FJ y que hemos encontrado la soluciôn para el movimiento forzado 
(con o sin los transitorios; no tiene importancia). Supongan ahora que actùa 
alguna otra fuerza, digamos F b , y que resolvemos el mismo problema pero con fuer¬ 
za diferente. Entonces supongan que viene alguien y dice “tengo un nuevo problema 
para que ustedes lo resuelvan; tengo la fuerza F a = F b ". ^Podemos hacerlo? Por su- 
puesto que lo podemos hacer, porque la soluciôn es la suma de las dos soluciones 
x a y x b para las fuerzas tomadas separadamente -una circunstancia por cierto muy 
notable- Si usamos (25.3), vemos que 

L(Xa + X b ) = L(x a ) + L(x b ) = FJt) + F b ( t). (25.8) 

Esto es un ejemplo de lo que se llama principio de superposition para sistemas 
lineales, y es muy importante. Significa lo siguiente: si tenemos una fuerza compli- 
cada que se puede descomponer de cualquier manera conveniente en la suma de 
partes separadas, cada una de las cuales es en cierto modo simple en el sentido de 
que para cada parte especial en que hemos dividido la fuerza podemos resolver la 
ecuaciôn, entonces el resultado es vâlido para la fuerza total, porque simplemente 
podemos volver a juntar las partes de la solution de la misma manera como la 
fuerza total estâ formada de partes (Fig. 25-1). 



Fig. 25-1. Un ejemplo del principio de superposiciôn para sistemas lineales. 


Demos otro ejemplo del principio de superposiciôn. En el capitulo 12 dijimos 
que era uno de los grandes hechos de las leyes de la electricidad que si tenemos una 
cierta distribuciôn de cargas q a y calculamos el campo eléctrico E a producidas por 
estas cargas en un cierto lugar P y si, por otro lado, tenemos otro conjunto de car¬ 
gas q b y calculamos el campo F A debido a éstas en el lugar correspondante; enton¬ 
ces, si ambas distribuciones de cargas estàn présentes al mismo tiempo, el campo E 
en P es la suma de E a debido a un conjunto mâs E h debido al otro. En otras pala¬ 
bras, si conocemos el campo debido a cierta carga, el campo debido a muchas car¬ 
gas es simplemente el vector suma de los campos de estas cargas tomados indivi- 
dualmente. Esto es exactamente anâlogo a la proposiciôn anterior que si conocemos 
el resultado de dos fuerzas dadas tomadas una a una, entonces, si la fuerza se 
cortsidera como la suma de ellas, la respuesta es una suma de las respuestas indivi- 
duales correspondientes. 


Fig. 25-2. El principio de superposiciôn 
en electrostâtica. 


La razôn de que esto sea vâlido en la electricidad es que las grandes leyes de la 
electricidad, las ecuaciones de Maxwell, que determinan el campo eléctrico, son 
ecuaciones diferenciales lineales , es decir, que tienen la propiedad (25.3). Lo que 
corresponde a la fuerza es la carga que généra eJ campo eléctrico y la ecuaciôn 
que détermina el campo eléctrico en tèrminos de la carga es lineal. 

Como otro ejemplo interesante de esta proposiciôn, preguntamos cômo es posi- 
ble “sintonizar" cierta estaciôn de radio al mismo tiempo que todas las otras emiso- 
ras estàn transmitiendo. La estaciôn de radio transmite, fundamentalmente. un cam¬ 
po eléctrico oscilante de muy alta frecuencia que actùa sobre nuestra antena de 
radio. Es cierto que la amplitud de oscilaciôn del campo es modificada, modulada. 
para transportar la senal de là voz, pero eso es muy lento y no nos vamos a preocu- 
par por ello. Cuando uno escucha “Esta estaciôn estâ transmitiendo con una fre¬ 
cuencia de 780 kilociclos”, ello indica que 780.000 oscilaciones por segundo es la 
frecuencia del campo eléctrico de la antena de la estaciôn y esto arrastra en nuestra 
antena los electrones hacia arriba y hacia abajo con esa frecuencia. Podemos tener 
ahora al mismo tiempo otra estaciôn de radio 
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en el mismo pueblo radiando con una frecuencia diferente, digamos 550 kilociclos 
por segundo; luego, los electrones en nuestra antena también estân siendo arrastra- 
dos a esa frecuencia. La pregunta ahora es, <,cômo podemos separar las seriales 
que llegan a una radio a 780 kilociclos de las que llegan a 550 kilociclos? Cierta- 
mente no escuchamos ambas estaciones al mismo tiempo. 

Por el principio de superposiciôn, la respuesta del circuito eléctrico de la radio, 
la primera parte del cual es un circuito lineal, a las fuerzas que estân actuando débido 
al campo eléctrico F a + F b , es x a + x b . Pareciera entonces como que nunca las 
vamos a desenredar. De hecho, el mismo enunciado de superposiciôn parece insistir 
que no podemos evitar tener a ambas en nuestro sistema. Pero recuerden, para un 
circuito résonante, la curva respuesta, la cantidad de x por unidad de F en fun- 
cion de la frecuencia, se ve como la de la figura 25-3. Si fuera un circuito con un Q 
muy alto, la respuesta mostraria un mâximo muy agudo. Supongan ahora que las 
dos estaciones son comparables en intensidad, o sea, que las dos fuerzas sean de la 
misma magnitud. La respuesta que obtenemos es la suma de x a y x h . Pero en la 
figura 25-3, x a es tremenda mientras que x b es pequena. Asi, a pesar de que las dos 
seriales tienen la misma intensidad, cuando pasan por el circuito résonante agudo 
de la radio sintonizada para o> a , la frecuencia de transmisiôn de una estaciôn, enton¬ 
ces la respuesta a esta estaciôn es mucho mayor que a la otra. Por lo tanto, la res¬ 
puesta compléta con las dos senales, esta casi toda formada por o> a y hemos selec- 
cionado la emisora que queriamos. 



Fig. 25-3. Una curva de resonancia 
de sintonia aguda. 


b Y que pasa con la sintonia? <,Cômo sintonizamos? Cambiamos a> 0 cambiando 
la L o la C del circuito porque la frecuencia del circuito tiene que ver con la com- 
binaciôn de L y C. En particular, la mayoria de las radios estân construidas de 
modo que uno pueda cambiar la capacitancia. Cuando resintonizamos la radio 
podemos cambiar la posiciôn del dial de manera que la frecuencia natural del circui¬ 
to se desplaza digamos, a <o c . En este caso no escuchamos ni una ni otra emisora; 
obtenemos silencio siempre que no haya otra emisora con frecuencia a> c . Si seguimos 
cambiando la capacitancia hasta que la curva de resonancia esté en a > b , entonces 
por cierto escuchamos la otra emisora. Asi es cômo funciona la sintonia de una ra¬ 
dio; es de nuevo el principio de superposiciôn combinado con una respuesta ré¬ 
sonante. * 


* En los receptores modernos superheterodinos la operaciôn real es màs compleja. Los 
amplificadores estân todos sintonizados a una frecuencia fija (llamada frecuencia FI) y un 
oscilador de frecuencia sintonizable variable se combina con la serial de entrada en un circuito 
no lineal para producir una nueva frecuencia (la diferencia de las frecuencias de la senal y del 
oscilador) igual a la frecuencia FI, que entonces es amplificado, Esto va a ser tratado en el 
capitulo 50. 


Para terminar esta discusiôn, describamos cualitativamente lo que sucede si pro- 
seguimos analizando un problema lineal con una fuerza dada cuando la fuerza es 
bastante complicada. De los muchos métodos posibles hay dos maneras generales 
especialmente ùtiles segün las cuales podemos resolver el problema. Una es ésta: 
supongan que podemos resolverlo para fuerzas especiales conocidas taies como si- 
nusoides de diferentes frecuencias. Sabemos que es juego de ninos resolverlo para 
sinusoides. Asi tenemos los que liamaremos casos de “juego de nino”. Ahora bien, 
la pregunta es si nuestra fuerza tan complicada se puede representar como la suma 
de dos o mâs fuerzas de “juego de ninos”. En la figura 25-1 ya teniamos una curva 
bastante complicada y, por supuesto, la podemos hacer aùn mâs complicada si agre- 
gamos mâs sinusoides. De manera que es ciertamente posible obtener curvas muy 
complicadas. Y, de hecho, lo inverso también es cierto: se puede obtener prâctica- 
mente cualquier curva sumando un numéro infinito de sinusoides de diferentes longi¬ 
tudes de onda (o frecuencias) para cada una de las cuales conocemos el resultado. 
Simplemente tenemos que conocer cuânto poner de cada sinusoide para formar la 
F dada, y entonces nuestra respuesta x es la suma correspondiente de las F sinusoi¬ 
des, cada una multiplicada por su respectiva razôn de x a. F. Este método de solu- 
ciôn se llama método de la transformada de Fourier o anâlisis de Fourier. Realmen- 
te no vamos a realizar este anâlisis ahora; solo deseamos describir la idea en juego. 

Otra manera muy interesante de resolver nuestro problema tan complicado es 
la siguiente. Supongan que mediante un esfuerzo mental tremendo, fuera posible 
resolver nuestro problema para una fuerza especial, a saber, un impulso. La fuerza 
se aplica râpidamente y en seguida se élimina; desaparece completamente. En reali- 
dad necesitamos resolver solo para un impulso de cierta intensidad unitaria; cual¬ 
quier otra intensidad se puede obtener multiplicando por un factor apropiado. Sa¬ 
bemos que la respuesta x a un impulso es una oscilaciôn amortiguada. ôQué pode¬ 
mos decir de alguna otra fuerza, por ejemplo una fuerza como la de la figura 25-4? 



Fig. 25-4. Una fuerza complicada se 
puede tratar como una sucesiôn de impulsos 
agudos. 


Tal fuerza puede asemejarse a una sucesiôn de golpes con un martillo. Primero 
no hay fuerza y de subito hay una fuerza constante -impulso, impulso, impulso, 
impulso, ...- y luego cesa. En otras palabras, imaginamos que la fuerza continua es 
una sérié de impulsos muy juntos. Sabemos el resultado para un impulso, de manera 
que el resultado para toda una sérié de impulsos va a ser toda una sérié de oscilaciones 
amortiguadas: va a ser la curva para el primer impulso y luego (un poquito después) 
le sumamos la curva para el segundo impulso y la curva para el tercer impulso, y asi 
sucesivamente. Por lo tanto, podemos representar matemàticamente la soluciôn com¬ 
pléta para funciones arbitrarias, si conocemos la respuesta para un impulso. Obte¬ 
nemos la respuesta para cualquier otra fuerza simplemente por integraciôn. Este mé¬ 
todo se llama método de la funciôn de Green. Una funciôn de Green es una respues¬ 
ta a un impulso y el método 
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para analizar cüalquier fuerza juntando las respuestas de impulsos se llama método 
de la funciôn de Green. 

Los principios fisicos encerrados en estos dos esquemas son tan simples, inclu- 
yendo solo la ecuaciôn lineal, que se pueden comprender inmediatamente, pero los 
problemas matemâticos que entran en juego, las integraciones complicadas, etc., son 
demasiado avanzadas para atacarlas ahora. Con toda seguridad ustedes van a volver 
sobre esto algùn dia, cuando hayan tenido màs pràctica en matemàtica. Pero la 
idea es en realidad muy simple. 

Finalmente, hagamos algunas observaciones de por qué los sistemas lineales son 
tan importantes. La respuesta es simple: jporque los podemos resolver! De ma- 
nera que la mayor parte del tiempo resolvemos problemas lineales. Segundo (y màs 
importante), résulta que las leyes fundamentales de la fisica son a menudo li¬ 
neales. Por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell para las leyes de la electricidad 
son lineales. Las grandes leyes de la mecànica cuàntica resultan ser hasta donde 
sabemos ecuaciones lineales. Por eso es que gastamos tanto tiempo en ecuaciones 
lineales: porque si entendemos las ecuaciones lineales, estamos listos, en principio, 
para entender una cantidad de otras cosas. 

Mencionemos otra situaciôn donde se encuentran ecuaciones lineales. Cuando 
los desplazamientos son pequenos, muchas funciones pueden ser aproximadas lineal- 
mente. Por ejemplo, si tenemos un péndulo simple, la ecuaciôn correcta para su mo- 
vimiento es 

d*6/dt 2 = -(g/Z.) «en*. (25.9) 

Esta ecuaciôn se puede resolver mediante funciones elipticas, pero la manera màs 
fâcil de resolverla es numéricamente como se demostrô en el capitulo 9 en las leyes 
de movimiento de Newton. Corrientemente una ecuaciôn no lineal no se puede re¬ 
solver màs que en forma numérica. Ahora bien para 8 pequeno, senfl es prâctica- 
mente igual a 0 y tenemos una ecuaciôn lineal. Résulta que hay muchos casos donde 
pequenos efectos son lineales: como este ejemplo, el balanceo de un péndulo en pe¬ 
quenos arcos. Como otro ejemplo, si tiramos un poco de un resorte, la fuerza es 
proporcional al estiramiento. Si tiramos muy fuerte, rompemos el resorte y jla fuerza 
es una funciôn completamente diferente de la distancia! Las ecuaciones lineales son 
importantes. En realidad son tan importantes que a lo mejor el cincuenta por ciento 
del tiempo estamos resolviendo ecuaciones lineales en fisica e ingenieria. 


25-3 Oscilaciones en sistemas lineales 

Repasemos ahora las cosas sobre las cuales hemos estado hablando en los 
ùltimos capitulos. Es muy fàcil que la fisica de los osciladores se haga oscura por la 
matemàtica. La fisica es realmente muy simple y si pudiéramos olvidarnos de la ma¬ 
temàtica por un momento veriamos que podemos entender casi todo lo que sucede 
en un sistema oscilante. Primero. si tenemos solo el resorte y el peso, es fàcil de 
entender por qué el sistema oscila -es una consecuencia de la inercia- Tiramos 
la masa hacia abajo y la fuerza la tira hacia arriba; cuando pasa por cero, que es el 
lugar en que le gusta estar, no puede detenerse sùbitamente; debido a su momentum 
sigue moviéndose y oscila hacia el otro lado y continua de un lado a otro. De mane¬ 
ra que si no hubiera roce, seguramente esperariamos un movimiento oscilatorio y 
efectivamente obtenemos uno. 


Pero si hay un poco de roce siquiera, entonces en el ciclo de vuelta la oscilaciôn 
no va a ser tan grande como fue la primera vez. 

iQué es lo que pasa ahora, ciclo a ciclo? Eso dépende del tipo y de la cantidad 
de roce. Supongan que pudiéramos confeccionar un tipo de fuerza de roce que siem- 
pre se mantiene en la misma proporciôn con respecto a las otras fuerzas, la de iner¬ 
cia y la del resorte, a medida que la amplitud de la oscilaciôn varia. En otras pa¬ 
labras, para oscilaciones pequenas el roce deberia ser màs débil que para oscilacio¬ 
nes grandes. El roce ordinario no tiene esta propiedad, de manera que se debe inven- 
tar un tipo especial de roce cuidadosamente’con el especial propôsito de crear un 
roce que es directamente proporcional a la velocidad, de manera que para grandes 
oscilaciones sea mayor y para pequenas oscilaciones sea màs débil. Si sucede que te¬ 
nemos ese tipo de roce, al final de cada ciclo sucesivo el sistema esté en la misma 
condiciôn en que estaba al principio, excepto que es un poco màs chico. Todas las 
fuerzas son màs chicas en la misma proporciôn: la fuerza del resorte se reduce, los 
efectos inerciales son menores porque las aceleraciones son ahora màs débiles y el 
roce es menor también porque asi lo concebimos cuidadosamente. Cuando realmente 
tenemos ese tipo de roce, encontramos que cada oscilaciôn es exactamente la mis¬ 
ma que la primera, excepto que està reducida en amplitud. Si el primer ciclo dismi- 
nuyô la amplitud a, digamos, el 90 por 100 de lo que era al principio, la siguiente 
la va a disminuir a 90 por 100 del 90 por 100, etc.: el tamano de las oscilaciones 
se reduce en la misma fracciôn en cada ciclo. Una funciôn exponencial es una curva 
que hace exactamente eso. Cambia en el mismo factor en cada intervalo igual de 
tiempo. Es decir, si la amplitud de un ciclo relativa a la anterior se llama a, enton¬ 
ces la amplitud de la siguiente es a 2 y de la siguiente a 3 . De manera que la ampli¬ 
tud es alguna constante elevada a una potencia igual al nümero de ciclos recorridos: 

A = A 0 a n . ' (25.10) 

Pero, por supuesto, n~t, asi que esté perfectamente claro que la soluciôn general va 
a ser algûn tipo de oscilaciôn, seno o coseno cot, por una amplitud que varia màs o 
menos como b'. Pero b se puede escribir como e~ c si b es positivo y menor que 1. 
Por esto es que la soluciôn aparece como e-* 1 cos cot. Es muy simple. 

iQué sucede si el roce no es tan artificial, por ejemplo, la fricciôn comün de una 
mesa, de manera que la fuerza de roce es una cierta cantidad constante e indépen¬ 
dante de la magnitud de la oscilaciôn que invierte su direcciôn cada medio ciclo? 
Entonces la ecuaciôn ya no es màs lineal, se hace dificil de resolver y debe ser re- 
suelta por el método numérico dado en el capitulo 2, o considerando cada medio 
ciclo separadamente. El método numérico es el màs poderoso de todos y puede re¬ 
solver cualquier ecuaciôn. Solamente cuando tenemos un problema simple podemos 
usar el anâlisis matemâtico. 

El anâlisis matemâtico no es la cosa grandiosa que se dice ser; resuelve solo 
las ecuaciones màs simples. Tan pronto como las ecuaciones se hacen un poco màs 
complicadas, nada màs que un poquito -no se las puede resolver analiticamente- 
Pero el método numérico, al cual se le hizo propaganda al principio del curso, 
puede hacerse cargo de cualquier ecuaciôn de interés fisico. 

A continuaciôn, ^,qué pasa con la curva de resonancia? t,Dônde està la reso- 
nancia? Primero, imaginen por un momento que no hay roce y tenemos algo que 
pueda 
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oscilar por si mismo. Si golpeâramos el péndulo en forma précisa cada vez que pasa, 
por supuesto que podriamos hacerlo mover como loco. Pero si cerramos los ojos y 
no lo miramos y lo golpeamos a intervalos iguales arbitrarios, £qué va a suceder? 
A veces nos vamos a encontrar golpeando cuando va en el sentido contrario. Cuan- 
do sucede que tenemos el ritmo correcto, por supuesto, cada golpe va a ser dado 
justo a tiempo de manera que va cada vez mâs alto y màs alto y màs alto. De ma- 
nera que sin roce obtendriamos una curva como la curva llena de la figura 25-5 
para diferentes frecuencias. Cualitativamente, comprendemos la curva de resonan- 
cia: con el fin de obtener la forma exacta de la curva probablemente lo mâs apro- 
piado sea hacerlo matemâticamente. La curva tiende a infinito cuando a> -» a> 0 don- 
de (o tt es la frecuencia natural del oscilador. 



Fig. 25-5. Curvas de resonancia en pre- 
sencia de diverses cantidades de roce. 


Supongamos ahora que hay un poco de roce; cuando el desplazamiento del osci¬ 
lador es pequeno, el roce no lo afecta mucho; la curva de resonancia es la misma, 
excepto cuando estamos cerca de la resonancia. En vez de hacerse infinita cerca de 
la resonancia la curva va a alcanzar solamente una altura tal que el trabajo realiza- 
do por nuestros golpes cada vez es suficiente para compensar la pérdida de energia 
por roce durante el ciclo. De manera que el àpice de la curva es redondeada -no va 
a infînito—. Si hay màs roce, el âpice de la curva se redondea aûn mâs. Ahora 
bien, alguien podria decir; "yo creia que los anchos de las curvas dependian del 
roce". Eso es porque la curva se traza comùnmente de manera que su âpice se 
représenta por una unidad. Sin embargo, la expresiôn matemâtica es aûn mâs 
simple de entender, si trazamos todas las curvas con la misma escala; entonces jtodo 
lo que sucede es que el roce rebaja el âpice! Si hay menos roce, podemos subir mâs 
por ese pico antes que el roce lo corte, de manera que se ve relativamente mâs an- 
gosto. Esto es, mientras mâs alto es el mâximo de la curva, tanto mâs angosto es el 
ancho en la mitad de la altura mâxima. 


Finalmente, tomemos el caso de que haya una enorme cantidad de roce. Ré¬ 
sulta que si hay demasiado roce, el sistema no oscila en absoluto. La energia del 
resorte es apenas capaz de moverlo en contra de las fuerzas de roce, y asi, se desliza 
lentamente hasta el punto de equilibrio. 


Uamados circuitos lineales, en los cuales encontramos una analogia compléta con 
los sistemas mecânicos. No hemos aprendido exactamente por qué cada uno de los 
objetos en un circuito eléctrico funciona en la forma que lo hace -no tiene por qué 
entenderlo en este momento-; podemos establecerlo como un hecho verificable ex- 
perimentalmente que se comportan.como se ha dicho. 

Por ejemplo, tomemos el caso mâs simple posible. Tenemos un pedazo de alam- 
bre, que es una resistencia, y hemos aplicado a él una diferencia de potencial V. 
Ahora bien V tiene este significado: si llevamos una carga q a lo largo del alambre 
desde un terminal al otro terminal, el trabajo realizado es qV. Cuanto mâs alta la 
diferencia de voltaje tanto mâs trabajo se realiza cuando la carga, como decimos, 
“cae” del extremo del terminal de potencial alto al extremo de potencial bajo. De 
manera que las cargas entregan energia al ir de un extremo al otro. Ahora bien, las 
cargas no vuelan simplemente derecho desde un extremo hasta el otro; los âtomos 
del alambre ofrecen alguna resistencia a la corriente y esta resistencia obedece la 
siguiente ley para casi todas las sustancias ordinarias: si hay una corriente /, o sea, 
tantas cargas por segundo tropezando, el numéro por segundo que atraviesa trope- 
zando el alambre es proporcional a lo fuertemente que las empujan -en otras pala¬ 
bras, proporcional a cuânto voltaje existe: 

V = IR = R(dq/dt). (25.11) 

El coeficiente R se llama resistencia y la ecuaciôn se llama Ley de Ohm. La unidad 
de resistencia es el ohm; es igual a un volt por ampere. En situaciones mecànicas 
es dificil obtener tal fuerza de roce proporcional a la velocidad; en un sistema eléc¬ 
trico es muy fâcil y esta ley es extremadamente précisa para casi todos los metales. 

Estamos a menudo interesados en cuânto trabajo se realiza por segundo, la pér¬ 
dida de potencia o la energia liberada por las cargas a medida que tropiezan a lo 
largo del cable. Cuando llevamos una carga q a través de un voltaje V, el trabajo 
es qV, de manera que el trabajo realizado por segundo séria V(dqldt), que es lo mis¬ 
mo que VI o también IR ■ I = PR. Esto se llama pérdida por ealentamiento; es 
cuanto calor se généra en la resistencia por segundo, debido a la conservaciôn de la 
energia. Es este calor el que hace que funcione una lâmpara incandescente ordinaria. 

Por supuesto, hay otras propiedades interesantes de sistemas mecânicos, como la 
masa (inercia), y résulta que hay también una analogia eléctrica para la inercia. Es 
posible hacer algo llamado inductor que tiene una propiedad llamada inductancia 
tal que una corriente, una vez establecida en la inductancia no quiere detenerse. ;Se 
necesita un voltaje para cambiar la corriente! Si la corriente es constante no hay 
voltaje a través de una inductancia. Los circuitos CC no saben nada de inductancia; 
es solo cuando cambiamos la corriente que se manifiestan los efectos de la inductan¬ 
cia. La ecuaciôn es 


V = Udl/dt ) = L(d 2 q/dt 2 ), (25.12) 


25-4 Analogias en fîsica 

El siguiente aspecto a senalar en este repaso es que masas y resortes no son 
los ùnicos sistemas lineales; hay otros. En particular, hay sistemas eléctricos 


y la unidad de inductancia, llamada henry, es tal que un volt aplicado a una induc¬ 
tancia de un henry produce un cambio de un ampere por segundo en la corriente. 
La ecuaciôn (25.12) es la analogia de la ley de Newton para la electricidad, si asi 
lo deseamos: /V corresponde 
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a F, L corresponde a m, e I corresponde a la velocidad! Todas las ecuaciones si- 
guientes para los dos tipos de sistemas van a tener la misma deducciôn, porque en 
todas las ecuaciones podemos cambiar cualquier letra por su letra anâloga corres- 
pondiente y obtenemos la misma ecuaciôn; cualquier cosa que deduzcamos va a te¬ 
ner una correspondencia en los dos sistemas. 

Ahora bien, <,qué cosa eléctrica corresponde al resorte mecânico, donde existia 
una fuerza proporcional al estiramiento? Si empezamos con F = kx y reemplaza- 
mos F-> V y x-*q, obtenemos V = aq. Résulta que existe tal cosa, de hecho es el 
ùnico de los très elementos de circuito que podemos entender realmente, porque 
hemos estudiado un par de plaças paralelas y encontramos que si hubiera una carga 
de cierta cantidad igual y contraria en cada plaça, el campo eléctrico entre ellas 
séria proporcional al tamano de la carga. De manera que el trabajo realizado al 
mover una carga unitaria a través de la separaciôn de una plaça a la otra es pre- 
cisamente proporcional a la carga. Este trabajo es la définition de diferencia de po- 
tencial y es la intégral curvilinea del campo eléctrico de una plaça a la otra. Résulta 
que por razones histôricas, la constante de proporcionalidad no se llama C sino 
1/C. Pudo haber sido llamada C, pero no lo fue. Tenemos entonces 

V = q/C. (25.13) 

La unidad de capacitancia C es el farad; una carga de un coulomb en cada plaça de 
un capacitor de un farad produce una diferencia de potencial de un volt. 

Ahi estàn nuestras analogias y la ecuaciôn correspondiente al circuito oscilante 
se transforma en lo siguiente, mediante sustituciôn directa de m por L, x por q, etc.: 

m(d 2 x/dl 2 ) + y>n(dx/dl) + kx = F, (25.14) 

L(d 2 q/dt 2 ) + R(dq/dl) + q/C = V. (25.15) 

Ahora bien, todo lo que aprendimos acerca de (25.14) se puedc transformar para 
aplicarlo a (25.15). Cualquier consecuencia es la misma; es tan igual, que hay algo 
brillante que podemos hacer. 

Supongan que tenemos un sistema mecânico bastante complicado, no solo una 
masa en un resorte, sino que varias masas en varios resortes todos enganchados 
entre si. <;Qué hacemos? /.Resolvcrlo? A lo niejor; pero miren, podemos hacer un 
circuito eléctrico ique va a tener las mismas ecuaciones que el objeto que cstamos 
tratando de analizar! Por ejemplo, si queriamos analizar una masa en un resorte. 
( ',por que no construir un circuito eléctrico en el cual usamos una inductancia pro¬ 
porcional a la masa, una rcsistcncia proporcional al my correspondiente. //C 
proporcional a k, todas en las misma propoiciôn? Entonces este circuito eléctrico va 
a ser, por supuesto, la analogia exacta del mecânico nuestro en el sentido que cual¬ 
quier cosa que haga q en respuesta a V (V también se hace corresponder a las fuer- 
zas que estàn actuando) ;asi lo harâ .v en respuesta a la fuerza! De manera que asi 
tenemos algo complicado con una gran cantidad de elementos concctados, podemos 
conectar una cantidad de resistencias, inductancias y capacitancias para imitar 
el sistema mecânico complicado. <,CuâI es la ventaja de esto? Un problcma es tan 
dificil (o tan fâcil) como el otro, porque son exactamente 


équivalentes. La ventaja no es que sea mâs fâcil resolver las ecuaciones matemâti- 
cas después que descubrimos que tenemos un circuito eléctrico (jaunque ése es el 
método usado por los ingenieros eléctricos!), sino que en vez de ello, la verdadera 
razôn para mirar al anâlogo es que es mâs fâcil hacer el circuito eléctrico y cam¬ 
biar algo en el sistema. 

Supongan que hemos disenado un automôvil y queremos saber cuânto se va a 
sacudir cuando pase por un cierto tipo de camino lleno de bâches. Construimos un 
circuito eléctrico con inductancias que representen la inercia de las ruedas, las 
constantes de resorte como condensadores para representar los resortes de las rue¬ 
das y resistencias para representar los amortiguadores, etc., para las otras partes del 
automôvil. A continuaciôn necesitamos un camino lleno de bâches. De acuerdo, 
aplicamos un voltaje de un generador que représente tal y tal tipo de bâche y des¬ 
pués miramos cômo se sacude la rueda izquierda midiendo la carga en algùn con 
densador. Habiéndola medido (lo que es fâcil de hacer) encontramos que se estâ 
sacudiendo mucho. ^Necesitamos mâs amortiguamiento o menos? Con una cosa tan 
complicada como un automôvil, ^realmente cambiamos el amortiguador y lo resolve- 
mos todo de nuevo? jNo!, simplemente movemos un dial; el dial numéro diez es el 
amortiguador numéro très. Asi que introducimos mâs amortiguamiento. Las sacudi- 
das son peores -de acuerdo, probamos con menos-. Las sacudidas son peores aûn; 
cambiamos la dureza del resorte (dial 17) y ajustamos todas estas cosas eléctrica- 
mente, simplemente girando una perilla. 

Esto se llama computadora analôgica. Es un dispositivo que imita el problema 
que queremos resolver, creando otro problema que tiene la misma ecuaciôn, pero en 
otras circunstancias de la naturaleza y jque es mucho mâs fâcil de construir. de 
medir, de ajustar y de destruir! 


25-5 Impedancias en sérié y en paralelo 

Finalmente hay un detalle importante que no tiene casi la naturaleza de repaso. 
Tiene que ver con un circuito eléctrico en el cual hay mâs de un elemento de circui¬ 
to. Por ejemplo, cuando tenemos un inductor, una resistencia y un condensador 
conectados como en la figura 24-2. notamos que toda la carga pasaba por cada uno 
de los très, de manera que en un objeto tal conectado tan singularmente. la corriente 
es la misma en todos los puntos del alambre. Como la corriente es la misma en cada 
uno. el voltaje a través de R es IR; el voltaje a través de L es L(dlldt), etc. De 
manera que la caida total del potencial es su suma de éstos y esto conduce a la 
ecuaciôn (25.15). Usando numéros complejos. encontramos que podiamos resolver 
la ecuaciôn para el movimiento estacionario en respuesta a una fuerza sinusoidal. 
Encontramos aqui que V = ZI. Ahora Z se llama la impedancia de ese circuito 
particular. Nos dice que si aplicamos un voltaje sinusoidal V , obtenemos una 
corriente /. 

Supongan ahora que tenemos un circuito mâs complicado que tiene dos partes 
que por si mismas tienen una cierta impedancia Z, y Z, y las ponemos en série 
(Fig. 25-6a) y aplicamos un voltaje. ôQué pasa? Ahora es un poco mâs complicado. 
pero si / es la corriente a través de Z,, la diferencia de potencial a través de Z,, es 
Ê, = /Z,; igualmente el voltaje a través Z, es Ê, - /Z,. La misma corriente pasa 
por ambos. Luego el voltaje total es la suma de los voitajes a través de las dos sec- 
ciones 
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y es igual a F = F, + V 2 = (Z L + Zj) /. Esto significa que el voltaje en el cir- 
cuito completo se puede escribir V = ÎZ S , donde la Z s del sistema combinado en 
sérié es la suma de los dos Z de cada parte: 

£ 5 = Z, + Z 2 . (25.16) 

Esta no es la ûnica manera de conectar las cosas. También las podemos conec¬ 
tar de otra manera, llamada conexiôn en paralelo (Fig. 25-6b). Ahora vemos que un 
voltaje dado aplicado a los terminales, si los alambres de conexiôn son conductores 
perfectos, esta aplicado efectivamente a ambas impedancias y va a dar origen a 
corrient.es .en cada una independientemente. Luego, la corriente en Z, es igual a 
/, = F/Z,. La corriente en Z 2 es / 2 = F/Z 2 . Es el mismo voltaje. La corriente 
total que se entrega a.los terminales es la suma de las corrientes en las dos seccio- 
nes: I = F/Z, + F/Z 2 . Esto se puede escribir 


(Î/Zi) + (Î/Z 2 ) P ' 

Asi 

1/Z P = 1 / 2 , + 1/Z 2 . (25.17) 

Circuitos mâs complicados pueden simplificarse a veces tomando partes de ellos, 
trabajando con las impedancias sucesivas de las partes y combinando el circuito 
paso a paso, usando las réglas anteriores. Si tenemos cualquier tipo de circuito con 
muchas impedancias conectadas de todas las maneras posibles y si incluimos los 
voltajes en forma de pequeiios generadores sin impedancia (cuando pasamos carga a 
traves de el, el generador agrega un voltaje F), entonces se aplican los siguientes 
principios: (1) En cualquier nudo la suma de las corrientes hacia el nudo es cero. 
O sea, toda la corriente que entra debe salir. (2) Si llevamos una carga alrededor 
de cualquier malla, volviendo al punto de partida, el trabajo neto realizado es cero. 
Estas réglas se llaman leyes de Kirchhoff para circuitos eléctricos. Su aplicaciôn 
sistematica a circuitos complicados a menudo simplifica su anàlisis. Los menciona- 
mos aqui junto con las ecuaciones (25.16) y (25.17), en el caso que ustedes ya hayan 
encontrado taies circuitos que necesitan analizar en el trabajo de laboratorio. Van 
a ser discutidas de nuevo con mayor detalle el prôximo ano. 
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26-1 La luz 

Este es el primera de un4 sérié de capitulos sobre el tema radiaciôn electromag- 
nética. La luz, con la cual vemos. es solo una pequena parte de un vasto espectro 
del mismo tipo de cosas, distinguiéndose las diversas partes de este espectro por 
valores diferentes de una cierta cantidad que varia. Esta cantidad variable podria 
llamarse la "longitud de onda". A medida que esta varia en el espectro visible, la 
luz aparentemente cambia de color de rojo a violeta. Si exploramos el espectro sistc- 
màticamente, desde longitudes de ondas largas hacia las màs cortas, empezariamos 
con lo que se llama comùnmentc ondas de radio. Las ondas de radio son asequibles 
técnicamente en un gran intcrvaio de longitudes de onda, algunas aùn màs largas 
que las usadas en las radiodifusiones regulares; las difusiones radiales regulares 
tienen longitudes de ondas correspondientes a unos 500 métros. A continuaciôn estàn 
las asi llamadas "ondas cortas", por ejemplo, ondas de radar, ondas milimétricas, 
etcétera. No existe ningün limite definido entre uno y otro intervalo de longitudes 
de ondas, porque la naturaleza no se nos présenta con limites bien definidos. El 
numéro asociado con un nombre dado para las ondas es aproximado solamente y 
también lo son por supuesto los nombres que damos a los diferentes intervalos. 

A continuaciôn, después de un largo camino por las ondas milimétricas, llega- 
mos a lo que llamamos el infrarrojo y, por lo tanto, al espectro visible. A continua¬ 
ciôn, avanzando hacia el otro lado llegamos a la région que se llama ultravioleta. 
Donde termina el ultravioleta, empiezan los rayos X, pero no podemos définir pre 
cisamente donde sucede esto; es aproximadamente a 10 * m, o 10 : n. Estos son 
rayos X “blandos”; luego estàn los rayos X ordinarios y rayos X muy duras; luego 
los rayos y, etc., para valores cada vez menores de esta dimension llamada longitud 
de onda. 
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Dentro de esta vasta gama de longitudes de onda, hay très o mâs regiones de 
aproximaciôn que son especialmente interesantes. En una de éstas, existe una con- 
diciôn en la cual las longitudes de onda que intervienen son muy pequenas compa- 
radas con las dimensiones del equipo disponible para su estudio; ademàs las energias 
de los fotones, usando la teoria cuàntica, son pequenas comparadas con la sensi- 
bilidad energética del equipo. En estas condiciones podemos hacer una primera apro¬ 
ximaciôn por un método llamado ôptica geométrica. Si, por otro lado, las longitudes 
de ondas son comparables a las dimensiones del equipo, lo que es dificil de obte- 
ner con la luz visible pero màs fàcil con ondas de radio, y si las energias de los 
fotones son todavia despreciablemente chicas, entonces se puede hacer una aproxi¬ 
maciôn muy ùtil estudiando el comportamiento de las ondas, aun sin tomar en cuen- 
ta la mecànica cuàntica. Este método se basa en la teoria clâsica de la radiaciôn 
electromagnética, que va a ser discutida en un capitulo màs adelante. A continua- 
ciôn, si vamos a las longitudes de ondas màs cortas, donde podemos despreciar el 
caràcter ondulatorio. pero donde los fotones tienen una energia muy grande compa- 
rada con la sensibilidad del equipo, las cosas se hacen sencillas de nuevo. Esta es la 
imagen simple del fotôn que vamos a describir solo muy aproximadamente. La ima- 
gen compléta, que unifica todo en un solo modelo no nos serà asequible por mucho 
tiempo. 

En este capitulo nuestra discusiôn se limita a la région de la ôptica geométrica, 
en la cual nos olvidamos del caràcter ondulatorio y fotônico de la luz, lo que va a 
ser explicado a su debido tiempo. Ni siquiera nos preocupamos de decir lo que es 
la luz, sino solo de averiguar cômo se comporta en una escala grande comparada 
con las dimensiones de interés. Todo esto debe ser dicho para poner énfasis en 
que lo que vamos a decir es una mera aproximaciôn; éste es uno de los capitulos 
que vamos a tener que "desaprender” de nuevo. Pero lo vamos a desaprender muy 
pronto, porque vamos a seguir casi inmediatamente con un método mâs preciso. 

Aunque la ôptica geométrica es solo una aproximaciôn, es de una gran impor- 
tancia técnica y de gran interés histôrico. Vamos a presentar este tema mâs histô- 
ricamente que otros para dar una idea del desarrollo de una teoria fisica o de una 
idea fisica. 


Fig. 26-1. El ângulo de incidencia es 
igual al ângulo de réflexion. 


26-2 Réflexion y refracciôn 

La discusiôn anterior es suficiente sobre el concepto bâsico de la ôptica geomé- 
rica -ahora debemos ir un poco mâs allà en los aspectos cuantitativos- Hasta 
ahora tenemos a la luz yendo en linea recta entre dos puntos solamente; estudiemos 
ahora el comportamiento de la luz cuando golpea diversos materiales. El objeto mâs 
simple es un espejo y la ley para el espejo es que cuando la luz golpea el espejo, 
no sigue en linea recta, sino que rebota del espejo en una nueva linea recta que 
cambia cuando cambiamos la inclinaciôn del espejo. La pregunta para los antiguos 
era: C ',cuàl es la relaciôn entre los dos ângulos que entran en juego? Esta es una re¬ 
lation muy simple, descubierta hace mucho tiempo. La luz que choca con un espejo 
viaja de tal manera que los dos ângulos entre cada rayo y el espejo, son iguales. Por 
alguna razôn se acostumbra medir los ângulos desde la normal a la superficie del es¬ 
pejo. De manera que la llamada ley de réflexion es 

Oi = 0 r . (26.1) 

Esta es una proposition bastante simple, pero se encuentra un problema màs 
dificil cuando la luz va desde un medio a otro, por ejemplo desde el aire al agua; 
aqui también vemos que no va en linea recta. En el agua el rayo tiene una inclina¬ 
ciôn con respecto a su trayectoria en el aire; si cambiamos el ângulo fl, de manera 
que se acerque a la vertical, entonces el ângulo “en que se quiebra” no es tan gran 
de. Pero si inclinamos el rayo de luz en un ângulo considérable, entonces la desvia- 
ciôn es muy grande. 



Primero, la luz es, por supuesto, familiar para todo el mundo y ha sido familiar 
desde tiempo inmemorial. Ahora bien, un problema es: ^mediante qué proceso vemos 
la luz? Ha habido muchas teorias, pero finalmente se asentô una segûn la cual es 
que hay algo que entra al ojo -que rebota de los objetos y entra al ojo. Hemos 
escuchado esa idea por tanto tiempo que la aceptamos y es casi imposible para nos- 
otros darnos cuenta que hombres muy inteligentes hayan propuesto teorias contra¬ 
rias -que algo sale del ojo y palpa el objeto. por ejemplo-. Algunas otras observa- 
ciones importantes son que cuando la luz va de un lugar a otro, va en lineas rectas, 
si no hay nada en el camino, y que los rayos no parecen interferir unos con otros. 
Esto es, la luz se entrecruza en todas direcciones en la pieza, pero la luz que està 
pasando por nuestra linea de vision no afecta la luz que nos llega de algûn objeto. 
Esto fue una vez un argumento poderosisimo en contra de la teoria corpuscular; 
fue usado por Huygens. Si la luz fuera como muchas fléchas disparadas, <,cômo 
podrian otras fléchas pasar entre ellas tan fâcilmente? Taies argumentos filosôficos 
no son de mucho peso. jUno siempre podria decir que la luz estâ formada por flé¬ 
chas que pasan a través de ellas mismas! 



Fig. 26-2. Un rayo de luz se réfracta 
cuando pasa de un medio a otro. 


La pregunta es: ( ',cuâl es la relaciôn entre uno y otro ângulo? Esto intrigô tam¬ 
bién a los antiguos por mucho tiempo jy aqui nunca encontraron la respuesta! 
Es, sin embargo, uno de los pocos lugares de toda la fisica griega donde uno 
puede encontrar algunos resultados experimentales registrados. Claudio Tolomeo 
hizo una lista del ângulo en el agua para cada uno de un numéro de ângulos di- 
ferentes en el aire. La tabla 26-1 muestra los ângulos en el aire en grados y el 
ângulo correspondante medido en el agua. (Comùnmente se dice que los sabios 
griegos ni' hacian nunca experimentos. Pero séria imposible obtener 
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Tabla 26-1 


Tabla 26-2 


Angulo 

Angulo 

Angulo 

Angulo 

en el aire 

en el agua 

en el aire 

en el agua 

10° 

8° 

10° 

7-1/2° 

20° 

15-1/2° 

20° 

15° 

30° 

22-1/2° 

30° 

22° 

40° 

28° 

40° 

29° 

50° 

35° 

50° 

35° 

60° 

40-1/2° 

60° 

40° 

70° 

>45° 

70° 

48° 

80° 

50° 

80° 

49-1/2° 


esta tabla de valores sin conocer la ley duradera, excepto mediante el experimento. 
Debe anotarse, sin embargo, que éstos no representan medidas cuidadosas indépen¬ 
dantes para cada àngulo, sino solo algunos numéros interpolados de unas pocas 
medidas, porque todos ellos se ajustan perfectamente a una paràbola.) 

Este es entonces uno de los pasos màs importantes en el desarrollo de una ley 
fisica: primero observamos un efecto, luego lo medimos y lo registramos en una 
tabla; luego tratamos de encontrar la régla mediante la cual una cosa esté conec- 
tada con la otra. La tabla numérica anterior fue hecha en el ano 140 D.C., jpero 
no fue sino en 1621 cuando alguien encontrô finalmente la régla que conecta a los 
dos àngulos! La régla, encontrada por Willebrord Snell, un matemâtico holandés, 
es como sigue: si 0, es el ângulo en el aire y Q r el àngulo en el agua, entonces ré¬ 
sulta que el seno de 0,- es igual a un cierto mùltiplo constante del seno de 0 r : 

sin 6i = n sen d r . (26.2) 

Para el agua el numéro n es aproximadamente 1.33. La ecuaciôn (26-2) se llama 
ley de Snell; nos permite predecir cômo se va a inclinar cuando va desde el aire 
al agua. La tabla 26-2 muestra los àngulos en el aire y en el agua de acuerdo con 
la ley de Snell. Nôtese el notable acuerdo con la lista de Tolomeo. 


26-3 El principio de Fermât del tiempo minimo 

Ahora bien, en un mayor desarrollo de la ciencia queremos màs que una formu¬ 
la. Primero tenemos una observaciôn, luego numéros que medimos, luego tenemos 
una ley que résumé todos los numéros. Pero la verdadera gloria de la ciencia es 
que podemos encontrar una manera de pensar tal que la ley sea évidente. 

La primera manera de pensar que hizo évidente la ley del comportamiento de la 
luz fue descubierto por Fermât cerca de 1650. y se llama el principio del tiempo 
minimo o principio de Fermât. Su idea es ésta: que de todos los posibles caminos 
que puede tomar para ir de un punto a otro, la luz toma el camino que requiere el 
tiempo màs corto. 

Mostremos primero que esto es cierto para el caso del espejo, que este principio 
sencillo contiene tanto la ley de la propagaciôn rectilinea como la ley del espejo. 
;De manera que nuestra comprensiôn està aumentando! Tratemos de encontrar la 
soluciôn 


Fig. 26-3. Ilustraciôn del principio del 
tiempo minimo. 


para el siguiente problema. En la figura 26-3 se muestran dos puntos A y B y un 
espejo piano MM’. ^Cuâl es la manera de ir de A a B en el tiempo màs corto? jLa 
respuesta es ir directamente de A a B\ Pero si agregamos una régla extra que la 
luz tiene que chocar con el espejo y volver en el tiempo màs corto, la respuesta no 
es tan sencilla. Una manera podria ser ir lo màs râpidamente posible al espejo y 
después ir a B por el camino A D B. Por supuesto obtenemos entonces un camino 
largo D B. Si nos movemos un poco hacia la derecha, a E, aumentamos ligeramente 
la primera distancia, pero disminuimos mucho la segunda y asi el largo del camino 
total, y por lo tanto el tiempo de viaje es menor. j,Cômo se puede encontrar el pun¬ 
to C para el cual el tiempo es el màs corto? Lo podemos encontrar de una manera 
muy bonita mediante un truco geométrico. 

Construimos al otro lado de MM’ un punto artificial B' que està a la misma 
distancia debajo del piano MM’ que el punto B està sobre el piano. Entonces di- 
bujamos la linea EB’. Ahora bien, como BFM es un àngulo recto y BF — FB’, 
EB es igual a EB’. Luego la suma de las dos distancias AE + EB, que es propor- 
cional al tiempo que se va a demorar si la luz viaja con velocidad constante, también 
es la suma de las dos longitudes AE + EB'. Por lo tanto el problema se convierte 
en: ^.cuàndo es minima la suma de estas dos longitudes? La respuesta es fàcil: 
jeuando la linea pasa por el punto C como una linea recta de A a B’\ En otras pala¬ 
bras tenemos que encontrar el punto a partir del cual vamos hacia el punto artificial 
y ése serà el correcto. Ahora, si ACB’ es una linea recta, entonces el àngulo BCF 
es igual al àngulo B'CF y por lo tanto al àngulo ACM. Por lo tanto, la afirmaciôn 
de que el àngulo de incidencia es igual al àngulo de réflexion es équivalente a la 
afirmaciôn de que la luz va al espejo de manera tal que vuelve al punto B’ en el 
menor tiempo posible. Originalmente Herôn de Alejandria afirmô que la luz viaja 
de tal manera que va al espejo y al otro punto en la menor distancia posible; asi 
que no es una teoria moderna. Fue esto lo que inspiré a Fermât a sugerir que tal 
vez la refracciôn funcionaba con bases similares. Pero para la refracciôn la luz evi- 
dentemente no usa el camino de menor distancia, asi Fermât ensayô la idea de que 
toma el tiempo màs corto. 


Antes que prosigamos analizando la refracciôn, debiéramos hacer una observa- 
ciôn màs acerca del espejo. Si tenemos una fuente de luz en el punto B y envia luz 
hacia el espejo, vemos que la luz que va a A desde el punto B llega a A exactamente 
de la misma manera como habria Uegado a A si hubiera habido un objeto en B' y 
ningùn espejo. Por supuesto, que el ojo détecta solo la luz que entra fisicamente; 
asi que si tenemos un objeto en B y un espejo que hace que la luz llegue 
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Fig. 26-4. Ilustraciôn del principio de 
Fermât para la refracciôn. 

ai ojo exactamente de la misma manera como habria Uegado al ojo si el objeto hu 
biera estado en B’, entonces cl sistema ojo-cerebro interpréta eso, suponiendo que 
no sabe mucho, como si hubiera un objeto en B'. De manera que la ilusiôn que hay 
un objeto detrâs del espejo se debe simplemente a que la luz que està entrando al 
ojo està entrando de la misma manera, fisicamente, como habria entrado si hubiera 
habido un objeto detrâs (con excepciôn de la suciedad en el espejo y de nuestro 
conocimiento de la existencia del espejo, etc., lo que se corrige en el cerebro). 

Demostremos ahora que el primcipio del tiempo minimo va a dar la ley de Snell 
de la refracciôn. Debemos, sin embargo, hacer una suposiciôn acerca de la velocidad 
de la luz en el agua. Vamos a suponer que la velocidad de la luz en el agua es 
menor que la velocidad de la luz en el aire en un cierto factor n. 

En la figura 26-4 nuestro problema es de nuevo ir de A a B en el tiempo màs 
corto. Para demostrar que lo mejor no es ir simplemente en linea recta, supongamos 
que una hermosa jovencita se ha caido de un bote y està gritando pidiendo ayuda 
en el agua en el punto B. La linea marcada X es la orilla. Nosotros estamos en un 
punto A en tierra y vemos el accidente y podemos correr y también nadar. Pero 
podemos correr màs ràpido de lo que podemos nadar. (,Qué hacemos? (.Vamos en 
linea recta? (jSi, sin duda!) Sin embargo, si usâramos un poco mâs de inteligencia 
nos dariamos cuenta que es ventajoso seguir una distancia un poco mayor por tierra 
para disminuir la distancia en el agua, porque nos movemos mâs lentamente en el 
agua. (jSiguiendo esta linea de razonamiento, diriamos que lo correcto séria calcular 
muy cuidadosamente lo que debe hacerse!) En fin, tratemos de demostrar que la 
soluciôn final del problema es el camino ACB, y que este camino toma el menor 
de los tiempos posibles. Si es el camino màs corto, eso significa que si tomamos cual- 
quier otro, va a ser mâs largo. De manera que si graficâramos el tiempo que demora 
en funciôn de la posiciôn del punto X, obtendriamos una curva algo parecida a la 
que se muestra en la figura 26-5 donde el punto C corresponde al 




Fig. 26-5. El tiempo minimo correspon¬ 
de al punto C, pero puntos cercanos corres- 
ponden a casi el mismo tiempo. 


menor de los tiempos posibles. Esto significa que si movemos el punto X hasta pun¬ 
tos cercanos a C, en primera aproximaciôn no hay esencialmente ningun cambio en 
el tiempo, porque la inclination es cero en el fondo de la curva. Asi, pues, nuestra 
manera de encontrar la ley va a ser considerar que movemos el lugar en una peque- 
na cantidad y exigir que no haya esencialmente ningün cambio en el tiempo. (Por 
supuesto, que hay un cambio infinitésimal de segundo orden; deberiamos tener un 
aumento positivo para desplazamientos en cualquiera direcciôn desde C.) De manera 
que consideramos un punto vecino X y calculamos cuânto tomaria en ir de A a B 
por los dos caminos y comparamos el nuevo camino con el antiguo. Esto es muy 
fâcil de hacer. Queremos que la diferencia sea, por supuesto, casi cero si la distancia 
XC es pequena. Primero, fijense en el camino en tierra. Si dibujamos una perpen- 
dicular XE vemos que este camino està acortado en una cantidad EC. Digamos 
que ganamos por no tener que ir esa distancia adicional. Por otro lado, en el agua, 
dibujando una perpendicular correspondiente CF, encontramos que tenemos que 
avanzar la distancia adicional XF, y eso es lo que perdemos. O sea que en tiempo, 
ganamos el tiempo que habria tomado avanzar la distancia EC, pero perdemos el 
tiempo que habria tomado avanzar la distancia XF. Estos tiempos deben ser iguales, 
ya que en primera aproximaciôn no debe haber cambio en el tiempo. Pero suponien¬ 
do que en el agua la velocidad es 1/n veces la del aire, debemos tener 


EC = 


• XF. 


(26.3) 


Por lo tanto, vemos que cuando tenemos el punto preciso, XC sen EXC = nXC 
sen XCF o, simplificando el largo de la hipotenusa comùn XC y notando que 

EXC = ECN = 8i y XCF = BCN’ = 8 r , 


tenemos 


sin 6i = n sen 6 r . (26.4) 

De manera que para ir de un punto a otro en el tiempo minimo cuando el cociente 
entre las velocidades es n, la luz debe entrar en un àngulo tal que el cociente entre 
los senos de los ângulos 0, y 0 r sea el cociente entre las velocidades en los dos 
medios. 


26-4 Aplicaciones del principio de Fermât 

Consideremos ahora alguna de las consecuencias interesantes del principio del 
tiempo minimo. Primero està el principio de reciprocidad. Si al ir de A a B hemos 
encontrado el camino de tiempo minimo, al ir en la direcciôn opuesta (suponiendo 
que la luz va con la misma velocidad en cualquier direcciôn) el tiempo mâs corto 
corresponderà al mismo camino y, por lo tanto, si la luz puede ser enviada en un 
sentido, puede ser enviada en el otro. 

Un ejemplo interesante es un bloque de vidrio con caras paralelas planas for- 
mando un àngulo con el haz de luz. La luz al ir a través del bloque desde el punto 
A al punto B (Fig. 26-6), no va en linea recta, sino que disminuye el tiempo en el blo- 
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Fig. 26-7. Cerca del horizonte el sol 
Fig. 26-6. Un rayo de luz se desvia aparente esté mâs alto que el sol verdade- 

cuando pasa por un bloque transparente. ro en cerca de 1/2 grado. 


que haciendo el àngulo en el mismo menos inclinado, aunque pierde un poco en el 
aire. El rayo se desplaza sencillamente paralelo a si mismo porque los ângulos de 
entrada y de salida son los mismos. 

Un tercer fenômeno interesante es que cuando vemos ponerse el sol, jya estâ 
bajo el horizonte! No parece como si estuviera debajo del horizonte, pero esta 
(Fig. 26-7). La atmôsfera de la tierra es enrarecida arriba y densa abajo. La luz 
viaja mâs lentamente en el aire que en el vacio, y asi la luz del sol puede llegar al 
punto S mâs allà del horizonte mâs râpidamente si en vez de ir simplemente en linea 
recta, évita las regiones densas donde va mâs lentamente, atravesàndolas con una 
mayor inclinaciôn. Cuando parece ponerse tras el horizonte, realmente estâ hace 
rato bajo el horizonte. Otro ejemplo de este fenômeno es el espejismo que uno ve 
a menudo cuando maneja en caminos calurosos. Uno ve “agua” en el camino, pero 
cuando llega ahi ; estâ tan seco como el desierto! Lo que estamos viendo realmente 
es la luz del cielo “reflejada” en el camino: la luz del cielo, con rumbo al camino, 
piiede terminar en el ojo como se muestra en la figura 26-8. <,Por qué? El aire estâ 
muy caliente justo sobre el camino, pero estâ mâs frio mâs arriba. El aire caliente 
estâ mâs expandido que el aire frio y es mâs enrarecido y es menor la disminuciôn de 
la velocidad de la luz. O sea, la luz va mâs râpido en la région caliente que en la région 
fria. Por lo tanto, la luz en vez de decidir irse de una manera directa, tiene también 
un camino de tiempo minimo, por e! cual entra por un rato en la région donde se 
mueve mâs râpido a fin de ahorrar tiempo. Asi, pues, puede seguir una curva. 
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Camino o arena caliente 


Fig. 26-8. Un espejismo. 


Como otro ejemplo importante del principio de tiempo minimo, supongan que 
quisiéramos disponer una situaciôn en la cual tenemos que toda la luz que sale de 
un punto P se recolecta en otro punto P’ (Fig. 26-9). Eso significa, por supuesto, 
que la luz puede ir en una linea recta de F a P\ Eso estâ bien; pero, (,cômo podemos 
arreglarnos para que no solamente vaya derecho, sino que la luz que parte de P 
a Q también termine en P’1 Queremos juntar toda la luz en lo que llamamos foco. 
iComol Si la luz toma siempre el camino de tiempo minimo, 



. Fig. 26-10. Un sistema ôptico de en- 
Fig. 26-9. Una "caja negra" ôptica. toque. 


entonces ciertamente no deberia querer seguir todos esos caminos. ;La ùnica manera 
para que la luz pueda estar perfectamente satisfecha de tomar varios caminos adya- 
centes es hacer aquellos tiempos exactamente iguales! De otra manera, seleccionaria 
el de tiempo minimo. Por lo tanto, el problema de hacer un sistema de enfoque es 
sencillamente arreglar un dispositivo tal jque le toma a la luz el mismo tiempo para 
ir por todos los caminos diferentes! 

Esto es fâcil de hacer. Supongan que tuviéramos un pedazo de vidrio en el cual 
la luz va mâs despacio que en el aire (Fig. 26-10). Ahora consideren un rayo que va 
por el aire por el camino PQP’. Ese es un paso mâs largo que desde P directamente 
a P’ y sin duda demora un tiempo mayor. Pero si introdujéramos un pedazo de 
vidrio del grosor justo (después averiguaremos qué grosor) ipodria compensar 
exactamente el exceso de tiempo que demoraria la luz yendo oblicua! En este caso 
podemos hacer que el tiempo que la luz demora en atravesar derecho sea el mismo 
que el tiempo que demora en ir por el camino PQP’. Igualmente, si tomamos un 
rayo PRR’P’ que estâ algo inclinado, no es tan largo como PQP' y no tenemos que 
compensar tanto como para el recto, pero tenemos que compensar algo. Terminâ¬ 
mes con un pedazo de vidrio como el de la figura 26-10. Con esta forma toda la luz 
que viene de P va a P'. Esto, por supuesto, es bien conocido por nosotros y llama¬ 
mos a tal dispositivo lente convergente. En el capitulo siguiente vamos a calcular 
realmente qué forma debe tener la lente para hacer un enfoque perfecto. 



Fig. 26-11. Un espejo elipsoidal. 


Consideren otro ejemplo: supongan que deseamos disponer algunos espejos de 
manera que la luz de P vaya siempre a P’ (Fig. 26-11). Por cualquier camino ella 
va a algun espejo y vuelve y todos los tiempos deben ser iguales. Aqui siempre la luz 
viaja en el aire de manera que el tiempo y la distancia son proporcionales. Por lo tan¬ 
to, la afirmaciôn que todos los tiempos son iguales es igual a la afirmaciôn que la dis¬ 
tancia total es la misma. Por lo tanto, la suma de las dos distancias r , y r 2 debe ser 
una constante. Una elipse es la curva que tiene la propiedad de que la suma de las 
distancias desde dos puntos es constante para todo punto sobre la elipse; asi po¬ 
demos estar seguros que la luz de un foco va a ir al otro. 


El mismo principio funciona para concentrar la luz de una estrella. El gran te- 
lescopio de Palomar de cinco métros estâ construido segûn el siguiente principio. 
Imaginen un estrella alejada miles de millones de 
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Fig. 26-12. Un espejo paraboloidal. 


kilômetros; deseariamos lograr que toda la luz que entra llegue a un foco. Por cierto 
que no podemos dibujar los rayos que llegan hasta la estrella, pero de todos modos 
deseamos verificar si los tiempos son iguales. Por supuesto, sabemos que cuando los 
diversos rayos han llegado a un piano KK’, perpendicular a los rayos, todos los 
tiempos en este piano son iguales (Fig. 26-12). Los rayos deben entonces bajar hasta 
el espejo y proseguir a P’ en tiempos iguales. Esto es, debemos encontrar una curva 
que tenga la propiedad de que la suma de las distancias XX’ + X’P’ sea una cons¬ 
tante, cualquiera sea la elecciôn X. Una manera fâcil de encontrarla es prolongar la 
linea XX’ hasta un piano LL’. Ahora bien, si disponemos nuestra curva de manera 
que A’A” = A’P’, B’B” - B'P’, C’C” = C’P’, etc., tendremos nuestra curva, por- 
que entonces, por supuesto, AA’ + A'P’ = AA’ + A’A” va a ser constante. Asi, 
pues, nuestra curva es el lugar geométrico de todos los puntos équidistantes de una 
linea y un punto. Esa curva se llama paràbola; el espejo se hace en forma de pa- 
ràbola. 

Los ejemplos anteriores ilustran el principio con el cual pueden ser disenados 
esos dispositivos ôpticos. Las curvas exactas pueden ser calculadas usando el prin¬ 
cipio segün el cual, para enfocar perfectamente, los tiempos de viaje deben ser exac- 
tamente iguales para todos los rayos de luz, al mismo tiempo que son menores que 
para cualquier otro camino vecino. 

Vamos a discutir mâs estos dispositivos ôpticos de enfoque en el capitulo si- 
guiente; discutamos ahora el desarrollo subsiguiente de la teoria. Cuando se des- 
arrolla un nuevo principio teôrico, como el principio del tiempo minimo, nuestra 
primera inclinaciôn séria querer decir: “Bueno, eso es muy bonito; es delicioso, pero 
la pregunta es <,ayuda en algo a comprender la fisica?” Alguien podria decir: “Si, 
jvean cuàntas cosas podemos comprender ahora!” Otro dice: “Muy bien, pero yo 
puedo comprender los espejos también. Necesito una curva tal que todo piano tan¬ 
gente forme ângulos iguales con los dos rayos. Puedo idear una lente también, porque 
cada rayo que llega a él se dobla en ângulo por la ley de Snell.” Evidentemente la 
afirmaciôn de que el tiempo es minimo y la afirmaciôn de que los ângulos son iguales 
en la réflexion y que los senos de los ângulos son proporcionales en la refracciôn 
son lo mismo. De manera que, j,es solo una pregunta fïlosôfica o estética? Puede 
haber argumentos para ambos bandos. 

Sin embargo, la importancia de un principio poderoso es que predice nuevas 
cosas. 

Es fâcil demostrar que hay una cantidad de cosas nuevas predichas por el prin¬ 
cipio de Fermât. Primero, supongamos que hay très medios, vidrio, agua y aire; 


realizamos un experimento de refracciôn y medimos el indice n de un medio respec¬ 
te al otro. Llamemos n n el indice del aire (1) respecte al agua (2), « 13 el indice 
del aire (1) respecte al vidrio (3). Si midiéramos agua respecte a vidrio, deberiamos 
encontrar otro indice que llamaremos n 2} . Pero no hay ninguna razôn a priori por 
que habria de haber alguna conexiôn entre n i2 , « 13 y n 2V Por otro lado, de acuerdo 
con la idea del tiempo minimo, existe una relaciôn bien definida. El indice n n es 
el cociente entre dos cosas, la velocidad en el aire y la velocidad en el agua; n 13 
es el cociente entre la velocidad en el aire y la velocidad en el vidrio; « 23 es el 
cociente entre la velocidad en el agua y la velocidad en el vidrio. Luego simplifica- 
mos el aire y obtenemos 


Vl/VS 

vi/v 2 


«13 . 
«12 


(26.5) 


En otras palabras, predecimos que el indice para un nuevo par de materiales se pue¬ 
de obtener de los indices de los materiales individuales, ambos respecte al aire o 
respecte al vacio. Asi si medimos la rapidez de la luz en todos los materiales y de 
ahi obtenemos un solo numéro para cada material, a saber su indice relativo al 
vacio, llamado «,■ («, es la velocidad en el aire relativa a la velocidad en el vacio, 
etcétera), entonces nuestra formula es fâcil. El indice para dos materiales cuales- 
quiera i y y es 


(26.6) 


Usando solo la ley de Snell, no hay base para una predicciôn de este tipo.* Pero, 
por supuesto, esta predicciôn funciona. La realciôn (26.5) se conociô desde muy tem- 
prano y fue un poderoso argumente a favor del principio del tiempo minimo. 

Otro argumente para el principio del tiempo minimo, otra predicciôn, es que si 
medimos la velocidad de la luz en el agua, va a ser menor que en el aire. Esta es una 
predicciôn de un tipo totalmente diferente. Es una predicciôn brillante, porque todo 
lo que hemos medido hasta ahora son ângulos; aqui tenemos una predicciôn teôrica, 
que es bastante diferente de las observaciones de las cuales Fermât dedujo la idea 
del tiempo minimo. [Résulta, de hecho, que la velocidad en el agua es menor que la 
velocidad en el aire en la proporciôn justa que se necesita para tener el indice 
correcte! 


26-5 Un enunciado mâs preciso del principio de Fermât 

Realmente debemos hacer el enunciado del principio del tiempo minimo un poco 
mâs preciso. No fue expuesto correctamente mâs arriba. Se le llama incorrectamenle 
principio del tiempo minimo y hemos seguido con la descripciôn incorrecta por con- 
veniencia, pero ahora debemos ver cuàl es el enunciado correcte. Supongan que 
tuviéramos un espejo como en la figura 26-3. <,Qué le hace pensar a la luz que tiene 
que ir al espejo? El camino del tiempo minimo es claramente AB. Asi, algunas per- 
sonas podrian decir: “A veces es un tiempo 


* Aunque se puede deducir si se hace la hipôtesis adicional de que al agregar una capa 
de una sustancia a la superficie de otra, no cambia el posible ângulo de refracciôn en el ùltimo 
material. 
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màximo". ;No es un tiempo màximo, porque ciertamente un camino curvado toma- 
ria un tiempo aûn mâs largo! El enunciado correcto es el siguiente: un rayo que 
va en cierto camino particular tiene la propiedad de que si hacemos un pequeno 
cambio (digamos un cornmiento del 1 por 100) en el rayo de cualquier manera que 
sea, digamos en el lugar en el cual llega al espejo o en la forma de la curva o cual¬ 
quier cosa, no va a haber cambios de primer orden en el tiempo; va a haber solo 
un cambio de segundo orden en el tiempo. En otras palabras, el principio es que la 
luz toma un camino tal que hay muchos otros caminos vecinos que demoran casi 
exactamente el mismo tiempo. 



La siguiente es otra dificultad con el principio del tiempo minimo; es una que 
las personas que no gustan de este tipo de teorias nunca pudieron aceptar. Con la 
teoria de Snell podemos “entender" la luz. La luz va caminando, ve una superficie, 
se curva porque hace algo en la superficie. La idea de causalidad, de que va de un 
punto a otro y a otro, etc., es fàcil de entender. Pero el principio del tiempo minimo 
es un principio filosôfico completamente diferente acerca de cômo funciona la na- 
turaleza. En vez de decir que es algo causal, que cuando hacemos algo, otra cosa 
sucede, etc., dice esto: nosotros establecemos la situaciôn y la luz décidé cuàl es el 
tiempo màs corto. o el extremo. y elige ese camino. Pero, iqué hace. cômo lo ave- 
rigua? iHuele ella los caminos vecinos y los compara entre si? La respuesta es si, 
lo hace, en cierto modo. Ese es el aspecto que no se conoce, por supuesto, en la 
ôptica geométrica y que estâ encerrado en el concepto de longitud de onda; la lon- 
gitud de onda nos dice aproximadamente cuàn lejos la luz debe “oler el camino 
para controlarlo. Es dificil demostrar este hecho en una escala grande con la luz, 
porque las longitudes de onda son tan terriblemente cortas. Pero con las ondas de 
radio, digamos ondas de 3 cm, las distancias que estân controlando las ondas de 
radio son mâs grandes. Si tenemos una fuente de ondas de radio, un detector y una 
rendija, como en la figura 26-13. los rayos van, por supuesto. de S a D porque es 
una linea recta; y si cerramos un poco la rendija, estâ bien -todavia pasan- Pero si 
ahora movemos el detector a un lado hacia D ', las ondas no van a ir a través de la 
rendija ancha de 5 a D' porque verifican varios caminos vecinos y dicen: “No, mi 
amigo, todos ellos corresponden a tiempos diferentes.” Por otro lado, si impedimos a 
la radiaciôn que verifique los caminos cerrando la rendija hasta una fisura muy fina, 
entonces no hay mâs que un camino disponible jy la radiaciôn lo toma! ;Con una 
rendija angosta llega a D’ mâs radiaciôn que la que llega con una rendija ancha! 


Uno puede hacer lo mismo con la luz, pero es dificil demostrarlo a una escala 
grande. El efecto se puede ver en las siguientes condiciones simples. Encuentren 
una luz pequena y brillante, digamos una lâmpara no esmerilada en un farol callejero 
lejano, o la réflexion del sol en el parachoques curvado de un automôvil. Entonces 
pongan dos dedos frente a un ojo de manera de mirar por la hendidura y estrujen la 
luz hasta cero muy suavemente. Van a ver que la imagen de la luz, que era un pe¬ 
queno punto antes, se hace bastante alargada y aun se estira en una larga linea. 
La razôn es que los dedos estân muy juntos, y la luz que se supone que viene en 
linea recta se abre en un ângulo de manera que cuando llega al ojo entra desde varias 
direcciones. Ademâs notarian, si son muy cuidadosos, mâximos latérales, muchas 
franjas a lo largo de los bordes también. Mâs aun, todo estâ coloreado. Todo esto 
va a ser explicado a su debido tiempo, pero por el momento es una demostraciôn 
de que la luz no siempre va en lineas rectas, y es una que se realiza muy fâcilmente. 


26-6 Cômo funciona 

Finalmente, damos una vision muy somera de lo que verdaderamente sucede, 
de cômo el todo funciona realmente a partir de lo que ahora creemos correcto, el 
punto de vista preciso de la dinâmica cuântica, pero por cierto descrito solo cuali- 
tativamente. Al seguir la luz de A a B en la figura 26-3, encontramos que la luz no 
parece estar en forma de ondas. Por el contrario, los rayos parecen estar hechos 
de fotones y realmente producirian clics en un contador de fotones, si es que estuvié- 
ramos usando uno. El brillo de la luz es proporcional al numéro promedio de foto¬ 
nes que llega por segundo, y lo que calculamos es la probabilidad de que un fotôn 
llegue_ de A a. B, digamos, al golpear el espejo. La ley de esa probabilidad es muy 
extrana. Tomen cualquier camino y encuentren el tiempo para ese camino, luego 
formen un nümero complejo o dibujen un pequeno vector complejo pe' e cuyo ângu¬ 
lo 6 sea proporcional al tiempo. El numéro de vueltas por segundo es la frecuencia 
de la luz. Ahora tomen otro camino; tiene, por ejemplo, un tiempo diferente. de ma¬ 
nera que su vector estâ girado en un ângulo diferente -siendo el ângulo siempre 
proporcional al tiempo-. Tomen todos los caminos disponibles y agreguen un pe¬ 
queno vector por cada uno; jentonces la respuesta es que la probabilidad de llegada 
del fotôn es proporcional al cuadrado del largo del vector final, desde el principio 
hasta el final! 

Mostremos ahora cômo esto implica el principio del tiempo minimo para un 
espejo. Consideramos todos los rayos, iodos los caminos posibles ADB, AEB, ACB, 
etcétera, en la figura 26-3. El camino ADB hace una cierta contribuciôn pequena, 
pero el camino siguiente AEB demora un tiempo bastante diferente, de manera que 
su ângulo 6 es bastante diferente. Digamos que el punto C corresponde al tiempo 
minimo, donde si cambiamos los caminos los tiempos no cambian. Asi que por un 
rato los tiempos cambian y entonces empiezan a variar cada vez menos a medida 
que nos acercamos al punto C (Fig. 26.14.) De manera que las fléchas que tenemos 
que sumar vienen con casi exactamente 


Fig. 26-14. La suma de amplitudes de 
probabilidad para muchos caminos vecinos. 
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el mismo ângulo por un rato cerca de C y entonces gradualmente el tiempo empieza 
a aumentar de nuevo y las fases giran hacia el otro lado, etc. A la larga, tenemos un 
nudo bastante apretado. La probabilidad total es la distancia de un extremo al otro 
al cuadrado. Casi toda aquella probabilidad acumulada se présenta en la région don- 
de todas las fléchas estân en la misma direcciôn (o en la misma fase). Todas las 
contribuciones de los caminos que tienen tiempos muy diferentes cuando cambiamos 
de camino, se anulan al apuntar en direcciones opuestas. Esto es porque, si escon- 
demos las partes externas del espejo, todavia refleja casi exactamente lo mismo, por¬ 
que todo lo que hicimos fue sacar un pedazo del diagrama dentro de los extremos 
de la espiral, y esto solo produce un cambio muy pequeno en la luz. De manera que 
ésta es la relaciôn entre la imagen ûltima de los fotones con una probabilidad de 
llegada que dépende de una acumulaciôn de fléchas y el principio del tiempo minimo. 
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27-1 Introducciôn 

En este capitulo vamos a discutir algunas aplicaciones elementales de las ideas 
del capitulo anterior a algunos dispositivos prâcticos, usando la aproximaciôn llama- 
da optica geométrica. Es una aproximaciôn muy ütil en el diseno prâctico de muchos 
sistemas e instrumentes ôpticos. La optica geométrica es o bien muy simple o bien 
muy complicada. Esto significa que o la podemos estudiar solo superficialmente 
de manera que podamos disenar instrumentes burdamente usando réglas que son 
tan simples que es escasamente necesario tratarlas aqui, ya que son prâcticamente 
de nivel de ensenanza secundaria; o bien, si queremos saber de los pequeiios errores 
en las lentes y detalles similares, el tema se hace tan complicado jque es muy avan- 
zado para discutirlo aqui! Si uno tiene un problema real y detallado en el diseno de 
lentes, incluyendo el anâlisis de aberraciones, entonces se le aconseja leer sobre el 
tema, o bien simplemente trazar rayos a través de las diversas superficies (que es 
lo que el libro ensena cômo hacer), usando la ley de refracciôn de un lado a otro, 
y encontrar cômo salen y ver si forman una imagen satisfactoria. La gente ha dicho 
que esto es demasiado tedioso, pero hoy dia la manera correcta de hacerlo es con 
computadores. Uno puede plantear el problema y hacer el câlculo para un rayo des- 
pués otro muy fâcilmente. De manera que el tema es, en ûltimo término, real- 
mente muy simple y no encierra nuevos principios. Ademâs, résulta que las réglas, 
ya sea de la optica elemental o de la avanzada, son rara vez caracteristicas de otros 
campos, de manera que no hay ninguna razôn especial para seguir mâs con el tema, 
con una excepciôn importante. 


La teoria màs avanzada y abstracta de la optica geométrica fue desarrollada por 
Hamilton y résulta que ésta tiene aplicaciones muy importantes en mecânica. Es 
realmente aün màs importante en mecânica que en optica; asi que dejamos la teoria 
de Hamilton para el tema de mecânica analitica avanzada que se estudia en cuarto 
ano o en la escuela de graduados. Asi, estimando que la optica geométrica contri- 
buye muy poco, excepto por si misma, vamos ahora 
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a seguir discutiendo las propiedades elementales de sistemas ôpticos simples sobre 
la base de los principios delineados en el capitulo anterior. 

Para seguir, debemos tener una formula geométrica que es la siguiente: si tene- 
mos un triângulo con una pequena altura h y una base grande d, la diagonal s (la 
vamos a necesitar para encontrar la diferencia de tiempo entre dos caminos diferen- 
tes) es màs larga que la base (Fig. 27-1). ^Cuânto mâs larga? La diferencia A = 
= s — d se puede encontrar de varias maneras. Una manera es ésta. Vemos que 
s 2 - d 1 = h 2 , ô (s - d) (s + d) = h 2 . Pero s — d—Ays + d~ 2s. Asi 

A ~ h 2 /2s. (27.1) 

jEsta es toda la geometria que necesitamos para discutir la formaciôn de imâgenes 
por superficies curvas! 



Fig. 27-2. Enfoque mediante una super- 
Fig. 27-1. ficie réfractante unica" 


27-2 La distancia focal de una superficie esférica 

La primera situaciôn y la mâs simple a discutir es una superficie réfractante 
ûnica, que sépara dos medios con diferentes indices de refracciôn (Fig. 27-2). De- 
jamos el caso de indices de refracciôn arbitrarios al estudiante, porque los conceptos 
son siempre lo mâs importante, no la situaciôn especifica, y el problema es suficien- 
temente fâcil de resolver en cualquier caso. Asi que vamos a suponer que a la iz- 
quierda la velocidad es 1 y a la derecha es 1/n, donde n es el indice de refracciôn. 
La luz viaja màs lentamente en el vidrio en un factor n. 

Ahora supongan que tenemos un punto O, a una distancia s de la superficie 
frontal del vidrio, y otro punto O a una distancia s' dentro del vidrio, y deseamos 
arreglar la superficie curva de tal manera que todo rayo desde O que toque la super¬ 
ficie en cualquier punto P se doble de tal manera que siga hacia el punto O. Para 
que eso sea cierto, tenemos que darle forma a la superficie de tal manera que el 
tiempo que demora la luz en ir de O a P, o sea la distancia OP dividida por la velo¬ 
cidad de la luz (la velocidad aqui es uno) màs n • OP, que es el tiempo que demora 
en ir de P a O, sea igual a una constante independiente del punto P. Esta condiciôn 
nos proporciona una ecuaciôn para determinar la superficie. La respuesta es que la 
superficie es una curva de cuarto grado muy complicada, y el estudiante se puede 
entretener tratando de calcularla mediante la geometria analitica. Es màs fâcil tra- 
tar un caso especial que corresponde a s -* oo, porque entonces la curva es de se- 
gundo grado y mâs reconocible. Es interesante comparar esta curva con la curva 
parabôlica que encontramos para un espejo de enfoque cuando la luz viene del in- 
finito. 


Asi que la superficie apropiada no se puede hacer fâcilmente; para enfocar la 
luz desde un punto a otro se necesita una superficie bastante complicada. Résulta 
en la pràctica que no tratamos de hacer superficies tan complicadas ordinariamen- 
te, sinô que en su lugar hacemos un compromiso. En vez de tratar que todos los 
rayos lleguen al foco, nos arreglamos de manera que solo los rayos bastante cerca 
del eje OO vayan al foco. Los mâs lejanos se pueden desviar si quieren, desgracia- 
damente, porque la superficie idéal es complicada, y usamos en su lugar una super¬ 
ficie esférica con la curvatura correcta en e! eje. Es tanto màs fâcil fabricar una 
esfera que otras superficies, que es ütil para nosotros averiguar qué sucede a los 
rayos que chocan con una superficie esférica, suponiendo que solo los rayos que 
pasan cerca del eje van a ser enfocados perfectamente. Estos rayos cerca del eje 
se llaman a veces rayos paraxiales, y lo que estamos analizando son las condiciones 
para el enfoqué de los rayos paraxiales. Vamos a discutir después los errores que 
se introducen por el hecho de que no todos los rayos estân siempre cerca del eje. 


Asi, suponiendo que P estâ cerca del eje, bajamos una perpendicular PQ tal 
que la altura PQ sea h. Por un momento imaginamos que la superficie es un piano 
que pasa por P. En ese caso el tiempo necesario para ir de O a F va a exceder el 
tiempo de O a g y también el tiempo de P a O va a exceder el tiempo de Q a O. 
Pero esa es la razôn de por qué el vidrio debe ser curvo, i porque el exceso de tiem¬ 
po total debe ser compensado por el atraso al pasar de F a Q! Ahora bien, el exce¬ 
so de tiempo a lo largo del camino OP es h 2 /2s y el exceso de tiempo en el otro 
camino es nh 2 /2s’. Este tiempo de exceso, que debe ser igualado por el retraso al ir 
a lo largo de VQ, es diferente de lo que hubiera sido en el vacio, porque hay un 
medio présente. En otras palabras, el tiempo para ir de F a g no es como si se fue- 
ra derecho en el aire, sino que es mâs lento en un factor n, de manera que el exceso 
de atraso en esta distancia es entonces (n — 1 )VQ. Y ahora, £qué largo tiene VQ? 
Si el punto C es el centra de la esfera y si su radio es R, vemos por la misma 
formula que la distancia VQ es igual a h 2 /2R. Por lo tanto, descubrimos que la ley 
que conecta las distancias s y s' y que nos da el radio de curvatura R de la super¬ 
ficie que necesitamos, es 

(h 2 /2s) + (nh 2 /2s') = (n - l)h 2 /2R (27.2) 

OA) + (n/s') = (n - l)/R. (27.3) 

Si tenemos una posiciôn O y otra posiciôn O y queremos enfocar la luz de O en 
O, podemos calcular el radio de curvatura R necesario mediante esta formula. 

Ahora bien, résulta interesante que la misma lente, con la misma curvatura R, 
va a enfocar para otras distancias, a saber, para cualquier par de distancias taies 
que la suma de las dos inversas, una multiplicada por n, sea una constante. Asi, 
una lente dada va (mientras nos limitemos a rayos paraxiales) a enfocar no solo de 
O a O', sino que entre un numéro infinito de otras pares de puntos, siempre que es¬ 
tos pares de puntos cumplan la relaciôn que 1/s + n/s' sea una constante carac- 
teristica de la lente. 

En particular, un caso interesante es cuando s -» oo. Podemos ver en la formula 
que a medida que una s aumenta, la otra disminuye. En otras palabras, si el pun¬ 
to O 
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se aleja, el punto O se acerca y viceversa. A medida que el punto O va al infi- 
nito, el punto O' se sigue acercando hasta que alcanza una cierta distancia, llamada 
la distancia focal /', dentro del material. Si llegan rayos paralelos, cortan el eje a 
una distancia /'. Igualmente podriamos imaginarlo al rêvés. (Recuerden la régla de 
la reciprocidad: si la luz va de O a O' también irâ por supuesto de C a O.) Por 
lo tanto, si tuviéramos una fuente de luz dentro def vidrio, nos gustaria saber dônde 
estâ el foco. Particularmente, si la luz en el vidrio estuviera en el infinito (el mismo 
problema) <,dônde se enfocaria afuera? Esta distancia se llama/. Por supuesto que 
lo podemos plantear al rêvés. Si tuviéramos una fuente de luz en / y la luz pasara 
a través de la superficie, entonces seguiria como un rayo paralelo. Podemos encon- 
trar fâcilmente qué son/y/' 

n/f = (n - 1 )/R or f = Rn/(n - 1), (27.4) 

1 //.= ( n - 1 )/R or / = R/{n - 1). (27.5) 

Vemos algo interesante: jsi dividimos cada distancia focal por el indice de refrac- 
ciôn correspondiente, obtenemos el mismo resultado! Este teorema, en efecto, es 
general. Es vàlido para cualquier sistema de lentes, por complicado que sea, de ma- 
nera que es interesante recordarlo. Aqui no demostramos que fuera general -senci- 
llamente lo hicimos ver para una superficie ünica, pero résulta ser vàlido en general 
que las dos distancias focales de un sistema estân relacionadas de esta manera-. 
A veces la ecuaciôn (27.3) se escribe de la siguiente manera 

1/s + n/s' — \/f (27.6) 

Esta es màs ûtil que (27.3), porque podemos medir/mucho mâs fâcilmente que 
la curvatura y el indice de refracciôn de la lente: si no estamos interesados en dise- 
nar una lente o en saber cômo se hizo, sino simplemente en sacarla del estante, la 
cantidad interesante es / jno la n, ni el 1 ni la R! 



Fig. 27-3. Una imagen Virtual. 


Ahora se présenta una situaciôn interesante cuando s se hace menor que f. iQué 
sucede entonces? Si s < / entonces (1/s) > (l/y) y, por lo tanto, s' es negativa; 
inuestra ecuaciôn dice que la luz se va a enfocar solo para un valor negativo de 
s', no importa lo que eso significa! Significa algo muy interesante y bien definido. 
Todavia es una formula ûtil, en otras palabras, aun cuando los nümeros sean nega- 
tivos. Lo que significa se muestra en la figura 27-3. Si dibujamos los rayos que di- 
vergen de O, es cierto que se van a inclinar, en la superficie, y no llegaràn a un foco 
porque O està tan cerca que estân “mâs alla de lo paralelo”. Sin embargo, divergen, 
como si hubieran venido de un punto O fuera del vidrio. Esta es una imagen apa- 
rente, a veces llamada imagen Virtual. La imagen O en la figura 27-2 se llama ima¬ 
gen real. Si la luz realmente llega 


a un punto, la imagen es real. Pero si la luz parece venir desde un punto, un punto 
ficticio, diferente del punto original, la imagen es Virtual. De manera que cuando 
s’ sale negativa, significa que O estâ al otro lado de la superficie y todo estâ co- 
rrecto. 

Ahora consideren el caso interesante cuando R es igual a infinito; entonces te- 
nemos (1/s) + (n/s') = 0. En otras palabras s' = -ns, lo que significa que si 
miramos desde un medio denso a un medio menos denso y vemos un punto en el 
medio menos denso, aparecerâ estar mâs profundo en un factor n. Igualmente, po¬ 
demos usar la misma ecuaciôn al rêvés de manera que si miramos hacia el interior 
de una superficie plana a un objeto que està a una cierta distancia dentro del me¬ 
dio denso, aparecerâ como si la luz no viniera de tan atrâs (Fig. 27-4). Cuando mi¬ 
ramos al fondo de una piscina desde arriba, no parece ser tan profunda como lo es 
realmente en un factor de 3/4, que es la inversa del indice de refracciôn del agua. 


Fig. 27-4. Una superficie plana corre 
la imagen de la luz desde O' hasta 0. 

Podriamos continuai por supuesto, discutiendo el espejo esférico. Pero si alguien 
se da cuenta de las ideas puestas en juego deberia ser capaz de desarrollarlo solo. 
Por lo tanto, dejamos al estudiante que desarrolle la formula para el espejo esférico, 
pero mencionamos que estâ bien adoptar ciertas convenciones respecto a las dis¬ 
tancias en juego: 

(1) La distancia objeto s es positiva si el punto O estâ a la izquierda de la su¬ 
perficie. 

(2) La distancia imagen s' es positiva si el punto O estâ a la derecha de la su¬ 
perficie. 

(3) El radio de curvatura de la superficie es positivo si el centra estâ a la dere¬ 
cha de la superficie. 

En la figura 27-2, por ejemplo, s, s' y R son todas positivas; en la figura 27-3, 
s y R son positivas, pero s' es negativa. Si hubiéramos usado una superficie côn- 
cava, nuestra formula (27.3) todavia daria el resultado correcto si hiciéramos simple¬ 
mente R igual a una cantidad negativa. 

Desarrollando la formula correspondiente para un espejo, usando las convencio¬ 
nes anteriores, encontrarian que si ponen n - - 1 en toda la formula (27.3) (como 
si la sustancia detrâs del espejo tuviera un indice — I ) j se obtiene la formula correc- 
ta para un espejo! 

Aunque la deducciôn de la formula (27.3) es simple y elegante, usando el tiempo 
minimo, uno también puede, por supuesto, desarrollar la misma formula usando la 
ley de Snell, recordando que los ângulos son tan pequenos que los senos de los àn- 
gulos pueden ser reemplazados por los ângulos mismos. 
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Fig. 27-5. Formaciôn de imagen por 
una lente de dos superficies. 


Fig. 27-6. Lente delgada con dos 
radios positivos. 


27-3 La distancia focal de una lente 


al borde de la lente en el punto P. Luego, el exceso de tiempo en ir de O a 0' es 
(n^/ls) + (n l h 1 /2s') l ignorando por un instante la presencia del grosor T del vi¬ 
drio de indice n 2 . Ahora bien, para hacer el tiempo del camino directo igual al del 
camino O PO', tenemos que usar un pedazo de vidrio cuyo grosor T en el centra sea 
tal que la demora introducida al ir a través de este grosor sea suficiente para com- 
pensar el exceso de tiempo indicado. Luego, el grosor de la lente en el centra debe 
estar dado por la relaciôn 


0 *ih 2 /2s ) + (n.h 2 /!?) = (« a - m)T. (27.8) 


También podemos expresar T términos de los radios R 2 y R 2 de las dos superficies. 
Poniendo atenciôn a nuestra convenciôn (3) encontramos asi, para R t <R 2 (lente 
convexa), 


Ahora continuemos considerando otra situaciôn muy pràctica. La mayoria de 
las lentes que usamos tienen dos superficies, no una solamente. ^Cômo afecta esto 
las cosas? Supongan que tenemos dos superficies de diferente curvatura y el espacio 
entre ellas lleno de vidrio (Fig. 27-5). Queremos estudiar cl problema de enfoque 
desde un punto O a otro punto O'. ^Cômo lo podemos hacer? La respuesta es ésta: 
primero, usen la formula (27.3) para la primera superficie, olvidàndose de la segun- 
da superficie. Esto nos va a decir qtie la luz que divergia de O va a parecer con- 
vergiendo o divergiendo desde algün otro punto, digamos O’, lo que dépende del 
signo. Consideremos ahora un nuevo problema. Tenemos una superficie diferente, 
entre vidrio y aire, en la cual los rayos estàn convergiendo hacia un cierto punto 
O’. i,Dônde van a converger realmente? ;Usamos la misma formula de nuevo! Ve- 
mos que convergen en O". ; Asi, si es necesario, podemos ir a través de 75 super¬ 
ficies simplemente usando la misma formula en sucesiôn, de una a la otra! 

Hay algunas formulas de alta categoria que nos ahorrarian una energia considé¬ 
rable en las pocas veces que en nuestras vidas necesitâramos perseguir la luz a tra¬ 
vés de cinco superficies, pero es mâs fâcil perseguirla a través de cinco superficies 
cuando surge el problema, que memorizar muchas formulas, porque ipodria suceder 
que nunca tuviéramos que perseguirla a través de superficie alguna! 

En todo caso, el principio es que cuando vamos a través de una superficie en¬ 
contramos una nueva posiciôn, un nuevo punto focal, y entonces tomamos ese pun¬ 
to como el punto de partida para la superficie siguiente y asi sucesivamente. Para 
hacer esto realmente, ya que en la segunda superficie vamos de n a 1 en vez de 1 a 
n y ya que en muchos sistemas hay màs de un tipo de vidrio, de manera que hay 
indices n 2 , .... realmente necesitamos una generalizaciôn de la formula (27.3) 
para el caso cuando hay dos indices diferentes n, y n 2 en vez de n solamente. Luego 
no es dificil demostrar que la forma general de (27.3) es 


T = (A 2 /2/?i) - (h 2 /2R 2 ). (27.9) 

Por lo tanto, obtenemos finalmente 

(«i A) + («îAO = («2 - «îXl/Æi - 1/R 2 ). (27.10) 

Notamos de nuevo que si uno de los puntos estâ en el infinito, el otro va a estar 
en un punto que llamamos distancia focal f La distancia focal / estâ dada por 

l//= (« - m/R, - 1/R 2 ), (27.11) 

donde n = n 2 /n v 

Ahora, si tomamos el caso opuesto, que s vaya a infinito, vemos que s' estâ a 
la distancia focal /'. Esta vez las distancias focales son iguales. (Este es otro caso 
especial de la régla general que el cociente entre las dos distancias focales es el co- 
ciente entre los indices de refracciôn de los dos medios donde los rayos se enfocan. 
En este sistema ôptico particular, los indices inicial y final son los mismos, de ma¬ 
nera que las dos distancias focales son iguales.) 

Olvidando por un momento la formula real para la distancia focal, si comprà- 
ramos una lente que alguien disenô con ciertos radios de curvatura y cierto indice, 
podriamos medir la distancia focal, digamos, viendo donde se enfoca un punto en el 
infinito. Una vez obtenida la distancia focal, séria mejor escribir nuestra ecuaciôn, 
directamente en funciôn de la distancia focal y entonces la formula es 


(IA) + (IA') = 1// (27.12) 


(hi/s) -F (n 2 /s') = ( n 2 - ni)/R. (27.7) 

Particularmente simple es el caso en el cual las dos superficies estân muy jun- 
tas -tan juntas que podemos ignorar pequenos errores debido al grosor- Si dibuja- 
mos la lente como se muestra en la figura 27-6, nos podemos hacer esta pregunta: 
<,Cômo debe construirse la lente para que enfoque la luz de O a <7? Supongan que 
la luz llega exactamente 


Veamos ahora como funciona la formula y lo que implica en diferentes circuns- 
tancias. Primero, implica que si s o s' es infinita, la otra es f Esto significa que la 
luz paralela se enfoca a una distancia / y esto, en efecto, de fine a f. Otra cosa inte- 
resante que dice es que ambos puntos se mueven en la misma direcciôn. Si uno se 
mueve hacia la derecha el otro también lo hace. Otra cosa que dice es que s y s' 
son iguales si ambos son iguales a 2f. En otras palabras, si queremos una situaciôn 
simétrica encontramos que ambas se enfocan a una distancia 2 f. 
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Despejando ÿ/y de cada una encontramos que 



Fig. 27-7. Geometria de la producciôn de 
imagen por una lente delgada. 


27-4 Aumento 

Hasta aqui hemos discutido solamente el enfoque para puntos en el eje. Discu- 
tamos ahora la formaciôn de imàgenes de objetos que no estàn en el eje exactamen- 
te, sino que un poco corrido, de manera que podamos entender las propiedades del 
aumento. Cuando disponemos de una lente para enfocar la luz proveniente de un 
pequeno filamento en un "punto” de una pantalla, encontramos que en la pantalla 
obtenemos una “fotografia” del mismo filamento excepto que es de tamano mayor o 
menor que el filamento verdadero. Esto debe significar que la luz llega a un foco 
desde cada punto del filamento. Para entender esto un poco mejor, analicemos el 
sistema de lente delgado que se muestra esquemàticamente en la figura 27-7. Cono- 
cemos los siguientes hechos: 

(1) Cualquier rayo que llegue paralelo por un lado prosigue hasta un cierto pun¬ 
to particular llamado foco en el otro lado a una distancia/de la lente. 

(2) Cualquier rayo que llega a la lente desde el foco de un lado sale paralelo al 
eje por el otro lado. 

Esto es todo lo que necesitamos para establecer la formula (27.12) por geometria, 
como sigue: supongan que tenemos un objeto a cierta distancia x del foco; seay la 
altura del objeto. Entonces sabemos que uno de los rayos, a saber PQ, se va a in- 
clinar de manera de pasar por el foco R en el otro lado. Ahora bien, si la lente va 
a enfocar el punto P de cualquier manera, podemos averiguar dônde, si averiguamos 
por dônde pasa un rayo mâs solamente, porque el nuevo foco va a estar donde los 
dos se vuelven a cortar. Necesitamos solo usar nuestro ingenio para encontrar la 
direcciôn exacta de algùn otro rayo. Pero nos acordamos que un rayo paralelo pasa 
por el foco y viceversa: jun rayo que pasa por el foco va a salir paralelo! Asi que 
dibujamos el rayo PT pasando por U. (Es cierto que los verdaderos rayos que estàn 
haciendo el enfoque pueden ser mucho mâs lîmitados que los dos que hemos dibu- 
jado, pero son màs dificiles de imaginar, asi hacemos creer que podemos hacer este 
rayo.) Ya que saldria paralelo dibujamos TS paralelo a XW. La intersecciôn S es el 
punto que necesitamos. Esto va a determinar el lugar correcto y la altura correcta. 
Llamemos la altura / y la distancia al foco xf. Ahora podemos deducir una formula 
de la lente. Usando los triàngulos semejantes PVU y TXU, encontramos 


/ = * = / 
y f x 


(27.15) 


La ecuaciôn (27.15) es la famosa formula de la lente: en ella esta todo lo que nece¬ 
sitamos saber de las lentes: nos da el aumento ÿ/y en términos de las distancias y 
las distancias focales. También relaciona las dos distancias x y x! con f: 


xx' 




(27.16) 


que tiene una forma mâs sencilla para trabajar con ella que la ecuaciôn (27.12). De- 
jamos al estudiante, que demuestra que si llamamos s = x+/ys' = r'+ / la 
ecuaciôn (27.12) es lo mismo que la ecuaciôn (27.16). 


27-5 Lentes compuestas 

Sin deducirlo realmente, vamos a describir en forma breve el resultado general 
cuando tenemos varias lentes. Si tenemos un sistema de varias lentes, ^como es po- 
sible analizarlo? Es fàcil. Empezamos con algùn objeto y calculamos dônde està su 
imagen para la primera lente usando la formula (27.16) o (27.12) o cualquier otra 
formula équivalente o dibujando diagramas. Asi encontramos una imagen. Después 
tratamos esta imagen como la fuente para la lente siguiente y usamos la segunda 
lente, sea cualquiera su distancia focal, para encontrar de nuevo una imagen. Sim- 
plemente perseguimos la cosa a través de la sucesiôn de lentes. Y eso es todo lo 
que hay que hacer. No encierra nada nuevo en principio; asi que no vamos a entrar 
en detalles. Sin embargo, hay un resultado neto muy interesante de los efectos de 
cualquier sucesiôn de lentes acerca de la luz que parte y termina en el mismo me- 
dio, aire, digamos. Cualquier instrumente ôptico -un telescopio o un microscopio 
con una sérié de lentes y espejos- tiene la siguiente propiedad: existen dos pianos 
llamados pianos principales del sistema (estos pianos estàn a menudo muy cerca de 
la primera superficie de la primera lente y de la ùltima superficie de la ûltima len¬ 
te), que tienen las siguientes propiedades: (1) Si la luz llega al sistema paralela por 
el primer lado, llega a un cierto foco a una distancia del segundo piano principal 
igual a la distancia focal, exactamente como si el sistema fuera una lente delgada 
situada en este piano. (2) Si la luz llega paralela por el otro lado, llega a un foco 
a la misma distancia / del primer piano principal, de nuevo como si hubiera una 
lente delgada colocada ahi. (Vean la figura 27-8.) 


Por supuesto, si medimos las distancias x y x' e y e ÿ como antes, la formula 

(27.16) que hemos escrito para una lente delgada es absolutamente general, 


/ 

f 


(27.13) 


Igualmente, de los triàngulos SWE y QXR, obtenemos 

/ _ y 

x' /' 


(27.14) 




\! * 







- Fig. 27-8. Ilustraciôn de los pianos prin¬ 
cipales de un sistema ôptico. 
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siempre que midamos la distancia focal desde los pianos principales y no desde el 
centro de la lente. Sucede que para una lente delgada los pianos principales son 
coincidentes. Es como si pudiéramos tomar una lente delgada, rebanarla por la mi- 
tad y separarla y no nos diéramos cuenta que se habia separado. jCada rayo que 
llega salta inmediatamente por el otro lado del segundo piano por el mismo punto 
que entré en el primer piano! Los pianos principales y la distancia focal pueden 
ser encontrados, ya sea por experimento o por câlculo y entonces todo el conjunto 
de propiedades del sistema ôptico queda descrito. Es muy interesante que el resul- 
tado no es complicado cuando hemos terminado con un sistema ôptico tan grande 
y complicado. 


27-6 Aberraciones 

Antes de que nos estusiasmemos mucho con lo maravillosas que son las lentes, 
debemos apresurarnos en agregar que también hay sérias limitaciones, debido a que 
nos hemos limitado estrictamente hablando a rayos paraxiales, los rayos cerca del 
eje. Una lente real con tamano finito presentarâ, en general, aberraciones. Por ejem- 
plo, un rayo que estâ en el eje por supuesto que pasa por el foco. Un rayo que estâ 
muy cerca del eje todavia pasarâ muy bien por el foco. Pero, a medida que nos ale- 
jamos, el rayo se empieza a desviar del foco, quizâs porque queda corto, y un rayo 
que da con el borde superior baja y yerra el foco por una cantidad bastante gran¬ 
de. Asi, en vez de obtener una imagen puntual, obtenemos un manchon. Este efecto 
se llama aberraciôn esférica porque es una propiedad de las superficies esféricas 
que usamos en vez de la de forma correcta. Esto podria ser remediado para cual- 
quier distancia del objeto especifica, cambiando la forma de la superficie de la lente 
o tal vez usando varias lentes arregladas de modo que las aberraciones de las len¬ 
tes individuales tiendan a cancelarse. 

Las lentes tienen otro defecto: la luz de diferentes colores tiene velocidades dife- 
rentes o indices de refracciôn diferentes en el vidrio, y por lo tanto la distancia focal 
de una lente dada es diferente para diferentes colores. De manera que si imaginamos 
un punto blanco, la imagen va a tener colores, porque cuando enfocamos para el 
rojo, el azul estâ fuera de foco o viceversa. Esta propiedad se llama aberraciôn cro- 
mdtica. 

Hay todavia otros defectos. Si el objeto estâ fuera del eje, entonces realmente el 
foco ya no es mâs perfecto, cuando aquél se aleja bastante del eje. La manera mâs 
fâcil de verificarlo es enfocar una lente y después inclinarla de manera que los rayos 
lleguen formando un ângulo grande con el eje. Entonces la imagen que se forme serâ 
corrientemente muy aproximada y puede que no haya ningün lugar donde se enfo- 
que bien. Hay asi varios tipos de errores en las lentes que el disenador ôptico trata 
de remediar usando muchas lentes para compensar los errores de unas con los de 
las otras. 

i,Cuânto cuidado debemos tener para eliminar las aberraciones? ^Es posible ha- 
cer un sistema ôptico perfecto? Supongan que hemos construido un sistema ôptico 
que se supone que va a traer la luz exactamente a un punto. Ahora bien, razonando 
desde el punto de vista del tiempo minimo, ^podemos encontrar una condiciôn que 
indique lo perfecto que debe ser el sistema? El sistema va a tener cierto tipo de 
abertura de entrada para la luz. Si tomamos el rayo mâs alejado del eje que puede 
llegar al foco (si el sistema es perfecto, por supuesto), los tiempos para todos los 
rayos son exactamente iguales. Pero nada es perfecto de manera que la pregunta es 
( ',hasta qué punto puede ser errado el tiempo para este rayo tal que no valga la pena 


hacer una correciôn mayor? Eso dépende de lo perfecta que queramos hacer la ima¬ 
gen. Pero supongan que queremos hacer la imagen tan perfecta como se pueda. En¬ 
tonces nuestra impresiôn, por supuesto, es que tenemos que arreglar que cada rayo 
se demore un tiempo lo mâs parecido posible. Pero résulta que esto no es cierto, 
que mâs allâ de un cierto punto estamos tratando de hacer algo que es demasiado 
fino ; porque la teoria de la ôptica geométrica no funciona! 

Recuerden que el principio del tiempo minimo no es una formulaciôn précisa, a 
diferencia del principio de la conservaciôn de la energia o del principio de conser- 
vaciôn del momentum. El principio del tiempo minimo es solo una aproximaciôn y 
es interesante saber cuânto error puede permitirse y todavia no producir una dife¬ 
rencia aparente. La contestaciôn es que si hemos dispuesto que entre el rayo màximo 
-el peor rayo, el rayo que estâ mâs lejano- y el rayo central, la diferencia de tiempo 
sea menor que mâs o menos el periodo que corresponde a una oscilaciôn de la luz, 
entonces es inûtil un mayor mejoramiento. La luz es algo oscilatorio con una fre- 
cuencia defmida que estâ relacionada con la longitud de onda y, si hemos dispuesto 
que la diferencia de tiempo para rayos diferentes sea menor que un periodo mâs o 
menos, es inûtil ir mâs allâ. 


27-7 Poder de resoluciôn 

Otra pregunta interesante -una pregunta teôrica muy importante para todos los 
instrumentes ôpticos- es qué poder de resoluciôn tienen. Si construimos un micros- 
copio, queremos ver los objetos que estamos mirando. Eso significa, por ejemplo, 
que si estamos mirando una bacteria con un punto a cada lado, queremos ver que 
hay dos puntos cuando los aumentamos. Uno podria pensar que todo lo que tene¬ 
mos que hacer es obtener suficiente aumento -siempre podemos agregar otra lente y 
siempre podemos aumentar una y otra vez y, con la inteligencia de los disenadores, 
todas las aberraciones esféricas y aberraciones cromâticas pueden ser anuladas y no 
existe razôn alguna para que no podamos seguir aumentando la imagen- De mane¬ 
ra que las limitaciones de un microscopio no son que sea imposible construir una 
lente que aumente mâs de 2.000 diâmetros. Podemos construir un sistema de lentes 
que aumenta 10.000 diâmetros, pero aûn podriamos ne ver dos puntos que estàn 
muy juntos debido a las limitaciones de la ôptica geométrica, debido a que el tiempo 
minimo no es preciso. 

Para descubrir la régla que détermina a qué distancia deben estar dos puntos 
de manera que en la imagen aparezean como puntos separados, puede establecerse 
un procedimiento muy hermoso en relaciôn con el tiempo que demoran los diferentes 
rayos. Supongan que despreciamos las aberraciones ahora e imaginen que para un 
cierto punto P (Fig. 27-9) todos los rayos desde el objeto a la imagen T demoran 
exactamente el mismo tiempo. (Esto no es cierto, porque no es un sistema perfecto, 
pero eso es otro problema.) Ahora tomen otro punto 



Fig. 27-9. 
tema ôptico. 
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cercano F y pregunten si su imagen va a ser distinta de T. En otras palabras, si 
podemos notar la diferencia entre ellos. Por supuesto, de acuerdo con la ôptica geo- 
métrica, deberia haber dos puntos-imagen, pero lo que vemos puede ser bastante 
borroso y podriamos no ser capaces de damos cuenta que hay dos puntos. La con- 
diciôn para que el segundo punto sea enfocado en un lugar claramente diferente del 
primero, es que los dos tiempos para ir de un extremo a otro de los rayos extremos 
F ST y FRT a cada lado de la abertura grande de las lentes, no deben ser iguales 
descle los dos puntos-objeto posibles hasta un punto imagen dado. <,Por qué? Porque 
si los tiempos fueran iguales, por supuesto, ambos se enfocarian en el mismo punto. 
De manera que los tiempos no serân iguales. Pero, £en cuànto tienen que diferir 
para que podamos decir que ambos no llegan a un foco comun, de manera que po- 
damos distinguir los dos puntos-imagen? La régla general para la resoluciôn de cual- 
quier instrumente ôptico es ésta: dos fuentes puntuales diferentes pueden ser resuel- 
tas solo si una fuente es enfocada en un punto tal que los tiempos en que los rayos 
màximos de la otra fuente lleguen a ese punto, comparado con su punto imagen 
propio, difieran en mâs de un periodo. Es necesario que la diferencia de tiempo en¬ 
tre el rayo superior y el inferior al foco equivocado exceda una cierta cantidad, a 
saber, aproximadamente el periodo de oscilaciôn de la luz 

h - ti> l/v, (27.17) 

donde v es la frecuencia de la luz (numéro de oscilaciones por segundo; también la 
velocidad dividida por la longitud de onda). Si la distancia de separaciôn de los dos 
puntos se llama D y si el ângulo de abertura de la lente se llama 6, uno puede de- 
mostrar que (27.17) es exactamente équivalente a la afirmaciôn de que D debe ex¬ 
céder XI n sen 6, donde n es el indice de refracciôn en P y A es la longitud de onda. 
Las cosas mâs pequenas que podemos ver son por lo tanto aproximadamente la lon¬ 
gitud de onda de la luz. Una formula correspondiente existe para los telescopios, 
que nos da la menor diferencia angular entre dos estrellas que justo alcancen a dis- 
tinguirse*. 

* El ângulo es alrededor de AI D, donde D es el diàmetro de la lente. ^Pueden ver por qué? 
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28-1 Electromagnetismo 

Los momentos mâs espectaculares en el desarrollo de la fisica son aquellos en 
los cuales se producen grandes sintesis, donde se descubre sùbitamente que fenéme- 
nos que antes habian parecido diferentes no son sino aspectos diferentes de la mis- 
ma cosa. La historia de la fisica es la historia de taies sintesis y la base del éxito de 
la ciencia fisica estâ principalmente en que somos capaces de sintetizar. 

Quizâs el momento mâs espectacular en el desarrollo de la fisica durante el si- 
glo xix se le présenté a J.C. Maxwell un dia alrededor de 1860 cuando combiné las 
leyes de la electricidad y del magnetismo con las leyes del comportamiento de la luz. 
Como resultado, las propiedades de la luz fueron desenredadas parcialmente -esa 
antigua y sutil materia que es tan importante y misteriosa que se creyô necesario 
arreglar una creaciôn especial para ella al escribir el Génesis- Maxwell pudo decir, 
al terminar su descubrimiento: “jQue haya electricidad y magnetismo y alli estâ 
la luz!” 

Para este momento culminante hubo una larga preparacién en el descubrimiento 
y el desarrollo graduai de las leyes de la electricidad y del magnetismo. Esta histo¬ 
ria la vamos a reservar para un estudio detallado el préximo ano. Sin embargo, la 
historia es, brevemente, como sigue. Las propiedades de la electricidad y del magne¬ 
tismo, de las fuerzas eléctricas de atraccién y repulsién y de las fuerzas magnéticas 
descubiertas gradualmente, mostraron que, aunque estas fuerzas eran bastante com- 
plejas, todas disminuian con el cuadrado de la distancia. Sabemos, por ejemplo, que 
la sencilla ley de Coulomb para cargas estâticas es que el campo de fuerza eléctrica 
varia inversamente con el cuadrado de la distancia. Como consecuencia para dis¬ 
tancias suficientemente grandes hay poca influencia de un sistema de cargas sobre 
otro. Maxwell noté que las ecuaciones o leyes que se habian descubierto hasta ese 
momento eran incompatibles entre si cuando traté de juntarlas, y para que todo el 
sistema fuera compatible tuvo que agregar otro término a sus ecuaciones. Con este 
nuevo término surgiô una prediccién asombrosa que fue que una parte de los cam- 
pos eléctricos y magnéticos disminuiria mucho mâs lentamente con la distancia que 
la inversa del cuadrado, a saber, jinversamente con la primera 
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potencia de la distancia! Y asi se dio cuenta que las corrientes eléctricas en un lugar 
pueden afectar a otras cargas lejanas y predijo los efectos bâsicos con los que estamos 
familiarizados hoy dia -transmisiôn de radio, radar, etc. 

Parece un milagro que alguien hablando en Europa pueda, con simples influen- 
cias eléctricas, ser oido a miles de kilômetros en Los Angeles. <,Cômo es posible? 
Lo es porque los campos no varian con la inversa del cuadrado, sino que solo in- 
versamente con la primera potencia de la distancia. Finalmente, entonces, se recono- 
ciô que incluso la luz consistia en influencias eléctricas y magnéticas, que se extien- 
den sobre grandes distancias, generadas por una oscilaciôn increiblemente râpida 
de los electrones en los âtomos. Todos estos fenômenos los resumimos mediante la 
palabra radiaciôn o màs especificamente radiaciàn electromagnética, habiendo tam- 
bién uno o dos tipos màs de radiaciôn. Casi siempre radiaciôn significa radiaciôn 
electromagnética. 

Y asi estâ enlazado el universo. Los movimientos atômicos de una estrella dis¬ 
tante todavia tienen suficiente influencia a esta gran distancia para poner los elec¬ 
trones de nuestro ojo en movimiento y asi sabemos de las estrellas. jSi esta ley no 
existiera estariamos literalmente a oscuras con respecto al mundo exterior! Y los 
oleajes eléctricos en una galaxia distante cinco mil millones de anos luz -que es el 
objeto màs lejano que hemos encontrado hasta ahora- puede influenciar todavia de 
una manera significativa y détectable las corrientes en el gran “plato" frente a un 
radiotelescopio. Y asi es cômo vemos las estrellas y las galaxias. 

Este notable fenômeno es lo que vamos a discutir en el présente capitulo. Al co- 
mienzo de este curso de fisica deÜneamos un amplio cuadro del mundo, pero ahora 
estamos màs preparados para entender algunos aspectos de él y asi vamos a volver 
ahora sobre algunos puntos con mayor detalle. Empezamos describiendo la posi- 
ciôn de la fisica al final del siglo XIX. Todo lo que se conocia entonces de las leyes 
fundamentales se puede resumir como sigue. 

Primero, hubo leyes de fuerzas: una fuerza estaba dada por la ley de gravitaciôn 
que hemos escrito varias veces; la fuerza sobre un objeto de masa m debida a otra 
masa M estâ dada por 

F = GmMt r /r 2 , (28.1) 

donde e r es un versor dirigido de m a M y r es la distancia entre ellas. 

A continuaciôn, las leyes de la electricidad y del magnetismo, como se conocian 
al final del siglo XIX son éstas: las fuerzas eléctricas que actûan sobre una carga q 
pueden ser descritas mediante dos campos, llamados E y B y la velocidad v de la 
carga q mediante la ecuaciôn 

F = q(E + T X B). (28.2) 

Para completar esta ley, tenemos que decir cuâles son las formulas para E y B en 
una circunstancia dada: si varias cargas estân présentes, E y B son cada una la 
suma de contribuciones, una por cada carga individual. jDe manera que si podemos 
encontrar el E y el B producido por una carga sola necesitamos solamente sumar 
todos los efectos de todas las cargas del universo para obtener el E y el B total! 
Este es el principio de superposiciôn. 

iÇuàl es la formula para el campo eléctrico y magnético producido por una car¬ 
ga individual? Résulta que esto es muy complicado y se necesita mucho 
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estudio y muchos refmamientos para apreciarlo. Pero ése no es el punto. Escribimos 
ahora la ley solo para impresionar al lector con la belleza de la naturaleza, por asi decirlo, 
o sea, que es posible resumir todo el conocimiento fundamental en una pagina con no- 
taciones con las cuales ahora estâ familiarizado. Esta ley para los campos de una 
carga individual es compléta y exacta, hasta donde sabemos (a excepciôn de la me- 
cânica cuântica), pero se ve bastante complicada. No vamos a estudiar todas las 
partes ahora; solo la escribimos para dar una impresiôn, mostrar que se puede escri- 
bir y de manera que podamos ver con anticipaciôn cômo se ve aproximadamente. 
De hecho, la manera mâs ùtil de escribir las leyes correctas de la electricidad y del 
magnetismo no es la manera en que las vamos a escribir ahora, pero encierra lo que 
se llama ecuaciones de campo, que vamos a aprender el prôximo ano. Pero las nota- 
ciones matemâticas para éstas son diferentes y nuevas. Asi que escribimos la ley en 
una forma inconveniente para los câlculos, pero en una notaciôn que conocemos 
ahora. 

El campo eléctrico E estâ dado por 



ôQué nos dicen los diversos términos? Tomen el primer término E = -qe,,/47r£ 0 r' 2 . 
Es, por supuesto, la ley de Coulomb que ya conocemos: q es la carga que estâ pro- 
duciendo el campo; e, es el versor en la direcciôn desde el punto P donde se mide E, 
r la distancia de P a q. Pero, la ley de Coulomb estâ equivocada. Los descubrimientos 
del siglo XIX demostraron que las influencias no pueden viajar mâs ràpido que una 
cierta velocidad fundamental c, que ahora llamamos velocidad de la luz. No es correc- 
to que el primer término sea la ley de Coulomb, no solo porque no es posible conocer 
dônde estâ la carga ahora y a qué distancia estâ ahora, sino también porque lo ùnico 
que puede afectar el campo en un lugar y en un tiempo dados es el comportamiento de 
las cargas en el pasado. ^Cuânto en el pasado? La demora en el tiempo, o el asi llama- 
do tiempo retardado, es el tiempo que se necesita a la velocidad de la luz para llegar 
desde la carga hasta el punto P del campo. El atraso es P le. 

Asi, para permitir este atraso en el tiempo ponemos una pequena comilla en r 
significando lo lejos que estaba cuando la informaciôn que ahora llega a P dejô a q. 
Solo por un momento supongamos que la carga llevara una luz y que la luz pu- 
diera llegar solamente con la velocidad c. Entonces, cuando miramos a q, no veria- 
mos donde estâ ahora, por supuesto, sino dônde estaba en cierto tiempo anterior. 
Lo que aparece en nuestra formula es la direcciôn aparente fl,. -la direcciôn que 
era- la asi llamada direcciôn retardada- y a la distancia retardada r’. Esto séria 
suficientemente fàcil de entender también, pero también estâ equivocado. Todo es 
mucho màs complicado. 

Hay varios términos mâs. El término siguiente es como si la naturaleza estuviera 
tratando de tomar en cuenta el hecho de que el efecto es retardado, si podemos decirlo 
tan burdamente. Sugiere que deberiamos calcular el campo coulombiano retardado y 
agregarle una correcciôn que es su rapidez de variaciôn por el tiempo retardado que 
usamos. Parece que la naturaleza estuviera tratando de adivinar lo que va a ser el 
campo en este momento tomando la rapidez de variaciôn y multiplicando por el tiem¬ 
po en que estâ retardado. Pero no hemos terminado aûn. Hay un tercer término —la 
segunda derivada, con respecto a t 
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del versor en la direcciôn de la carga- Ahora la formula esta compléta y eso es todo lo 
que hay con relaciôn al campo eléctrico de una carga que se mueve arbitrariamente. 

El campo magnético esta dado por 

B = — e r > X E/c. (28.4) 

Hemos escrito esto solo con el propôsito de mostrar la belleza de la naturaleza o, 
en cierto sentido, el poder de la matemâtica. No pretendemos entender por que es po- 
sible escribir tanto en un espacio tan pequeno, pero (28.3) y (28.4) contienen el meca- 
nismo segûn el cual funcionan los generadores eléctricos, cômo funciona la luz, todos 
los fenômenos de la electricidad y el magnetismo. Para completar la historia también 
necesitamos conocer, por supuesto, algo acerca del comportamiento de los materiales 
que intervienen —las propiedades de la materia— que no estân descritas en forma apro- 
piada por (28.3). 

Para terminar nuestra descripciôn del mundo del siglo XIX debemos mencionar 
otra gran sintesis que ocurriô en ese siglo, una con la cual Maxwell también tuvo mu- 
cho que ver: fue la sintesis de los fenômenos del calor y la mecânica. Estudiaremos 
pronto ese tema. 

Lo que debiô agregarse en el siglo XX fue que se encontrô que las leyes dinâmicas 
de Newton estaban todas erradas y hubo que introducir la mecânica cuântica para co- 
rregirlas. Las leyes de Newton son vâlidas aproximadamente cuando la escala de las 
cosas es suficientemente grande. Estas leyes cuânticas, combinadas con las leyes de la 
electricidad, solo recientemente han sido combinadas para formar un conjunto de le¬ 
yes llamado electrodinàmica cuântica. Ademàs, se descubrieron varios fenômenos 
nuevos de los cuales el primero fue la radioactividad descubierta por Becquerel en 
1898 -justo alcanzô a meterla de contrabando en el siglo xix-.Se investigô este fenô- 
meno de la radioactividad hasta producir nuestro conocimiento de los nücleos y nue¬ 
vos tipos de fuerzas que no son gravitacionales ni eléctricas, sino nuevas particulas 
con diferentes interacciones, un tema que aün no ha sido desenredado. 


Para aquellos puristas que saben mâs (los profesores que podrian estar leyendo 
esto) deberiamos agregar que cuando decimos que (28.3) es una expresiôn compléta 
del conocimiento de la electrodinàmica, no estamos siendo completamente rigurosos. 
Hubo un problema que no fue completamente resuelto a fines del siglo XIX. Cuando 
tratamos de calcular el campo de todas las cargas incluyendo la carga misma sobre 
la cual queremos que actüe el campo. encontramos dificultades tratando de encontrar 
la distancia, por ejemplo, de una carga con respecto a si misma y dividiendo algo por 
esa distancia que es cero. El problema de cômo manejar la parte de este campo que es 
generada por la misma carga en la cual queremos que actüe el campo no se ha resuelto 
todavia. Asi que lo dejamos ahi; no tenemos aün una soluciôn compléta de ese enig- 
ma y, por lo tanto, vamos a evitar el enigma mientras podamos. 


28-2 Radiaciôn 

Ese es entonces un resumen de la imagen del mundo. Usémosla ahora para dis- 
cutir los fenômenos llamados radiaciôn. Para discutir estos fenômenos, debemos selec- 
cionar de la ecuaciôn (28.3) solo la parte que varia inversamente con la distancia y no con 
el cuadrado de la distancia. Résulta que cuando fmalmente encontramos esa parte, 


es tan simple en su forma que es legitimo estudiar ôp.ica y electrodinàmica de una 
manera elemental tomândola como “la ley” del campo eléctrico producido por una 
carga lejana en movimiento. Vamos a considerarla temporalmente como una ley dada 
que vamos a aprender en detalle el prôximo ano. 

De los términos que aparecen en (28.3) el primero evidentemente varia inversa¬ 
mente con el cuadrado de la distancia y el segundo es solo una correcciôn por el re- 
tardo; asi que es fâcil demostrar que ambos varian inversamente con el cuadrado de 
la distancia. Todos los efectos en los que estamos interesados provienen del tercer 
término, que no es muy complicado, después de todo. Lo que este término dice es: 
miren a la carga y observen la direcciôn del versor (podemos proyectar su extremo 
sobre la superficie de una esfera unitaria). A medida que la carga se mueve, el versor 
se mueve râpidamente y es la aceleraciôn de ese versor lo que andamos buscando. 
Eso es todo. Asi 


E = 


—q d 2 e r ' 
4-rreoC* dt 2 


(28.5) 


es una expresiôn de las leyes de la radiaciôn, porque éste es el ünico término impor¬ 
tante cuando nos alejamos lo suficiente para que los campos varien inversamente con 
la distancia. (Las partes que varian con el cuadrado han disminuido tanto que no es¬ 
tamos interesados en ellas.) 

Ahora podemos ir un poco mâs allâ en el estudio de (28.5) para ver qué significa. 
Supongan que una carga se estâ moviendo de una manera cualquiera y que la estamos 
observando desde cierta distancia. Imaginamos por un momento que en un cierto sen¬ 
tido estâ “encendida” (a pesar que es la luz lo que estamos tratando de explicar); la 
imaginamos como un pequeno punto blanco. Entonces veriamos este punto blanco co- 
rriendo de un lado a otro. Pero no vemos exactamente cômo anda corriendo ahora 
mismo debido al atraso de que hemos estado hablando. Lo que importa es cômo se 
estaba moviendo antes. El versor e r , apunta hacia la posiciôn aparente de la carga. 
El extremo de t r . por supuesto. se mueve sobre una pequena curva de manera que su 
aceleraciôn tenga dos componentes. Una es la parte transversal, porque su extremo 
va hacia arriba y hacia abajo y la otra es una parte radial porque se mantiene sobre 
una esfera. Es fâcil demostrar que la ültima es mucho menor y que varia inversamen¬ 
te con el cuadrado de r cuando r es muy grande. Esto es fâcil de ver porque cuando 
imaginamos que alejamos cada vez mâs una fuente dada, entonces los movimientos 
de e, se ven cada vez mâs chicos, inversamente con la distancia, pero la componente 
radial de la aceleraciôn estâ variando mucho mâs râpido que con la inversa de la dis¬ 
tancia. Asi que para fines prâcticos todo lo que tenemos que hacer es proyectar el mo¬ 
vimiento en un piano a distancia unitaria. Por lo tanto, encontramos la siguiente régla: 
imaginen que miramos a la carga en movimiento y que todo lo que vemos esta atrasa- 
do -como un pintor tratando de pintar una escena en una pantalla a una distancia uni¬ 
taria-. Un pintor real, por supuesto, no toma en cuenta el hecho que la luz vaya con 
una cierta velocidad, sino que pinta el mundo como lo ve. Deseamos ver cômo luciria 
su cuadro. De manera que vemos un punto, que représenta la carga moviéndose en el 
cuadro. La aceleraciôn de ese punto es proporcional al campo eléctrico. Eso es todo 
—todo lo que necesitamos. 

Asi, pues, la ecuaciôn (28.5) es la formula compléta y correcta para la radiaciôn; 
aun los efectos relativistas estân incluidos. Sin embargo, a menudo queremos aplicarla 
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a circunstancias aùn mâs simples en las cuales las cargas se mueven solo una pequena 
distancia con una velocidad relativamente baja. Ya que se estân moviendo lentamente, 
no se mueven una distancia muy apreciable desde donde parten, de manera que el 
tiempo de retraso es prâcticamente constante. Entonces la ley es aùn màs simple, por- 
que el atraso en el tiempo es fijo. Asi, imaginamos que la carga esta ejecutando un mo- 
vimiento muy pequeno a una distancia efectivamente constante. El atraso a la distan¬ 
cia r es r/c. Entonces nuestra régla se convierte en la siguiente: si el objeto cargado se 
esta moviendo con un movimiento muy pequeno y se desplaza lateralmente, la distan¬ 
cia x (t), el ângulo en que el versor e, se desplaza es x/r y como r es prâcticamente 
constante, la componente x de d 2 e^/dt 2 es simplemente la aceleraciôn de x misma en 
un tiempo anterior. de manera que finalmente obtenemos la ley que queremos, que es 
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Solo la componente de a x perpendicular a la visual es importante. Veamos por 
qué. Evidentemente, si la carga se esta moviendo hacia y desde nosotros, el versor en 
esa direcciôn no cambia y no tiene aceleraciôn. Asi, pues, solo el movimiento trans¬ 
versal es importante, solo la aceleraciôn que vemos proyectada en la pantalla. 


28-3 El radiador dipolar 



Fig. 28-1. Un generador de senal de alta 
frecuencia impulsa cargas hacia arriba y hacia 
abajo en dos alambres. 


estân acelerando hacia abajo en el alambre A. y en el fi. El que necesitemos dos alam¬ 
bres y un generador es simplemente que ésa es una manera de hacerlo. El resultado 
neto es que simplemente tenemos una carga acelerada hacia arriba y hacia abajo 
.como si A y B fueran un solo alambre. Un alambre que es muy corto comparado con 
la distancia que viaja la luz en el periodo de una oscilaciôn se llama un oscilador 
dipolar eléctrico. Asi tenemos la circunstancia que necesitamos para aplicar nuestra 
ley, que nos dice que esta carga produce un campo eléctrico, de manera que necesita¬ 
mos un instrumente para detectar un campo eléctrico y el instrumente que usamos 
es la misma cosa: jun par de alambres como A y fi! Si un campo eléctrico se aplica a 
tal dispositivo, va a producir una fuerza que va a arrastrar los electrones hacia arriba 
en ambos alambres o hacia abajo en ambos alambres. Esta senal se détecta mediante 
un rectifïcador colocado entre A y fi y un alambre diminuto y fino lleva la informa- 
ciôn a un amplificador donde es amplificada de manera que podamos oir el tono de 
audiofrecuencia con el cual la radiofrecuencia estâ modulada. Cuando esta sonda 
siente un campo eléctrico saldrâ un ruido fuerte del amplificador y cuando no haya 
campo eléctrico que la excite no habrâ ruido. 


Como nuestra “ley” fundamental de la radiaciôn electromagnética vamos a supo- 
ner la validez de la (28.6), es decir, que el campo eléctrico producido por una carga 
acelerada que se estâ moviendo en forma no relativista a una distancia r muy grande 
se aproxima a esa forma. El campo eléctrico varia inversamentecon r y es proporcio- 
nal a la aceleraciôn de la carga, proyectada en el “piano de vision” y esta aceleraciôn 
no es la aceleraciôn de hoy, sino la aceleraciôn que ténia en un tiempo anterior, siendo 
el monto del atraso un tiempo r/c. En lo que queda de este capitulo vamos a discutir 
esta ley de manera que la podamos entender mejor fîsicamente, porque la vamos a 
usar para entender todos los fenômenos de la propagaciôn de luz y radio, como réfle¬ 
xion, refracciôn, interferencia, difracciôn y dispersion. Es la ley central y es todo lo 
que necesitamos. Todo el resto de la ecuaciôn (28.3) fue escrito solo para montar el 
escenario, de manera que pudiéramos apreciar donde encaja (28.6) y cômo surge. 


Como la pieza donde estamos midiendo las ondas contiene otros objetos, nues- 
tro campo eléctrico va a agitar electrones en estos otros objetos; el campo eléctrico 
hace que estas cargas vayan hacia arriba y hacia abajo y al ir hacia arriba y hacia 
abajo también producen un efecto de nuestra sonda. Luego, para un experimento 
exitoso debemos mantener las cosas bastante juntas de manera que las influencias 
desde las paredes y desde nosotros mismos -las ondas reflejadas- sean relativamen¬ 
te pequenas. Asi resultarâ que los fenômenos parecen no estar de acuerdo en forma 
précisa y perfecta con la ecuaciôn (28.6), pero seràn lo suficientemente parecidos para 
que podamos apreciar la ley. 

Ahora conectamos el generador y escuchamos la senal de audio. Encontramos un 
campo intenso cuando el detector D estâ paralelo al generador G en el punto 1. 
(Fig. 28-2). También 


Vamos a discutir mâs la (28.3) el prôximo ano. Mientras tanto la vamos a aceptar 
como verdadera, pero no precisamente sobre una base teôrica. Podemos disenar va- 
rios experimentos que ilustran el carâcter de la ley. Para hacerlo, necesitamos una car¬ 
ga acelerada. Deberia ser una sola carga, pero si podemos lograr que muchas cargas 
se muevan en conjunto todas de la misma manera, sabemos que el campo va a ser la 
suma de los efectos de cada una de las cargas individuales; sencillamente las suma- 
mos. Como ejemplo, consideren dos pedazos de alambre conectados a un generador 
como se muestra en la figura 28-1. La idea es que el generador produce una diferencia 
de potencial o un campo, el cual arranca electrones de la porciôn A y los empuja ha¬ 
cia fi en un cierto instante y luego, un tiempo infinitésimal mâs tarde, invierte el efecto 
jy arranca los electrones de fi y los bombea de vuelta a A! De manera que en estos 
dos alambres las cargas, por asi decir, estân acelerando por un momento hacia arriba 
en el alambre A y en el fi, y un instante después 



Fig. 28-2. El campo eléctrico instantâneo 
sobre una estera centrada en una carga lo- 
calizada que oscila linealmente. 
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encontramos el mismo campo en cualquier otro ângulo azimutal alrededor del eje de 
G, porque no tiene efectos direccionales. Por otro lado, cuando el detector esta en 3 
el" campo es cero. Esto esta correcte, porque nuestra formula decia que el campo 
debia ser la aceleraciôn de la carga proyectada perpendicularmente a la visual. Por 
lo tanto, cuando miramos hacia G la carga se estâ moviendo hacia y desde D, y no 
hay efecto alguno. Asi que eso verifica la primera régla, que no hay efecto cuando 
la carga se estâ moviendo directamente hacia nosotros. En segundo lugar, la formula 
dice que eî campo eléctrico deberia ser perpendicular aryen el piano de G y r; 
asi que si ponemos De ni pero lo rotamos en 90°, no deberiamos recibir senal. 
Y esto es precisamente lo que encontramos, el campo eléctrico es por cierto vertical 
y no horizontal. Cuando movemos D, hasta un cierto ângulo intermedio, vemos 
que la senal mâs fuerte aparece cuando estâ orientado como se muestra, porque 
aunque G es vertical no produce un campo que sea simplemente paralelo a si mismo 
-lo que cuenta es la proyecciôn de la aceleraciôn perpendicular a la visual. La senal 
es mâs débil en 2 que en 1 debido al efecto de proyecciôn. 


28-4 Interferemcia 

A continuaciôn podemos probar lo que pasa cuando tenemos dos fuentes una ai 
lado de la otra, separadas unos cuantos centimetros (Fig. 28-3). La ley es que las dos 
fuentes deberian sumar sus efectos en eî punto 1 cuando ambas fuentes estân conec- 
tadas al mismo generador y ambas se mueven hacia arriba y hacia abajo de la misrna 
forma, de manera que el campo eléctrico total es la suma de las dos y es el doble de in¬ 
tense de lo que era antes. 



Fig. 28-3. Ilustraciôn de la interferencia 
de fuentes. 


Afaora viene una posibiüdad interesante. Supongan que hacemos que ambas car 
gas S, y S 2 aceleran hacia arriba y hacia abajo pero atrasamos el tiempo S 2 de ma¬ 
nera que se defasen en 180°. Entonces el campo producido por S l estarâ en una di¬ 
rection y eî campo producido por S 2 estarâ en la direcciôn opuesta en cualquier ins¬ 
tante y por lo tanto no deberiamos obtener efecto alguno en el punto 1. La fase de la 
oseilaciôn se puede ajustar muy bien mediante un condueto que lleva la senal^a S 2 . 
Cambiando el largo de este condueto cambiamos el tiempo que demora la senal en 
îlegar a S 2 y asi cambiamos la fase de esa oseilaciôn. Ajustando este largo, podemos 
en verdad encontrar un lugar donde ya no queda mâs senal ja pesar de que tanto 5, 
como S 2 se estân moviendo! El hecfao que los dos se estén moviendo se puede verifi- 
ear, porque si sacamos una, 



vemos el movimiento de la otra. De manera que las dos juntas pueden producir cero 
si todo se ajusta correctamente. 

Ahora bien, es muy interesante demostrar que la suma de dos campos es en 
realidad una suma vectorial. Ya lo hemos verificado para el movimiento hacia arriba 
y hacia abajo, pero probemos dos direcciones no paralelas. Primero, volvemos 5, y 
S 2 a la misma fase; o sea se estân moviendo juntos nuevamente. Pero ahora giramos 
S, en un ângulo de 90° como se muestra en la figura 28.4. Ahora deberiamos tener en 
el punto 1 la suma de dos efectos, uno de los cuales es vertical y el otro horizontal. 
El campo eléctrico es la suma vectorial de estas dos seriales en fase -ambos son inten- 
sos al mismo tiempo y pasan por cero juntos; el campo total deberia ser una senal R 
a 45°-. Si giramos D para obtener el mâximo de ruido, deberia estar cerca de 45° y 
no vertical. Y si lo giramos en ângulo recto con respecta a esa direcciôn, deberiamos 
obtener cero, que es fâcil de medir. jObservamos precisamente tal comportamiento! 


ôQué pasa ahora con el atraso? ôCômo podemos demostrar que la senal estâ 
atrasada? Podriamos con una gran cantidad de equipo, medir el tiempo que tarda en 
llegar, pero hay otra manera mucho mâs simple. Refiriéndonos de nuevo a la figu¬ 
ra 28-3, supongan que S, y S 2 estén en fase. Ambas se estân sacudiendo juntas y pro- 
ducen campos eléctricos iguales en el punto 1. Pero supongan que vamos a un cierto 
lugar 2 que estâ mâs cerca de S 2 y mâs lejos de S,. Entonces, de acuerdo con el prin- 
cipio de que la aceleraciôn deberia estar atrasada en una cantidad igual a r/c, si los 
atrasos no son iguales las senales ya no estân mâs en fase. Asi deberia ser posible en¬ 
contrar una posiciôn en la cual las distancias a D desde S t y S 2 difieren en una canti¬ 
dad A, de tal manera que no haya senal neta. Esto es, la distancia A debe ser la distan¬ 
cia que avanza la luz en media oseilaciôn del generador. Podemos ir mâs alla aûn y 
encontrar un punto donde la diferencia es mayor en un ciclo completo; o sea, la senal 
de la primera antena llega al punto 3 con un atraso en el tiempo que es mayor que el 
de la segunda antena que es justo el tiempo que demora la corriente eléctrica en osd- 
lar una vez y, por lo tanto, los dos campos eléctricos producidos en 3 estân en fase de 
nuevo. En el punto 3 la senal es intensa nuevamente. 


Esto compléta nuestra discusiôn de la verificaciôn experimental de algunos aspec- 
tos importantes de la ecuaciôn (28.6). Por cierto que no hemos verificado la variaciôn 
de la intensidad del campo eléctrico con 1 /r o el hecho de que existe un campo mag- 
nético que va junto con el campo eléctrico. Para hacerlo se necesitaria de técnicas 
bastante refinadas y dificilmente ayudaria a nuestra comprensiôn de este punto. En 
todo caso hemos verificado los aspectos que son de mayor importancia para nuestras 
aplicaciones posteriores y vamos a volver a estudiar algunas proniedades de las ondas 
electromagnéticas el prôximo ano. 
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29-1 Ondas electromagnéticas 

En este capitulo discutiremos el tema del capitulo anterior en forma màs ma- 
temâtica. Hemos demostrado cualitativamente que hay mâximos y minimos en el 
campo de radiaciôn de dos fuentes, y ahora nuestro problema es describir el campo 
con detalles matemàticos, no solo cualitativamente. 



Fig. 29-1. El campo eléctrico E debido 
a una carga positiva cuya aceleraciôn retar- 
dada es a'. 


Séria interesante dibujar una imagen del campo en diferentes condiciones. Lo 
interesante, por supuesto, es el factor a (t-r/c) y para entenderlo podemos tomar 
el caso mâs simple, 0 = 90°, y trazar el campo gràficamente. Lo que hemos estado 
pensando antes es que estamos en un lugar dado y preguntamos cômo varia el 
campo ahi con el tiempo. Pero en vez de eso vamos a ver ahora cômo es el campo 
en diferentes posiciones en el espacio en un instante dado. Por lo tanto, lo que que- 
remos es una “instantânea” que nos muestre lo que es el campo en lugares diferen¬ 
tes. Dépende por cierto de la aceleraciôn de la carga. Supongan que la carga al 
principio ténia algün movimiento particular; estaba inicialmente en reposo y sübi- 
tamente acelerô de alguna manera como se muestra en la figura 29-2 y luego se 
detuvo. Luego, un poquito después, medimos èl campo en un lugar diferente. En- 
tonces podemos asegurar que el campo va a ser como se muestra en la figura 29-3. 
En cada punto el campo estâ determinado por la aceleraciôn de la carga en un tiempo 
anterior, siendo el monto de la anticipaciôn el atraso r/c. El campo en puntos mâs 
y mâs lejanos estâ determinado por la aceleraciôn de la carga en tiempos màs y 
mâs anteriores. De manera que la curva en la figura 29-3 es realmente, en cierto 
sentido, un diagrama “invertido” de la aceleraciôn en funciôn del tiempo; la distancia 
estâ relacionada con el tiempo mediante un factor de escala constante c que a menu- 
do tomamos como unidad. Esto es fâcil de ver considerando el comportamiento 
matemàtico de a (t-r/c). Evidentemente, si agregamos un pequeno tiempo A t obte- 
nemos los mismos valores para a (t-r/c) que habriamos obtenido si hubiéramos 
restado una distancia pequena: A r = — c A t. 



Fig. 29-3. El campo eléctrico en fun- 
Fig. 29-2. La aceleraciôn de una cier- ciôn de la posiciôn en un tiempo posterior. 
ta carga en funciôn de! tiempo. (Se ignora la variaciôn 1 /r.) 


Ya hemos analizado fisicamente el significado de la formula (28.6) en forïna 
bastante satisfactoria, pero hay unos cuantos puntos a elaborar respecto a ella ma- 
temâticamente. En primer lugar, si una carga estâ acelerando de arriba hacia abajo 
a lo largo de una linea en un movimiento de amplitud muy pequena, el campo a un 
cierto àngulo 0 desde el eje del movimiento estâ en una direcciôn perpendicular a 
la visual. y en un piano que contiene tanto a la aceleraciôn como a la visual 
(Fig. 29-1). Si la distancia se llama r, entonces en el tiempo t el campo eléctrico 
tiene el môdulo 


E(t) = 


—qa(t — r/c) sen d 
4ire 0 c' 2 r 


(29.1) 


donde a (t-r/c) es la aceleraciôn en el tiempo (t-r/c) llamada aceleraciôn re- 
tardada. 


Expresado de manera diferente: si agregamos un pequeno tiempo A t, podemos 
volver a(t-r/c) a su valor anterior sumando una pequena distancia Ar — cAt. 
O sea, a medida que pasa el tiempo, el campo se mueve como una onda alejândose 
de la fuente. Esta es la razôn por la cual a veces decimos que la luz se propaga 
como onda. Es équivalente a decir que el campo se atrasa o decir que el campo 
eléctrico se mueve hacia afuera mientras pasa el tiempo. 

Un caso interesante es aquel en que la carga se estâ moviendo de arriba hacia 
abajo de una manera oscilatoria. En el caso que estudiamos experimentalmente en 
el ùltimo capitulo, el desplazamiento x en un tiempo cualquiera t era igual a una 
constante x 0 , la magnitud de la oscilaciôn, por el cos tôt. Luego la aceleraciôn es 

a = — w 2 x 0 cosw/ = a n cos ut, (29.2) 

donde a 0 es la aceleraciôn mâxima - m z x 0 . Reemplazando esta formula en (29.1) 
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encontramos 


E = ~q 


a 0 cos o o(t — r/c) 
4ir(orc - 


(29.3) 


Ahora, ignorando e! àngulo 0 y los factores constantes, veamos cômo se présenta eso 
en funciôn de la posiciôn o en funciôn del tiempo. 


por otros sistemas. Vamos a estudiar esta “pérdida” de energia aùn mâs en el capi- 
tulo 32. 

Consideremos ahora mâs cuidadosamente cômo varia la onda (29.3) en funciôn 
del tiempo en un lugar dado y en funciôn de la posiciôn en un tiempo dado. De 
nuevo ignoramos la variaciôn l/ry las constantes. 


29-2 Energia de radiaciôn 

Primera que nada, en cualquier momento particular o lugar particular, la inten- 
sidad del campo varia inversamente con la distancia r, como mencionamos anterior- 
mente. Ahora debemos indicar que el contenido energético de una onda o los efec- 
tos energéticos que un campo eléctrico tal puede tener, son proporcionales al cua¬ 
drado del campo porque si, por ejemplo, tenemos algùn tipo de carga o un oscilador 
en el campo eléctrico y si dejamos que el campo actûe sobre el oscilador lo hace 
moverse. Si es un oscilador lineal, la aceleraciôn, la velocidad y el desplazamiento 
producido por el campo eléctrico que actûa sobre la carga son proporcionales al 
campo. De manera que la energia cinética que se desarrolla en la carga es propor- 
cional al cuadrado del campo. Asi pues, aceptaremos que la energia que un campo 
puede proporcionar a un sistema es proporcional de alguna manera al cuadrado 
del campo. 


Fig. 29-4. La energia que fluye dentro del 
cono OABCD es independiente de la distancia 
r donde se mide. 

Esto significa que la energia que la fuente puede proporcionar disminuye a me- 
dida que nos alejamos; de hecho, varia inversamente con el cuadrado de la distancia. 
Pero esto tiene una interpretaciôn muy simple: si quisiéramos tomar de una onda 
toda la energia que pudiéramos en un cierto cono a una distancia r, (Fig. 29-4), y 
hacer lo mismo para otra distancia r 2 , encontraremos que la cantidad de energia 
por unidad de area en cualquier lugar varia inversamente con el cuadrado de r, pero 
el ârea de la superficie interceptada por el cono varia directamente con el cuadrado 
de r. De manera que la energia que podemos sacar de la onda dentro de un àngulo 
cônico es la misma jcualquiera sea la distancia a que estemos! En particular, la 
energia total que podriamos sacar de toda la onda poniendo osciladores absorbentes 
en todas partes es una cierta cantidad fïja. De manera que el hecho de que la am 
plitud de E varie con 1 /r es lo mismo que decir que hay un flujo de energia que 
no se pierde nunca, una energia que sigue y sigue extendiéndose sobre areas efectivas 
màs y mâs grandes. Vemos asi que después que una carga ha oscilado ha perdido 
una cierta energia que nunca puede recuperar; la energia sigue alejândose màs y mâs 
sin disminuir. Por lo tanto, si estâmes lo suficientemente lejos de manera que nuestra 
aproximaciôn bàsica sea suficientemente buena, la carga no puede recuperar la ener¬ 
gia que, como decimos, ha sido radiada. Por supuesto, la energia aùn existe en al¬ 
guna parte y esté a disposiciôn para ser recogida 



29-3 Ondas sinusoïdales 

Primera, fïjemos la posiciôn r y observemos el campo en funciôn del tiempo. 
Es oscilatorio a la frecuencia angular a>. La frecuencia angular a> puede ser definida 
como la velocidad de cambio de fase con el tiempo (radianes por segundo). Ya hemos 
estudiado tal cosa, asi que ella debena ser muy familiar para nosotros ahora. El pe- 
riodo es el tiempo necesario para una oscilaciôn, un ciclo completo, y eso también 
lo hemos desarrollado; es 2 nho, porque a> por el periodo es un ciclo del coseno. 

Ahora introducimos una nueva cantidad que se usa mucho en fisica. Esta tiene 
que ver con la situaciôn opuesta, en la cual fijamos t y miramos a la onda en fun¬ 
ciôn de la distancia r. Por supuesto, que notamos que como funciôn de r la onda 
(29.3) es también oscilatoria. Esto es, aparté del 1 /r que estamos ignorando, vemos 
que E oscila cuando cambiamos de posiciôn. Asi, en analogia con co, podemos défi¬ 
nir una cantidad llamada numéro de onda, simbolizada por k. Este se define como 
la velocidad de cambio de fase con la distancia (radianes por métro). O sea, a me- 
dida que nos movemos en el espacio en un tiempo fijo, la fase cambia. 

Hay otra cantidad que corresponde al periodo y que podriamos llamarla periodo 
en el espacio, pero se llama comùnmente longitud de onda simbolizada por A. La 
longitud de onda es la distancia ocupada por un ciclo completo. Es fâcil ver, en- 
tonces, que la longitud de onda es 2 n/k, porque k por la longitud de onda séria el 
numéro de radianes en que cambia toda la cosa. o sea el producto de la velocidad 
de variaciôn de los radianes por métro por el nûmero de métros, y debemos hacer 
una variaciôn de 2?rpara un ciclo. De manera que k\- 2 7res exactamente anà- 
logo a Mt a = 2 t. 

Ahora bien, en nuestra onda particular, hay una relaciôn bien definida entre la 
frecuencia y la longitud de onda, pero las definiciones anteriores de k y a> son de 
hecho totalmente generales. Esto es, la longitud de onda y la frecuencia pueden no 
estar relacionadas de la misma manera en otras circunstancias fisicas. Sin embargo, 
en nuestro caso la variaciôn de la fase con la distancia se détermina fàciimente, por¬ 
que si llamamoS'A = a> (t-r/c) la fase y derivamos (parcialmente) con respecte a la 
distancia r, la variaciôn c 4>/c r es 



Hay muchas marieras de representar la misma cosa, taies como 


(29.4) 


X = ct„ (29.5) Xv = c (29.7) 

u - ck (29.6) «A = 2 Trc (29.8) 

(,Por qué es la longitud de onda igual a c por el periodo? Eso es muy fâcil, por cier¬ 
to. 


29-3 


29-4 



porque si nos quedamos quietos y esperamos que transcurra un periodo, las ondas, 
viajando a velocidad c, van a moverse una distancia c ■ t 0 y se habràn movido por 
supuesto, justo en una longitud de onda. 

En una situaciôn fisica diferente a la de la luz, k no esta relacionada necesaria- 
mente con oj de esta manera tan simple. Si llamamos x la distancia a lo largo de un 
eje, entonces la formula para una onda cosinusoidal que se mueve en una direcciôn x 
con un nümero de onda k y una frecuencia angular a> se escribirâ en general como 
cos (co t-k x). 

Ahora que hemos introducido la idea de longitud de onda podemos decir algo 
mâs acerca de los casos en los cuales (29.1) es una formula légitima. Recordemos 
que el campo està formado por varias partes, una de las cuales varia inversamente 
con r, otra parte que varia inversamente con r 2 y otras que varian aun màs râpido. 
Valdria la pena saber en qué casos la parte 1/r del campo es la parte mâs impor¬ 
tante y las otras son relativamente pequenas. Naturalmente la respuesta es “si nos 
retiramos lo ’suficientemente lejos’”, porque los términos que varian inversamente 
con el cuadrado a la larga se hacen despreciables comparados con el término 1/r. 
<,Cuànto es “suficientemente lejos"? La respuesta es, cualitativamente, que los otros 
términos sean del orden A /r menores que el término 1 /r. Asi, mientras estemos mâs 
allà de unas cuantas longitudes de onda (29.1), es una excelente aproximaciôn al 
campo. Algunas veces la région mâs allà de unas cuantas longitudes de onda se 
llama “zona de onda”. 


29-4 Dos radiadores dipolares 

Discutamos a continuaciôn la matemâtica puesta en juego al combinar los efec- 
tos de dos osciladores para encontrar el campo résultante en un punto dado. Esto es 
muy fâcil en los pocos casos que consideramos en el capitulo anterior. Describiremos 
primero los efectos cualitativamente y luego mâs cuantitativamente. Tomemos el caso 
sencillo en que los osciladores estân situados con sus centros en el mismo piano ho¬ 
rizontal que el detector y la linea de vibraciôn es vertical. 



| | direcciones desde dos osciladores dipolares 

0 4 separados media longitud de onda. Izquierda: 

a = o a — w en fase (a = 0). Derecha: defasados medio 

(a) lil periodo ür = t). 

La figura 29-5 (a) représenta la vista superior de esos dos osciladores y en este 
ejemplo particular estân separados media longitud de onda en la direcciôn N-S. 
y estân oscilando con la misma fase que llamamos fase cero. Ahora nos gustaria 
conocer la intensidad de la radiacion en diversas direcciones. Por intensidad enten- 
demos la cantidad de energia que el campo transporta al pasar frente a nosotros 
por segundo, que es proporcional al cuadrado del campo promediado en el tiempo. 
Luego lo que debemos mirar cuando queremos saber cuânto es el brillo de la luz. 
es el cuadrado del campo eléctrico. no el campo eléctrico mismo. (El campo eléctrico 
da la intensidad de la tuerza que expérimenta una 


carga estâtica, pero la cantidad de energia que va pasando en watts por métro cua¬ 
drado es proporcional al cuadrado del campo eléctrico. Vamos a deducir la constan¬ 
te de proporcionalidad en el prôximo capitulo.) Si miramos al conjunto por el lado O, 
ambos osciladores contribuyen igualmente y en fase de manera que el campo eléc¬ 
trico es dos veces mâs intenso de lo que habria sido para un oscilador ünico. Por lo 
tanto, la intensidad es cuatro veces mayor de lo que habria sido si hubiera habido 
un solo oscilador. (Los numéros en la figura 29-5 representan el valor que habria 
tenido la intensidad en este caso comparada con el que hubiera tenido si existiera 
alli un oscilador ünico de intensidad unitaria.) Ahora bien, en cualquiera de las di¬ 
recciones N o S a lo largo de la linea de los osciladores, como estân separados me¬ 
dia longitud de onda, el efecto de un oscilador résulta estar fuera de fase en exac- 
tamente media oscilaciôn con respecto al otro, y por lo tanto los campos suman 
cero. A un cierto ângulo particular intermedio (concretamente a 30°) la intensidad 
es 2 y disminuye, 4, 2, 0, etc. Tenemos que aprender a encontrar estos nümeros 
para otros ângulos. Se trata de sumar dos oscilaciones con fases diferentes. 

Examinemos râpidamente otros casos de interés. Supongan que los osciladores 
estén nuevamente separados media longitud de onda, pero la fase a de uno se atrasa 
medio periodo con respecto a la otra en su oscilaciôn (Fig. 29-5 b). En la direcciôn 
oeste la intensidad es cero ahora, porque un oscilador estâ “empujando" cuando el 
otro estâ “tirando”. Pero en la direcciôn norte la serial del mâs cercano llega en un 
cierto tiempo y la del otro llega medio periodo mâs tarde. Pero el ûltimo estaba ori- 
ginalmente atrasado en medio periodo y por lo tanto estâ exactamente a tiempo 
con el primero y por lo tanto la intensidad en esta direcciôn es 4 unidades. La in¬ 
tensidad en la direcciôn 30° sigue siendo 2, como podemos demostrar luego. 

Ahora llegamos a un caso interesante que muestra un aspecto posiblemente ùtil. 
Observemos que una de las razones por la cual las relaciones de fase de los oscila¬ 
dores son interesantes es que se usa esto para dirigir las transmisiones de radio. Por 
ejemplo, si construimos un sistema de antenas y queremos mandar una senal de radio, 
digamos a Hawaii, ponemos las antenas como en la figura 29-5 (a) y transmitimos 
con nuestras dos antenas en fase porque Hawaii està al oeste de nosotros. Luego 
decidimos que manana vamos a transmitir a Alberta, Canadâ. Como està al norte, 
no al oeste, todo lo que tenemos que hacer es invertir la fase de una de nuestras 
antenas y podemos transmitir para el norte. Asi podemos construir sistemas de an- 
tena con diversos arreglos. El nuestro es uno de los mâs simples posibles; podemos 
hacerlos mucho màs complicados, y cambiando las fases en las diversas antenas 
podemos mandar los haces en diversas direcciones y enviar la mayor parte de la 
potencia en la direcciôn que queremos transmitir jsin mover nunca la antena! En 
ambos casos precedentes, sin embargo, mientras estamos transmitiendo hacia Alber¬ 
ta estamos gastando mucha potencia hacia la Isla de Pascua y séria interesante 
preguntar si es posible mandarla en una sola direcciôn. A primera vista podriamos 
pensar que con un par de antenas de esta naturaleza el resultado va a ser siempre 
simétrico. Asi, pues, consideremos un caso en que sale asimétrico, para mostrar la 
posible variedad. 

Si las antenas estân separadas un cuarto de longitud de onda y si la del N estâ 
atrasada un cuarto de periodo en el tiempo con respecto a la del S, ^qué sucede 
entonces (Fig. 29-6)? En la direcciôn O obtenemos 2, como veremos luego. En la 
direcciôn S obtenemos cero porque la senal de S llega en un cierto tiempo; la del N 
llega 90° atrasada en 
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el tiempo, pero ya esta atrasada en 90° en su fase impuesta, luego llega con un defasaje 
total de 180° y no hay efecto. Por otro lado, en la direcciôn N, la senal N llega mâs 
temprano que la senal S en 90° en el tiempo, porque esta un cuarto de longitud de 
onda mâs cerca. Pero su fase esta puesta de tal manera que esta oscilando 90° atra¬ 
sada en el tiempo, lo que compensa justamente la diferencia de atraso y, por lo tanto, 
las dos senales aparecen juntas en fase haciendo la intensidad del campo el doble de 
grande y la energia cuatro veces mayor. 



Fig. 29-6. Un par de antenas dipolares 
que dan potencia méxima en una direcciôn. 


Por lo tanto, usando cierta inteligencia al separar y defasar nuestras antenas, 
podemos enviar toda la potencia en una direcciôn. Pero todavia esta distribuida sobre 
un gran intervalo de ângulos. (.Podemos arreglar las cosas de manera que esté en- 
focada aûn mâs nitidamente en una direcciôn particular? Consideremos el caso de 
Hawaii nuevamente, donde estamos enviando el haz hacia e) este y el oeste, pero 
estâ esparcido en un ângulo bastante grande, porque aûn a 30° todavia estamos 
obteniendo la mitad de la intensidad -estamos malgastando potencia- <,Podemos 
mejorar eso? Tomemos la situaciôn en que la separaciôn es diez longitudes de 
onda (Eig. 29-7), que es mâs cercanamente comparable a la situaciôn con que ex- 
perimentamos en el capitulo anterior con separaciones de varias longitudes de onda 
en vez de una pequena fracciôn de una longitud de onda. Aqui el cuadro es bien 
diferente. 

Si los osciladores estân separados diez longitudes de onda (tomamos el caso en 
fase para hacerlo mâs fâcil), vemos que en la direcciôn E-0 estân en fase y obtene- 
mos una gran intensidad, cuatro veces lo que habriamos obtenido si uno de ellos 
estuviera solo. Por otro lado, en un ângulo de separaciôn pequeno, los tiempos de 
llegada difieren en 180° y la intensidad es cero. Para ser precisos, si trazamos una 
linea desde cada oscilador a un punto distante y la diferencia zi en las dos distancias 
es A/2, media oscilaciôn, entonces van a estar fuera de fase. Asi que este primer 
cero ocurre cuando eso sucede. (La figura no estâ dibujada a escala; es solo un bos- 
quejo aproximado.) Esto significa que realmente tenemos 




un rayo muy agudo en la direcciôn que queremos, porque si nos movemos solo un 
poco, perderemos toda nuestra intensidad. Desgraciadamente para fines pràcticos, si 
estuviéramos pensando en hacer un aparato de transmisiôn de radio y doblâramos la 
distancia A, entonces estariamos un ciclo complète fuera de fase ;que es lo mismo 
que estar en fase de nuevo! Asi encontramos muchos mâximos y minimos sucësivos 
justamente como encontramos con la separaciôn de 2 1 /2 A en el capitulo 28. 

£Cômo podemos deshacernos de estos mâximos adicionales, o “lôbulos”, como 
se les llama? Nos podriamos deshacer de los lôbulos indeseables de una manera 
bastante interesante. Supongan que pusiéraipos otro conjunto de antenas entre los 
dos que y a tenemos. O sea, las exteriores aûn estân separadas 10 A, pero entre ellas, 
digamos cada 2 A, hemos puesto otra antena y las excitamos a todas en fase. Existen 
ahora seis antenas y si observâramos la intensidad en la direcciôn E-0 séria, por 
supuesto, mucho mayor con seis antenas que con una. El campo séria seis veces y 
la intensidad treinta y seis veces mayor (el cuadrado del campo). Obtenemos 36 uni- 
dades de intensidad en esa direcciôn. Ahora bien, si observamos en los puntos ve- 
cinos, encontramos un cero como antes, aproximadamente, pero si avanzamos hasta 
donde. teniamos una gran “protuberancia”, obtenemos ahora una “protuberancia” 
mucho menor. Tratemos de ver por qué. 

La razôn es que, a pesar de que podriamos esperar una gran protuberancia 
cuando la distancia A es exactamente igual a la longitud de onda, es cierto que los 
dipoîos 1 y 6 estân entonces en fase y estân cooperando en tratar de obtener alguna 
intensidad en esa direcciôn. Pero los nûmeros 3 y 4 estân aproximadamente a 1/2 
longitud de onda fuera de fase con 1 y 6 y, aunque 1 y 6 empujan juntos, 3 y 4 
empujan juntos también, pero en la direcciôn opuesta. Luego hay muy poca inten¬ 
sidad en esa direcciôn -pero hay algo, ella no se compensa exactamente-. Este tipo 
de cosas sigue sucediendo; obtenemos protuberancias muy chicas y tenemos el haz 
fuerte en la direcciôn en que lo queriamos. Pero en este ejemplo particular, algo mâs 
va a suceder: a saber, como la distancia entre dipolos sucësivos es 2 A, es posible 
encontrar un ângulo donde la distancia S entre dipolos sucësivos es exactamente una 
longitud de onda de manera que los efectos de cada uno de ellos estén de nuevo en 
fase. Cada uno estâ atrasado con respecto al siguiente en 360°, de manera que todos 
vuelven en fase ;y tenemos otro haz mayor en esa direcciôn! Es fâcil evitar esto 
en la prâctica, porque es posible poner los dipolos mâs cerca que a una separaciôn 
de una longitud de onda. Si ponemos mâs antenas, mâs cerca que una longitud de 
onda, esto no puede suceder. Pero el hecho de que esto pueda suceder para ciertos 
ângulos, si la separaciôn es mayor que una longitud de onda, es un fenômeno muy 
interesante y ûtil en otras aplicaciones —no en la transmisiôn de radio, sino en redes 
de difracciôn. 


29-5 La matemâtica de la interferencia 

Ahora hemos terminado nuestro anàlisis de los fenômenos de radiadores dipola¬ 
res cualitativamente y debemos aprender como analizarlos cuantitativamente. Para 
encontrar el efecto de dos fuentes a un cierto ângulo particular en el caso mâs gene¬ 
ral, donde los dos osciladores tienen un defasaje intrinseco a y las intensidades A , 
y A 2 no son iguales, encontramos que tenemos que sumar dos cosenos que tienen la 
misma frecuencia pero con fases diferentes. Es muy fâcil encontrar esta diferencia 
de fase; estâ constituida por el atraso debido a la diferencia de distancias y la fase 
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intrinseca impuesta a la oscilaciôn. Matemâticamente debemos encontrar la suma R 
de dos ondas: R — A x cos (tôt + 0,) + A 2 cos (a>t + 0 2 ) £Cômo hacerlo? 

Es realmente muy fâcil y presuponemos que ya sabemos cômo hacerlo. Sin em¬ 
bargo, vamos a delinear el procedimiento con cierto detalle. Primero podemos, si 
somos hâbiles en matemâtica y sabemos suficiente de cosenos y senos, desarrollarlo 
simplemente. El caso mâs simple es aquel en que A x y A 2 son iguales, digamos ambos 
iguales a A. En estas circunstancias, por ejemplo (podriamos llamarle método tri- 
gonométrico de resoluciôn del problema), tenemos 

R - /t[cos (co t + <t>i) + cos (co/ + <t> 2 )]. (29.9) 

Alguna vez, en nuestra clase de trigonometria, habremos aprendido la régla que 
cos/4 + cos B = 2cosJ(/i + B)cos%(A — B). (29.10) 

Si sabemos eso, podemos inmediatamente escribir R en la forma 

R = 2A cos %(<f>i — <t> 2 ) cos(co/ + %<t> j + £ 02 )- (29.11) 

Encontramos asi que tenemos una onda oscilatoria con una nueva fase y una 
nueva amplitud. En general, el resultado serà una onda oscilatoria con una nueva 
amplitud Â R , que podriamos llamar amplitud résultante, y que oscila con la misma 
frecuencia pero con un defasaje <t> R , llamado fase résultante. En vista de esto, nuestro 
caso particular tiene el siguiente resultado: que la amplitud résultante es 


?e_ n‘ segûn el eje horizontal es precisamente A, cos (cot + 0,). Ahora bien, para 
t - U la segunda onda podria estar representada por otro vector A, de largo A v con 
un angulo 0 2 , y que tambien rota. Ambos estàn rotando con la misma velocidad an- 
gular co y, por lo tanto, las posiciones relativas de ambos son fijas. El sistema gira 
como un cuerpo rigido. La proyecciôn horizontal de A 2 es A 2 cos (eu t + 0 ). Pero 
sabemos por la teoria de vectores que si sumamos los dos vectores de la manera acos- 
tumbrada mediante la régla del paralelogramo y dibujamos el vector résultante A» 
la componente x de la résultante es la suma de las componentes x de los otros dos 
vectores. Eso resuelve nuestro problema. Es* fâcil verificar que esto da el resultado 
correcto para el caso especial que consideramos mâs arriba donde A. = A = A Fn 
este caso vemos en la figura 29-9 que A R estâ a medio camino entré A, y A, y'for 
ma un angulo^-0,) con cada uno. Por lo tanto vemos que A R = 2 Acos\(6-d, ) 
como antes. Tambien, segun vemos en el triângulo, la fase de \ R mientras gira es 
bién n nnltmn 0medl0 | A ' \ A * CUand ° laS d ° S am P litudes s «n iguales. Sin duefa tém- 

fàcSidad d Podemn, 0 n er C T en que ! as amplitudes no son 'guales con la misma 
facilidad. Podemos llamar a lo antenor la manera geométrico de resolver el problema 


„ a a. . —. —- 1 a iuûuciü unuiuica. kj sea, 

en vez de tener que hacer realmente un dibujo como el de la figura 29-9, podemos 
escribir algo que diga lo mismo que el dibujo: en vez de dibujar los vectores, escri- 
bimos un numéro complejo para representar cada uno de los vectores. La parte real 
de los numéros complejos son las cantidades fisicas verdaderas. Luego, en nuestro 
caso particular las ondas podrian escribirse de esta manera: A. e 1 (<•" + *.) [la parte 
real de esto es A, cos (cot + 0,)] y A 2 e‘ + o 0 Ahora podemos sumar los dos: 


A r = 2/4.cosK0i — 02 ). (29.12) 

y la fase résultante es el promedio de las dos fases y hemos resuelto completamente 
nuestro problema. 



Fig. 29-9. Método geométrico para com- 
binar dos ondas cosinusoidales. Se supone 
que todo el diagrama esta girando en sentido 
antihorario con frecuencia angular to. 


Supongan ahora que no podemos recordar que la suma de dos cosenos es el 
doble del coseno de la semisuma por el coseno de la semidiferencia. Entonces po¬ 
demos usar otro método de anàlisis que es mâs geométrico. Cualquier funciôn coseno 
de cot se puede considerar como la proyecciôn horizontal de un vector rotante. Supon¬ 
gan que existiera un vector A, de largo A l rotando en el tiempo de manera que el 
ângulo con el eje horizontal es cot + 0,. (Vamos a dejar de lado el <>>t por un momento 
mâs y veremos que ello no tiene importancia.) Supongan que tomamos una instantà- 
nea en el tiempo t = 0, aunque de hecho la fotografia estâ rotando con velocidad 
angular co (Fig. 29-9). La proyecciôn 


R = A ie » ( "<+*i> + ^«<*<+* 2 ) = + A2e i^y.t (29.13) 

k = Aie**' + A 2 e l> 2 = Ane^R. (29.14) 

Esto resuelve el problema que queriamos resolver, porque représenta el resultado 

como un numéro complejo de môdulo A R y fase 4> K . 

“i Pa - a j VC 6 C n m ° funciona este método encontremos la amplitud A R que es el 
largo de R. Para obtener el “largo” de una cantidad compleja. siempre multipli- 
camos la cantidad por su complejo conjugado que da el largo al cuadrado. El com¬ 
plejo conjugado es la misma expresiôn, pero con el signo de / invertido Tenemos 


4% - ( Aie + Aze’^XAie + A 2 e '* 2 ). (29.15) 

Al hacer la multiplicaciôn obtene nos A]+ A Uaqui se cancelan las e) y para los 
termmos cruzados tenemos 

A 1 A 2 (e i '*>~** ) + e ' ( **"♦.>). 

Ahora bien, 

e '* + e~~ i9 = cos 6 + / sen 6 -f cos 8 — ; sen 8. 

O sea e" 1 + e'° = 2 cos 0. Nuestro resultado final es por lo tanto 

Ar = A\ + A 2 + 2A t A 2 cos (02 — 4> 1 ). (29.16) 
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Como vemos, esto esta de acuerdo con el largo de A R en la figura 29-9 usando 
las réglas de trigonometria. 

Luego la suma de los dos efectos tiene la intensidad de Afaue obtendriamos con 
uno de ellos solo mâs la intensidad A^que obtendriamos con el otro solo, màs una 
correcciôn. Esta correcciôn la llamamos efecto de interferencia. Es realmente solo 
la diferencia entre lo que obtenemos por simple suma de las intensidades y lo que 
realmente sucede. Lo llamamos interferencia, sea positiva o negativa. (Interferencia 
en lenguaje comün usualmente sugiere oposiciôn o impedimento, ;pero en la fisica 
a menudo no usamos el lenguaje de la manera en que fue disenado originalmente!) 
Si el término de interferencia es positivo llamamos ese caso interferencia constructiva 
ipor muy horrible que pueda sonar a toda persona que no sea un fisico! El caso 
opuesto se llama interferencia destructiva. 


Veamos ahora qué sucede en nuestros diversos casos. La razôn que sepamos 
por ejemplo, que la intensidad es 2 para 30° en la figura 29-5 es la siguiente- Los 
dos osciladores estân separados 1/2 A, de manera que a 30°, d sen 0 = A/4. Luego 
®2 ~ ®i = 27rA/4A = 7r/2 y, por lo tanto, el término de interferencia es cero (Esta- 
mos sumando dos vectores a 90°:) El resultado es la hipotenusa de un triàngulo 
rectângulo de 45° que es \/2 por la unidad de amplitud; elevândolo al cuadrado, 
obtenemos el doble de la intensidad de un solo oscilador. Todos los otros casos se 
pueden desarrollar de la misma manera. 



Fig. 29-10. Dos osciladores de igual am¬ 
plitud defasados en a. 


Ahora veamos cômo explicar nuestra formula general (29.16) al caso de dos 
osciladores en las situaciones especiales que hemos discutido cualitativamente. Para 
aplicar esta formula general, solo es necesario encontrar qué defasaje 0 , - © , existe 
entre las senales que llegan a un punto dado. (Dépende de! defasaje solamente, no 
de la fase misma.) Asi que consideremos el caso en que dos osciladores de la misma 
amplitud estàn separados por una distancia d y tienen un defasaje intrinseco n. 
(Cuando uno tiene fase cero, la fase del otro es a). Enfonces preguntamos cuàl serà 
la intensidad en direcciôn azimuta! 0 con respecte a la linea E-O. INoten que ésta 
no es la misma 6 que aparece en (29.1). Estamos en duda de usar un simbolo no 
convencional como U o el simbolo convencional 0 (Fig. 29-10).! La relacion entre 
las fases se encuentra observando que la diferencia de distancias entre P y los dos 
osciladores es d sen 0, de manera que la contribuciôn al defasaje debida a esto es el 
numéro de longitudes de onda que hay en d sen 0 multiplicado por 2 n. (Aquellos 
que son mâs refinados podrian querer multiplicar e! numéro de onda k, que es la 
velocidad de cambio de la fase con la distancia por d sen 0; es exactamente lo 
mismo.) Luego, el defasaje debido a la diferencia de distancias es 27r d sen 0/ A, 
pero debido al defase temporal de los osciladores hay una fase adicional n. Luego 
el defasaje a la îlegada séria 


4,2 — <(>i — a + 2vd sen 0/A. (29.17) 


Esto contiene todos los casos. Asi, todo lo que tenemos que hacer es reemplazar 
esta expresiôn en (29.16) para el caso A, = A 2 y podemos calcular todos los diver¬ 
sos resultados para dos antenas de igual intensidad. 
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30-1 La amplitud résultante debida a n osciladores iguales 

Este capitulo es una continuaciôn directa del anterior, aunque se haya cambia- 
do el nombre de Interferencia a Difracciôn. Nunca nadie ha sido capaz de définir 
la diferencia entre la interferencia y difracciôn satisfactoriamente. Es solo un pro- 
blema de uso y no hay ninguna diferencia fisica especifica importante entre ellas. 
Lo mejor que podemos hacer, hablando a la ligera, es decir que cuando hay solo 
unas pocas fuentes que interfieren, digamos dos, entonces el resultado se llama 
comûnmente interferencia. Pero si hay un gran numéro, parece que la palabra 
difracciôn se usa màs a menudo. Por consiguiente, no nos vamos a preocupar si es 
interferencia o difracciôn, sino que continuamos directamente a partir de donde 
dejamos el tema en su mitad en el ûltimo capitulo. 

Entonces discutiremos ahora la situaciôn cuando hay n osciladores igualmente 
espaciados, todos de la misma magnitud pero diferentes unos de otros en la fase, ya 
sea porque ellos estân excitados con una fase diferente o porque los estamos mi- 
rando desde un ângulo tal que hay diferencia de tiempo de atraso. Por una razôn u 
otra tenemos que sumar algo como esto: 

R = /l[cos dot + cos(o)/ + <t>) + cos(üj/ + 20) + • • • -f cos(a>/ + (n — 1)0)], 

(30.1) 

donde 0 es el defasaje entre un oscilador y el siguiente, tal como se ve desde una 
direcciôn particular. Especificamente 0 = a + 2n d sen 0/A. Ahora debemos su¬ 
mar todos los términos. Haremos esto geométricamente. El primero es de largo A 
y tiene fase cero. El siguiente también es de largo A y tiene una fase igual a0. El 
siguiente nuevamente es de largo A y tiene una fase igual a 2 0 y asi sucesivamente. 
Por consiguiente, nos estamos moviendo evidentemente alrededor de un poligono 
equiangular de n lados (Fig. 30-1). 
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Fig. 30-1. Amplitud résultante de n - 6 
fuentes igualmente espaciadas con defasajes 
sucesivos netos0. 


Ahora bien, todos los vertices estân, por supuesto, sobre una circunferencia v 
podemos encontrar la amplitud résultante màs fâcilmente si encontramos el radio 
de esa circunferencia. Supongan que Q es el centro de la circunferencia. Entonces 
ST"** el f" 80 ! 0 0QS , esjustamente un ângulo de fase 0. (Esto es porque el 
radio QS tiene la misma relacion geométrica con A 2 que QO con A„ de manera 
que forman un ângulo 0 entre si.) Luego el radio r debe ser tal que A = 2r sen 
0/2 lo que da r. Pero el ângulo grande OQT es igual a «0 y encontramos asi que 
A R = 2r sen «0/2. Combinando estes dos resultados para eliminar r, obtenemos 


La intensidad résultante es asi 


Analicemos ahora esta expresiôn y estudiemos algunas de sus consecuencias. En 
pnmer lugar la podemos venficar para «= 1. Ella se verifica: /= L. En seguida 
la venficamos para n = 2: escribiendo^en 0 = 2 sen 0/2 cos 0/2 encontramos que 
a r = 2A cos 0/2, lo que esta de acuerdo con (29.12). 

Ahora bien, la idea que nos llevô a considerar la suma de varias fuentes fue que 
podriamos obtener una intensidad mucho mayor en una direcciôn que en cualquier 
otra; que los maximos cercanos que habrian estado présentes si hubiera habido 
solo dos fuentes, habrian disminuido en intensidad. Para ver este efecto, dibuiamos 
la curva que proviene de (30.3), tomando n enormemente grande y trazando la ré¬ 
gion cerca de 0 = 0. En primer lugar, si 0 es exactamente cero tenemos 0/0, pero si 
0 es inhnitesima el cociente entre los dos senos al cuadrado es simplemente n\ ya que 
el seno y el ângulo son aproximadamente iguales. Luego, la intensidad del màximo de la 
curva es igual a n- por la intensidad de un oscilador. Eso es fâcil de ver porque 
si estan todos en fase, los pequenos vectores no forman ângulo relativo y todos los 
mayor 11 " 130 ^ manera que la arn P litud es n veces mayor y la intensidad n 1 veces 

A medida que la fase 0 aumenta, el cociente entre los dos senos empieza a dis- 
minuir y la primera vez que llega a cero es cuando n 0/2 = n\ porque sen n = 0 En 
otras palabras, 0 = 2 n/n corresponde al primer minimo de la curva (Fig 30-2) En 
°, qUe n SU u ede C °? l3S fkchaS en la fi ê ura 30-1, el primer minimo sucede 
toud acumulado 35 " ** ™ * PUnt ° de partida; esto significa que el àn ë ul ° 
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Fig. 30-2. La intensidad en funciôn del 
ângulo de fase para un gran numéro de osci- 
ladores de igual intensidad. 


por todas las fléchas, el defasaje total entre el primer oscilador y el ültimo, debe ser 
27i para completar la circunferencia. 

Ahora vamos al prôximo màximo y queremos ver si es realmente mucho màs 
chico que el primero, como habiamos esperado. No vamos a ir precisamente a la 
posiciôn màxima porque tanto el numerador como el denominador de (30.3) son va¬ 
riables, pero sen 0/2 varia bastante lentamente comparado con sen n 0/2 cuando 
n es grande, de manera que cuando sen n 0/2 = 1 , estamos muy cerca del màximo. 
El siguiente màximo de sen 2 n 0/2 se produce a « 0/2 = 3n/2 6 0 = 3n/n. Esto 
corresponde a que las fléchas hayan recorrido la circunferencia una vez y media. 
Al poner 0 = 3 n/n en la formula para encontrar el tamano del màximo, encontra- 
mos que sen 2 3tt/2 = 1 en el numerador (por eso elegimos este àngulo) y en el de¬ 
nominador tenemos sen 2 3nl2n. Ahora bien, si n es suficientemente grande, este 
àngulo es muy chico y el seno es igual al àngulo; luego, para todo fin pràctico podr- 
mos poner sen 3n/2n = 3n/2n. Encontramos asi que la intensidad de este màximo 
es /= 7 0 ( 4 n 2 / 97 r 2 ). Pero n 2 I 0 era la intensidad màxima y tenemos asi 4 / 97 r 2 veces 
la intensidad màxima, lo que es cerca de 0,047, ;menos del 5 por 100 de la intensi¬ 
dad màxima! Por supuesto, que hay intensidades decrecientes màs alla. Por con- 
siguiente, tenemos un màximo central muy agudo con mâximos subsidiarios muy 
débiles a los lados. 

Es posible demostrar que el àrea de toda la curva, incluyendo todas las pequenas 
protuberancias, es igual a 2nnl 0 o el doble del àrea del rectàngulo con linea pun- 
teada en la figura 30-2. 

Consideremos ahora ademâs cômo podemos aplicar la ecuaciôn (30.3) en dife- 
rentes casos y tratemos de entender lo que sucede. Consideremos que nuestras 
fuentes estân todas en una linea como esta dibujado en la figura 30-3. Hay n de 
ellas, todas separadas una distancia d y vamos a suponer que el defasaje intriseco, 
entre una y la siguiente, es a. Luego, si estamos observando en una direcciôn 0 


Fig. 30-3. Un dispositivo lineal de n os- 
ciladores iguales excitados qpn fases a s = sa. 



adicional 2nd sen 0 /A debido al tiempo de atraso entre cada dos sucesivas, de lo que 
habiamos antes. Asi 


0 = a -f 2wd sen 6/\ 
— a + kd sen Q. 


(30.4) 


Primero, tomaremos el caso a = 0. Esto es, todos los osciladores estàn en fase y 
queremos saber cuàl es la intensidad en funciôn del àngulo 9. Para averiguarlo solo 
debemos poner 0 = kd sen 9 en la formula (30.3) y ver qué sucede. En primer lugar, 
hay un màximo cuando 0 = 0. Eso significa que cuando todos los osciladores estân 
en fase hay una intensidad grande en la direcciôn 0=0. Por otro lado, una pre- 
gunta interesante es ^.dônde està el primer minimo? Se produce cuando 0 = 2n/n. 
En otras palabras, cuando 2nd sen 9/ A — 2n/ n, obtenemos el primer minimo de la 
curva. Si nos deshacemos de los 27 r, de manera que podamos apreciar un poco 
mejor, esto dice que 


nd sen(?=X. (30.5) 

Tratemos ahora de comprender fisicamente por qué obtenemos un minimo en esa 
posiciôn: nd es el largo total L del conjunto. Refiriéndonos a la figura 30-3, vemos 
que nd sen 9 = L sen 6 = A. Lo que dice (30.5) es que cuando A es igual a una 
longitud de onda, obtenemos un minimo. ^Por qué obtenemos un minimo cuando 
A = A? Porque las contribuciones de los diversos osciladores estân distribuidas 
entonces uniformemente en fase de 0° a 360°. Las fléchas (Fig. 30-1) se desplazan 
alrededor de un circulo completo -estamos sumando vectores iguales en todas direc- 
ciones y esa suma es cero- De manera que cuando tenemos un ângulo tal que 
A — A, obtenemos un minimo. Ese es el primer minimo. 

Hay otro aspecto importante de la formula (30.3) que es que si el àngulo 0 es 
aumentado en cualquier multiple de 2 n, no introduce ninguna diferencia a la formu¬ 
la. Por consiguiente, obtenemos otros màximos grandes para 0 = 277, 47 r, 67 t, etc. 
Cerca de cada uno de estos màximos grandes el diagrama de la figura 30-2 se repite. 
Nos podemos preguntar £cuàl es la circunstancia geométrica que lleva a estos otros 
mâximos grandes? La condiciôn es que 0 = 2nm, donde m es cualquier entero. O 
sea, 2nd sen 9/A= 2nm. Dividiendo por 277, vemos que 


d sen 9 


= m\. 


(30.6) 


Esta se parece a la formula (30.5). No, esa formula era nd sen 0 = A. La diferencia 
es que aqui tenemos que observar a las fuentes individuales y cuando decimos d sen 
0 = mA, eso significa que tenemos un ângulo 9 tal que ô = mA. En otras palabras, 
cada fuente està ahora contribuyendo en una cierta cantidad y las sucesivas estân 
defasadas en un mùltiplo entero de 360° y, por lo tanto, estàn contribuyendo en 
fase, porque defasados en 360° es lo mismo que estar en fase. Por consiguiente, to¬ 
dos contribuyen en fase y producen un màximo tan bueno como el de m = 0 que 
discutimos antes. Las protuberancias subsidiarias, toda la forma del diagrama es 
justamente igual a la cercana a 0 = 0 , con exactamente los mismos minimos a cada 
lado, etc. Luego tal dispositivo 
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va a mandar rayos en varias direcciones —cada rayo teniendo un mâximo central fuer 
te y un cierto nümero de “lôbulos latérales"’ débiles. Uno se refiere a los diversos 
rayos intensos como rayos de orden cero, primer orden, etc., de acuerdo con el valor 
de m ■ m se llama el orden del rayo. 

Llamamos la atenciôn sobre el hecho de que si d es menor que A, la ecuaciôn 
(30.6), no puede tener soluciôn excepto para m = 0, de modo que si la separaciôn es 
demasiado chica hay solo un rayo posible, el de orden cero centrado en B = 0. (Por 
supuesto, también hay un rayo en la direcciôn opuesta.) Para obtener mâximos sub- 
sidiarios grandes debemos tener la separaciôn d del conjunto mayor que una lon- 
gitud de onda. 


30-2 La red de difracciôn 


cientos de rayas por milimetro dispuestas muy cuidadosamente para que estén igual- 
mente separadas. El efecto de esta red se puede observar disponiendo un proyector para 
que proyecte una angosta linea vertical de luz (la imagen de una rendija) en una panta- 
11a. Cuando ponemos la red en el haz, con los rayos verticales, vemos que la linea 
todavia esta ahi, pero ademâs a cada lado tenemos otra mancha intensa de luz que 
esta coloreada. Esta, por supuesto, es la imagen de la rendija extendida en un 
amplio intervalo angular, porque el àngulo 0 en (30.6) dépende de A y luces de dife- 
rentes colores, como sabemos, corresponden a diferentes frecuencias y por lo tanto 
a diferentes longitudes de onda. La longitud de onda mâs larga visible es el rojo y 
como d sen 0 = A, eso requiere un àngulo 0 mayor. jY efectivamente encontramos 
que el rojo forma un àngulo mayor desde la imagen central! Deberia haber un rayo 
en el otro lado también y efectivamente vemos uno en la pantalla. Luego, podria 
haber otra soluciôn de (30.6) cuando m — 2. Vemos efectivamente que hay algo 
vago ahi —muy débil- y hay aün otros rayos màs allé. 


En el trabajo técnico con antenas y alambres es posible arreglar que todas las 
fases de los pequenos osciladores o antenas sean iguales. La pregunta es si o cômo 
podemos hacer algo similar con la luz. No podemos, en el momento présente, hacer 
literalmente pequenas estaciones de radio de frecuencia ôptica y unirlas con 
alambres infinitésimales y excitarlas todas con una fase dada. Pero hay una manera 
muy fàcil de hacer algo que equivalga a la misma cosa. 

Supongan que tuviéramos muchos alambres paralelos, igualmente espaciados 
con una separaciôn d y una fuente de radiofrecuencia muy lejana, pràcticamente en 
el infinito, que està generando un campo eléctrico que llega a cada uno de los 
alambres con la misma fase (està tan alejada que el atraso en el tiempo es el mismo 
para todos los alambres). (Uno puede desarrollar casos con dispositivos curvos, pero 
tomemos uno piano.) Entonces el campo eléctrico externo va a mover los electrones 
de arriba a abajo en cada alambre. Esto es* el campo que viene de la fuente original 
va a sacudir los electrones de arriba a abajo y al moverse estos representan nuevos 
generadores. Este fenômeno se llama dispersion: una onda de luz de alguna fuente 
puede inducir un movimento de los electrones en un pedazo de material y estos mo- 
vimientos generan sus propias ondas. Luego, todo lo que es necesario es disponer 
muchos alambres igualmente espaciados, excitarlos con una fuente de radiofrecuen¬ 
cia alejada y tenemos la situaciôn que queremos, sin necesidad de muchas conexio- 
nes especiales. Si la incidencia es normal, las fases van a ser iguales, y 
obtendremos exactamente el caso que hemos estado discutiendo. Luego, si la separa¬ 
ciôn de los alambres es mayor que la longitud de onda, obtendremos una fuerte in- 
tensidad de dispersion en la direcciôn normal y en ciertas otras direcciones dadas 
por (30.6). 

i Esto también se puede hacer con la luz'. En vez de alambres, usamos, un peda¬ 
zo piano de vidrio y hacemos ranuras en él, taies que cada una de las ranuras dis¬ 
perse en forma ligeramente diferente el resto del vidrio. Si luego iluminamos el 
vidrio, cada una de las ranuras representarà una fuente y si separamos las lineas 
en forma muy fina, pero no màs cerca de una longitud de onda (lo que es de todos 
modos casi técnicamente imposible), entonces esperariamos un fenômeno milagroso: 
la luz no solo va a pasar en linea recta, sino que también habrâ un fuerte haz en un 
àngulo distinto de cero que dépende de la separaciôn de las ranuras. Taies objetos 
se han hecho realmente y son de uso comùn -se llaman redes de difmcciôn. 

En una de sus formas, una red de difracciôn consiste simplemente en una lâmina 
de vidrio piano transparente e incolora con rayas. Hay a menudo varios 


Recién hemos dicho que todos estos rayos deberian ser de la misma intensidad, 
pero vemos que en realidad no lo son y en efecto jni siquiera los primeros a la 
derecha y a la izquierda son iguales! La razôn es que la red ha sido construida 
cuidadosamente para hacer precisamente esto. i,Cômo? Si la red consiste en rayas 
muy finas, de ancho infinitésimal, separadas uniformemente, entonces las intensida- 
des serian realmente iguales. Pero de hecho, aunque hemos tomado el caso mâs 
simple, también podriamos haber considerado un dispositivo de pares de antenas 
en el cual cada intégrante del par tiene una cierta intensidad y cierta fase relativa. 
En este caso, es posible obtener intensidades que son diferentes en los diferentes 
ôrdenes. Una red se hace a menudo con pequenos cortes de “dientes de sierra” en 
vez de pequenas muescas simétricas. Disponiendo cuidadosamente los “dientes de 
sierra”, se puede enviar mâs luz a un orden particular del espectro que a otros. En 
una red real deseariamos tener toda la luz posible en uno de los ôrdenes. Esto podria 
parecer dificil de conseguir, pero es algo que conviene mucho realizar porque hace 
la red mâs ütil. 



Fig. 30-4. La diferencia de trayectoria 
para rayos dispersados por rayas adyacentes 
de una red es d sen0 sal -dsen 9 em . 


Hasta ahora hemos considerado el caso en que las fases de las fuentes son igua¬ 
les. Pero también tenemos una formula para (/> cuando las fases difieren entre si en 
un àngulo a. Esto requiere conectar nuestras antenas con una pequeiïa diferencia de 
fase entre si. <,Podemos hacer esto con la luz? Si, lo podemos hacer muy fâcilmente, 
para lo cual supongan que existe una fuente de luz en el infinito a un àngulo tal que 
la luz llega en un àngulo ri ent y, digamos que, deseamos discutir el haz dispersado 
que se aleja en un àngulo ô sal . El ri sal es el mismo 0 que teniamos antes, pero el 0 ent 
es solo un medio para arreglar que la fase de cada fuente sea 
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diferente: la luz proveniente de la fuente excitadora lejana toca primero una raya, lue- 
go otra, luego la otra y asi sucesivamente con un corrimiento de fase de una a la otra 
que es como vemos a = - d sen 0 ent / A. Por lo tanto, tenemos la formula para una 
red en la cual la luz llega y se aleja a un ângulo: 


0 = 2nd sen 0 sal M - 2nd sen 6 eat /A (30.7) 


En estas circunstancias encontramos el mismo tipo general de figura que para 
separaciôn finita con d>Ai todos los lôbulos latérales son prâcticamente los 
mismos que antes, pero no hay mâximos de orden superior. Si los dispersores estân 
todos en fase, obtenemos un mâximo en la direcciôn 0 sa] = 0 y un minimo cuando 
la distancia A es igual a A , tal como para d y n finitos. Asi que hasta podemos 
analizar una distribuciôn continua de dispersores u osciladores, usando intégrales 
en vez de suma. 


Tratemos de averiguar dônde obtenemos gran intensidad en este caso. La condiciôn 
para intensidad grande es, por supuesto, que 0 sea un mùltiplo de 2n. Hay varios 
puntos interesantes que deben notarse. 

Un caso de interés bastante grande es el que corresponde a m = 0, donde d es 
menor que A; en realidad, ésta es la unica soluciôn. En este caso vemos que 
sen 0 saJ = sen fl ent , lo que significa que la luz sale en la misma direcciôn que la luz 
que estaba excitando la red. Podriamos pensar que la luz “pasa de largo”. No, es- 
tamos hablando de luz diferente. La luz que pasa de largo proviene de la fuente 
original; de lo que estamos hablando es de la nueva luz que se généra por disper¬ 
sion. Résulta que la luz dispersada va en la misma direcciôn que la luz original; 
en realidad, puede interferir con ella -un aspecto que vamos a estudiar màs tarde. 


Hay otra soluciôn para este mismo caso. Para un fl ent dado, ô sal podria ser el 
suplemento de 0 ent . Asi que no solo vamos a obtener un rayo en la misma direcciôn 
que el rayo que llega, sino también otro en otra direcciôn, el cual, si lo consideramos 
cuidadosamente, es tal que el ângulo de incidencia es igual al ângulo de dispersion. 
Lo llamamor rayo reflejado. 

Asi empezamos a entender el mecanismo bâsico de la réflexion: la luz que llega 
généra movimiento de los âtomos en el reflector y entonces el reflector généra una 
nueva onda y una de las soluciones para la direcciôn de dispersion, la ünica solu¬ 
ciôn si la separaciôn de los dispersores es pequena comparada con una longitud de 
onda, es que jel ângulo con que sale la luz es igual al ângulo con que llega! 

En seguida, discutimos el caso especial cuando d-* 0. O sea, tenemos piecisa- 
mente un pedazo sôlido de material, por decirlo asi, pero de largo finito. Ademâs 
queremos que el defasaje entre un dispersor y el siguiente tienda a cero. En otras 
palabras, ponemos cada vez mâs antenas entre las anteriores de manera que cada 
uno de los defasajes se vaya haciendo menor, pero el numéro de antenas crezca en 
forma tal que el defasaje total, entre un extremo de la linea y el otro, sea constante. 
Veamos qué sucede con (30.3) si mantenemos constante el defasaje h® de un extre¬ 
mo al otro (digamos n0 — d>), haciendo que el numéro tienda a infinito y el defasaje 
® de cada una tienda a cero. Pero ahora 0 es tan pequeno que sen e = ® y si tam¬ 
bién reconocemos n 2 J 0 como 7 m , la intensidad mâxima en el centro del rayo, encon¬ 
tramos 

/ = 4I m sen 2 i$/<î> 2 . (30.8) 


Este caso limite es lo que se muestra en la figura 30-2. 


Fig. '30-5. El diagrama de intensidad de 
una fila continua de osciladores tiene un 
ünico méximo grande y muchos "lôbulos laté¬ 
rales" débiles. 


Ccmo ejemplo, supongan que hubiera una larga fila de osciladores, con la carga 
oscilando segùn la direcciôn de la fila (Fig. 30-5). En tal dispositivo la intensidad 
mayor es perpendicular a la fila. Hay un poco de intensidad arriba y abajo del piano 
ecuatorial, pero es insignifiante. Con este resultado podemos manejar una situaciôn 
màs complicada. Supongan que tenemos un conjunto de estas filas, cada una produ- 
ciendo un rayo solo en un piano perpendicular a la fila. Encontrar la intensidad en 
distintas direcciones provenientes de una sérié de alambres largos, en vez de alambres 
infinitésimales, es el mismo problema que teniamos para alambres infinitésimales, 
mientras nos encontremos en el piano central perpendicular a los alambres; justa- 
mente, sumamos la contribuciôn de cada uno de los alambres largos. Por esto, aun- 
que hayamos analizado en realidad solo pequenas antenas, podriamos igualmente 
bien haber usado una red con ranuras largas y delgadas. Cada una de las ranuras 
largas produce solamente un efecto en su propia direcciôn, no de arriba a abajo. 
pero estân puestas una al lado de la otra horizontalmente, de modo que producen 
interferencia asi. 

Por lo tanto, podemos construir situaciones mâs complicadas teniendo diversas 
distribuciones de dispersores en filas, pianos o en el espacio. Lo primero que 
hicimos fue considerar dispersores en fila y hemos extendido recién el anàlisis a 
fajas; lo podemos resolver haciendo las sumas necesarias, sumando las contribucio- 
nes de los dispersores individuales. El principio es siempre el mismo. 


30-3 Poder de resoluciôn de una red 

Ahora estamos en condiciones de entender numerosos fenômenos interesantes. 
Por ejemplo, consideren el uso de una red para separar longitudes de onda. Notamos 
que todo el espectro estaba separado en la pantalla. de manera que una red puede 
usarse como un instrumente para separar la luz en sus diversas longitudes de onda. 
Una de las preguntas interesantes es: suponiendo que hubiera dos fuentes de frecuen- 
cias ligeramente diferentes o de longitud de onda ligeramente diferentes, ^qué separaciôn 
minima en longitud de onda podrian tener, de manera que la red fuera incapaz de de- 
cir que realmente existian alli dos longitudes de onda diferentes? El rojo y el azul 
estaban separados claramente. Pero cuando una es roja y la otra es ligeramente mâs 
roja, muy prôxima, ôcuân prôximas pueden 
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30-4 La antena parabolica 


estar? Esto se llama el poder de résolution de la red, y una manera de analizar el pro 
blema es la siguiente. Supongan que para luz de un cierto color sucede que tenemos 
el mâximo de haz difractado en un cierto ângulo. Si cambiamos la longitud de onda, 
la fase 2 nd sen 0/A es diferente, de manera que el mâximo se produce por cierto a un 
ângulo diferente. Por esto es que el rojo y el azul estân separados. iQué diferencia 
de ângulo debe haber para que seamos capaces de verlo? Si los dos mâximos estân 
uno encima del otro, por supuesto que no los podemos ver. Si el mâximo de uno està 
suficientemente alejado del otro, entonces vemos que hay una doble protuberancia en 
la distribuciôn de la luz. Para poder discernir la doble protuberancia, se usa general- 
mente el siguiente criterio simple llamado criterio de Rayleigh (Fig. 30-6). Este con¬ 
siste en que el primer minimo de una protuberancia debe estar sobre el mâximo de la 
otra. Ahora es muy fâcil calcular cuàl es la diferencia de longitud de onda, cuândo un 
minimo estâ sobre el mâximo'de la otra. La mejor manera de hacerlo es geométrica- 
mente. 



Fig. 30-6. Ilustraciôn del criterio de Ray¬ 
leigh. El mâximo de un diagrama cae en el pri¬ 
mer minimo del otro. 


Para tener un mâximo para la longitud de onda A', la distancia A (Fig. 30-3) debe 
ser nX y si estamos observando el rayo de orden m, es mnX. En otras palabras, 
2 nd sen 0/A' = 2 nm; por lo tanto nd sen 0, que es A, es X por n o mn A. Para el 
otro rayo, de longitud de onda A, queremos tener un minimo a este ângulo. Esto es, 
queremos que A sea exactamente una longitud de onda A mâs que mnX. O sea, 
A = mnX + A mnX. Luego si A = A + AA, encontramos 


AX/X = l/mn. 


(30.9) 


Consideremos ahora otro problema en relation con el poder de resoluciôn. Esto 
tiene que ver con la antena de un radio-telescopio, usado para determinar la posiciôn 
de fuentes de radio en el cielo, es decir, cuân grandes son ellas en ângulo. Por 
supuesto, si usâramos cualquier antena comûn y encontrâramos las senales, no 
sabriamos de que direcciôn venian. Estamos muy interesados en saber si la fuente 
estâ en un lugar o en otro. LIna manera de averiguarlo es colocar toda una sérié 
de alambres dipolares igualmente espaciados-en el paisaje australiano. Luego toma- 
mos todos los alambres de estas antenas y los conectamos al mismo receptor de tal 
manera que los atrasos en las lineas de alimentaciôn sean iguales. Asi, el receptor 
recibe senales de todos los dipolos en fase. O sea, suma todas las ondas de cada 
uno de los dipolos en la misma fase. ôQué sucede ahora? Si la fuente estâ directa- 
mente encima del dispositivo, en el infinito, o aproximadamente asi, entonces sus 
ondas de radio van a excitar a las antenas en la misma fase de manera que todas 
alimentan al receptor en conjunto. 

Supongan ahora que la fuente de radio forme un pequeno ângulo 0 con la ver¬ 
tical. Entonces las diversas antenas estân recibiendo senales un poco defasadas. El 
receptor suma todas estas senales defasadas. y por lo tanto no obtenemos nada si 
el ângulo 0 es demasiado grande. ôQué tamano puede tener el ângulo? Respuesta: 
obtenemos cero si el ângulo A/L = 0 (Fig. 30-3) corresponde a un defasaje de 360°, o 
sea si A es la longitud de onda A. Esto se debe a que las contribucior.es de los vecto- 
res forman en conjunto un poligono completo con résultante cero. El menor ângulo 
que se puede resolver mediante un dispositivo de antenas de largo L es 0 = A/L. No- 
ten que el diagrama de recepciôn de una antena como ésta es exactamente igual que la 
distribuciôn de intensidad que obtendriamos si invirtiéramos el receptor y lo 
transformâramos en un emisor. Esto es un ejemplo de lo que se llama principio de 
reciprocidad. De hecho résulta vâlido en general para cualquier arreglo de antenas, 
ângulos, etc., es decir, si primero resolvemos cuàles serian las intensidades rela- 
tivas en diversas direcciones si el receptor fuera en su lugar un transmisor, entonces 
la sensibilidad direccional relativa de un receptor con las mismas conexiones exter- 
nas, el mismo arreglo de antenas, es la misma que lo que séria la intensidad relativa 
de emisiôn si fuera un transmisor. 


El cociente A /AA se llama poder de résolution de una red; vemos que es igual al 
nûmero total de lineas de la red multiplicado por el orden. No es dificil probar que 
esta formula es équivalente a la formula que el error en la frecuencia es igual a la 
inversa de la diferencia de tiempo entre trayectorias extremas que se permite 
interferir* : 

Av = 1 /T. 

De hecho, ésta es la mejor manera de recordarla, porque la formula general funcio- 
na no solo para redes, sino para cualquier otro instrumente, mientras que la formula 
especial (30.9), dépende del hecho que estamos usando una red. 

* En nuestro caso T — A/c = mnA / c , donde c es la velocidad de la luz. La frecuencia 
" = c/A, asi que Av = c AA/A 2 . 


Algunas antenas de radio estân hechas de otro modo. En vez de tener un mon- 
tôn de dipolos en una larga linea, con muchos alambres de alimentaciôn, podemos 
disponerlos no en una linea, sino en una curva y poner el receptor en un cierto 
punto donde pueda detectar las ondas dispersadas. Esta curva estâ disenada inteli- 
gentemente de manera que si las ondas de radio llegan desde arriba y los alambres 
dispersan formando una nueva onda, los alambres estân dispuestos de tal modo que 
las ondas dispersadas llegan al receptor todas al mismo tiempo (Fig. 26-12). En 
otras palabras, la curva es una parâbola y cuando la fuente esté exactamente en su 
eje, obtenemos una intensidad muy grande en el foco. En este caso entendemos muy 
claramente cuàl es el poder de resoluciôn de este instrumento. El arreglo de las 
antenas en una curva parabolica no es un punto esencial. Es solo una manera con- 
veniente de llevar las senales a un mismo punto sin atrasos relatives y sin alambres 
de alimentaciôn. El ângulo que ese instrumento puede resolver es todavia 0 = A/L, 
donde L es la separaciôn entre la primera y la ùltima antena. No dépende de la sé¬ 
paration de las antenas que pueden estar muy juntas o, de hecho, ser un 
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pedazo de métal. Ahora estamos describiendo un espejo telescôpico, por supuesto. 
jHemos encontrado el poder de resoluciôn de un teîescopio! (A veces el poder de ré¬ 
solution se escribe 6 — 1,22 A/L, donde L es el diâmetro del teîescopio. La razôn que 
no sea exactamente A/L es ésta: cuando calculâmes que 6 = A/L, supusimos que to- 
das las lineas de dspolos eran iguales en intensidad, pero cuando tenemos un teîescopio 
circular que es la manera en que corrientemente disponemos un teîescopio, no llega 
tanta senal desde los bordes exteriores, porque no es como el caso de un cuadrado, 
donde obtenemos la misma intensidad a lo largo de todo un lado. Recibimos algo 
menos, porque estamos usando solo una parte del teîescopio ahi; podemos asi apre- 
ciar que el diâmetro efectivo es un poco mâs corto que el diâmetro verdadero, y eso 
es lo que nos dice el factor 1,22. En todo caso parece un poco pédante poner tanta 
précision en la formula del poder de resoluciôn.)* 


30-5 Pela’cuîas eoloreadas; cristales 

Lo anterior, entonces, constituye algunos de los efectos de interferencia que se 
obtienen al sumar las diversas ondas. Pero hay una sérié de otros ejemplos, y a 
pesar de que aûn no entendamos el mecanismo fundamental, algûn dia lo entende- 
remos y podemos comprender incluso ahora cômo sucede la interferencia. Por ejem- 
plo, cuando una onda de luz choca con la superficie de un material de indice n, 
digamos en incidencia normal, algo de la luz se refleja. No estamos ahora mismo en 
situaciôn de comprender la razôn de la réflexion; la discutiremos mâs tarde. Pero 
supongamos que sabemos que algo de luz se refleja tanto al entrar como al salir de 
un medio réfractante. Luego, si miramos a la réflexion de una fuente luminosa en 
una pelicula delgada, vemos la suma de dos ondas; si el espesor es suficientemente 
pequeno estas dos ondas van a producir interferencia, ya sea constructiva o destruc- 
tiva, dependiendo de los signos de las fases. Podria ser, por ejemplo, que para la luz 
roja obtengamos una réflexion aumentada, pero para la luz azul, que tiene una longi- 
tud de onda diferente; obtenemos quizâs una interferencia de réflexion destructiva; por 
lo tanto vemos una brillante réflexion roja. Si cambiamos el espesor, es decir, si mira¬ 
mos en otro lugar donde la pelicula es mâs gruesa, aqueîlo puede invertirse, interfirien- 
do el rojo y no el azul, por îo que sera azul brillante, o verde, o amarilla, o lo que sea. 
Asi que vemos colores cuando miramos peliculas delgadas y los colores cambian si ' 
miramos desde ângulos diferentes. Asi, sûbitamente, apreciamos otros cientos de 
miles de situaciones que encierran los colores que vemos en peliculas de aceite, 
burbujas de jabôn, etc., en diferentes ângulos. Pero el prineipio es e! mismo: solo esta¬ 
mos sumando ondas con fases diferentes. 


decir cuânto estaban separadas las lineas de la red si conociéramos la longitud 
de onda de la luz. Por la diferencia de intensidad de las distintas imâgenes podriamos 
encontrar la forma de las rayas de la red, bien que la red estuviera hecha de alam- 
bres, muescas de dientes sierra, o lo que sea, sin poder verlas. Este prineipio se usa 
para descubrir las posiciones de los dtomos en un cristal. La ünica complication 
es que un cristal es tridimensional; es un arreglo tridimensional repetido de âtomos. 
No podemos usar luz ordinaria, porque debemos usar algo cuya longitud de onda 
sea menor que el espacio entre los âtomos o no obtenemos ningun efecto; asi que 
debemos usar radiation de longitud de onda muy corta, es decir rayos X. Asi ha- 
ciendo incidir rayos X en un cristal y notando lo intensa que es la réflexion en los 
diferentes ôrdenes, podemos determinar el arreglo de los âtomos dentro jsin que 
podamos verlos jamàs con el ojo! Es en esta forma que conocemos el arreglo de los 
âtomos en diversas sustancias, lo que nos permitiô trazar aquellos dibujos en el 
primer capitulo, mostrando el arreglo de los âtomos en la sal, etc. Volveremos mâs 
tarde a este tema para discutirlo en mayor detalle y, por lo tanto, no diremos mâs 
por ahora acerca de esta notabilisima idea. 


30-6 Difraccion por pantallas opaeæs 

Ahora llegamos a una situaciôn muy interesante. Supongan que tenemos una 
làmina opaca con agujeros y una luz de un lado de ella. Queremos saber cuâl es la 
intensidad del otro lado. Lo que la mayor parte de la gente dice es que la luz ilumina 
a través de los agujeros y produce un efecto del otro lado. Resultarâ que uno obtie- 
ne la respuesta correcta, con excelente aproximaciôn, si se supone que hay fuentes 
distribuidas con densidad uniforme a lo largo de los agujeros abiertos y que las fases 
de estas fuentes son las mismas que habrian sido si el material opaco hubiera estado 
ausente. Por supuesto que no existen realmente fuentes en los agujeros; en reaîidad, 
ése es el ûnico lugar donde con certeza no hay fuentes. Sin embargo, obtenemos 
los diagramas de difraccion correctes considerando que los agujeros son los ünicos 
lugares donde hay fuentes; esto es un hecho mâs bien peculiar. Vamos a explicar 
después por qué esto es cierto, pero por ahora sôlo supongamos que lo es. 

En la teoria de la difraccion existe otro tipo de difraccion que deberiamos discu- 
tir brevemente. Usualmente no se discute tan temprano en un curso demental como 
éste, sôlo porque las formulas matemâticas necesarias para sumar estos pequenos 
vectores son 


Como otra importante aplicaciôn de la difraccion podemos mencionar lo siguien- 
te. Hemos usado una red y vimos la imagen difractada en la pantalla. Si hubiéramos 
usado luz monocromâtica, habria estado en un cierto lugar especifico. Luego habia 
también varias imâgenes de orden superior. De las posiciones de las imâgenes po¬ 
driamos 

* Esto se debe en primer lugar a que el criterio de Rayleigh es una idea aproximada. Es- 
tablece cuando empieza a ser muy dificil decir si la imagen estaba formada por una o dos estre- 
llas. En reaüdad si se pueden hacer medidas suficientemente cuidadosas de la distribuciôn exacta 
de intensidad sobre la imagen difractada; el hecho que dos fuentes forman la imagen puede ser 
demostrado afin cuando 0 es menor que A/L. 



Fig. 30-7. Una fuente de luz distante 
proyecta la sombra de un objeto opaco sobre 
una pantalla. 
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un poco complicadas. Fuera de eso, es exactamente lo mismo que hemos estado hacien- 
do todo el tiempo. Todos los fenômenos de interferencia son los mismos, no se incluye 
nada mucho màs avanzado, solo las circunstancias son màs complicadas y es mas difi- 
cil sumar los vectores, eso es todo. 

Supongan que tenemos una luz que viene del infinito proyectando la sombra de 
un objeto. La figura 30-7 muestra una pantalla en la cual la sombra de un 
objeto AB esta producida por una fuente de luz muy lejana comparada con una 
longitud de onda. Podriamos ahora esperar que por fuera de la sombra esté todo 
iluminado y por dentro todo oscuro. De hecho, si graficamos la intensidad en 
funciôn de la posiciôn cerca del borde de la sombra, la intensidad aumenta y luego 
se sobrepasa, se bambolea y oscila de una manera muy peculiar cerca de este borde 
(Fig. 30-8). Ahora vamos a discutir la razôn de esto. Si usamos el teorema que no 
hemos demostrado todavia, podemos reemplazar el problema real por un conjunto 
de fuentes efectivas distribuidas uniformemente en el espacio abierto màs alla del 
objeto. 

Imaginamos un gran numéro de antenas muy poco distantes y deseamos la in¬ 
tensidad en un cierto punto P. Esto se parece justamente a lo que hemos estado 
haciendo. No totalmente; porque nuestra pantalla no esta en el infinito. No quere- 
mos la intensidad en el infinito, sino en un punto finito. Para calcular la intensidad 
en un lugar particular, tenemos que sumar las contribuciones de todas las antenas. 
Primero, hay una antena en D, opuesta exactamente a P; si subimos un poco en 
àngulo, digamos una altura h, enfonces hay un aumento en el atraso (también hay 
un cambio en la amplitud debido al cambio en la distancia, pero éste es un efecto 
muy pequeno si estamos lejos y es mucho menos importante que el defasaje). La di- 
ferencia en la trayectoria EP-DP es ahora h 2 /2s, de manera que el defasaje es 
proporcional al cuadrado de cuànto nos alejamos de D, mientras que en nuestro 
trabajo previo s era infinito y el defasaje era linealmente proporcional a h. Cuando 
las fases son linealmente proporcionales, cada vector se suma formando un àngulo 
constante con el siguiente. Lo que necesitamos ahora es una curva que se hace su- 
mando muchos vectores infinitésimales con la condiciôn de que el àngulo que for- 
man aumente, no linealmente, sino con el cuadrado de la longitud de la curva. 
Construir esa curva pone en juego una matemàtica ligeramente avanzada, pero 
siempre la podemos construir dibujando efectivamente las fléchas y midiendo los 
ângulos. En todo caso. 



obtenemos la maravillosa curva (llamada espiral de Cornu) que se muestra en la figu¬ 
ra 30-8. Ahora bien, ( - ,cômo usamos esta curva? 

Si queremos la intensidad, digamos en el punto P, sumamos una sérié de contri¬ 
buciones de fases diferentes desde el punto D hacia arriba hasta infinito y desde D 
hacia abajo solo hasta el punto B r De manera que partimos de B p en la figura 30-8 
y dibujamos una sérié de fléchas con ângulos siempre crecientes. Por lo tanto. la 
contribuciôn total por sobre el punto TL .va a lo largo de la curva en espiral. Si 
dejàramos de integrar en algûn lugar, la amplitud total séria un vector desde B 
hasta ese punto; en este problema particiilar vamos hasta infinito, de manera que la 
respuesta total es el vector B pc0 . Ahora bien, la posiciôn sobre la curva que corres¬ 
ponde al punto B p en el objeto dépende de donde esté ubicado P, ya que el punto D, 
el punto de inflexion, siempre corresponde a la posicion del punto P. Asi. depen- 
diendo de donde esté ubicado P sobre B, el punto de partida va a caer en diferentes 
posiciones sobre la parte izquierda inferior de la curva y el vector résultante B P , va 
a tener muchos màximos y minimos (Fig. 30-9). 

Por otro lado, si estamos en Q. al otro lado de P, estamos usando solo un ex- 
tremo de la curva espiral y no el otro extremo. En otras palabras, ni siquiera empe- 
zamos en D sino en Bq, asi que en este lado obtenemos una intensidad que dismi- 
nuye continuamente a medida que Q se aleja màs en la sombra. 

Un punto que podemos calcular inmediatamente con facilidad para mostrar que 
realmente lo entendemos es la intensida'd extactamente opuesta al borde. La intensi¬ 
dad es aqui 1/4 de la luz incidente. Razôn: Exactamente en el borde (por consiguien- 
te, el extremo B de la flécha estâ en D en figura 30-8) tenemos la mitad de la curva 
que habriamos tenido si hubiéramos estado lejos en la région brillante. Si nuestro 
punto R estâ lejos dentro de la luz, vamos desde un extremo de la curva al otro, 
es decir. un vector unitario completo: pero si estamos en el borde de la sombra, 
tenemos solo la mitad de la amplitud (1/4 de la intensidad). 

En este capitulo hemos encontrado la intensidad producida en diferentes direc- 
ciones a partir de diversas distribuciones de fuentes. Como ejemplo final deducire- 
mos una formula que vamos a necesitar para el prôximo capitulo sobre la teoria del 
indice de refracciôn. Hasta este punto las intensidades relativas han sido suficientes 
para nuestros fines, pero esta vez encontraremos la formula compléta del campo en 
la situaciôn siguiente. 


30-7 El campo de un piano de cargas oscilantes 

Supongan que tenemos un piano lleno de fuentes, tcdas oscilando juntas, con su 
movimiento en un piano y todas con la misma amplitud y fase. ^Cuâl es el campo a 
una distancia finita. pero muy grande a partir del piano? (No nos podemos 
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Fig. 30-10. Campo de radiaciôn de una 
làmina de cargas oscilantes. 


acercar mucho, por supuesto, porque no tenemos las formulas correctas para el campo 
cerca de las fuentes.) Si dejamos que el piano de las cargas sea el X Y, queremos encon- 
trar el campo en un punto P lejos en el eje Z (Fig. 30-10). Suponemos que hay q 
cargas por unidad de ârea del piano y cada una de ellas tiene una carga q. Todas 
las cargas se mueven con movimiento armônico simple con la misma direcciôn, am- 
plitud y fase. Hacemos que el movimiento de cada carga, con respecto a su propia 
posiciôn intermedia, sea x n cos ait. O usando la notaciôn compleja y recordando 
que la parte real représenta el movimiento verdadero, el movimiento puede ser des- 
crito por x 0 e io,t . 

Ahora encontramos el campo en el punto P de todas las cargas, encontrando el 
campo ahi de cada carga q y después sumando las contribuciones de todas las car¬ 
gas. Sabemos que el campo de radiaciôn es proporcional a la aceleraciôn de la carga 
que es -oj ï x 0 e i '" 1 (y es la misma para cada carga). El campo eléctrico que deseamos 
en el punto P debido a la carga en el punto Q es proporcional a la aceleraciôn de la 
carga q , pero debemos recordar que el campo en el punto P en el instante t esta 
dado por la aceleraciôn de la carga en el tiempo anterior t' - t-r/c, donde r/c es 
el tiempo que demoran las ondas en viajar la distancia r desde Q & P. Por lo tanto, 
el campo en el punto P es proporcional a 

-u, 2 Xa e Ml ~™- (30.10) 



Usando este valor para la aceleraciôn vista desde P en nuestra formula para el cam¬ 
po eléctrico a distancias grandes de una carga que irradia, obtenemos 


/Campo eléctrico en P\ 
\ de carga en O / 


Esta formula no es totalmente correcta porque no deberiamos haber usado la 
aceleraciôn de la carga, sino su componente perpendicular a la linea QP. No obstan- 
te, supondremos que el punto P està tan lejano comparado con la distancia del pun¬ 
to Q al eje (la distancia p en la figura 30-9) de las cargas que necesitamos considerar 
que podemos omitir el factor coseno (que de todos modos deberia ser muy cer- 
cano a 1). 


Para obtener el campo total en P , sumamos ahora los efectos de todas las cargas 
en el piano. Deberiamos, por supuesto, hacer una suma veclorial. Pero ya que la 
direcciôn del campo eléctrico es casi la misma para todas las cargas, manteniendo la 
aproximaciôn ya hecha, podemos sumar los môdulos de los campos. En nuestra 
aproximaciôn 
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el campo en P dépende solo de la distancia r de manera que todas las cargas a la 
misma distancia r producen campos iguales. Asi, pues, sumamos primero los campos 
de todas las cargas en un aniLo de ancho dp y radio p. Integrando luego sobre todo 
p obtendremos el campo total. 

El numéro de cargas en el anillo es el producto del ârea de la superficie del 
anillo 2np dp y rj, el numéro de cargas por unidad de ârea. Tenemos entonces 

Campo total en P = f g u> 2 xoe'“ {t ~ r,c) 


Deseamos calcular esta intégral desde p = 0 hasta p = oo. La variable t , por 
supuesto, debe mantenerse fija mientras efectuamos la intégral de manera que las 
ünicas cantidades variables son p y r. Dejando de lado por el momento todos los 
factores constantes, incluyendo el factor e'“", la intégral que deseamos es 


Para realizar esta intégral debemos usar la relaciôn entre r y p: 


Ya que z es independiente de p, cuando derivamos esta ecuaciôn obtenemos 


2 r dr ~ 2p dp, 


lo que es afortunado, porque en nuestra intégral podemos reemplazar pdp por r dr 
y la r va a cancelar la del denominador. La intégral que queremos es entonces de 
lo mâs simple 


f e~ iur ' r dr. 


(30.15) 


Integrar una exponencial es muy fâcil. Dividimos por el coeficiente de r en el expo- 
nente y calculamos la exponencial en los limites. Pero los limites de r no son los 
mismos que los limites de p. Cuando p = 0. tenemos r - z de manera que los limites 
de r son de z a infinito. Obtenemos la intégral 


- £ le '* ~ (30.16) 

donde escribimos >x en vez de (r/c) ce jya que ambos significan un numéro 
grande! 

Ahora bien, e ,r es una cantidad misteriosa. Su parte real, por ejemplo. es 
cos (-oc) que matemâticamente hablando es totalmente indefinido (jaunque espera- 
riamos que estuviera en alguna parte --o en todas partes (?)- entre + 1 y — I ! J. Pero 
en una situaciôn Jîsica puede significar algo muy razonable y usualmente se puede 
tomar como cero. Para ver que esto es asi en nuestro caso. volvemos a considerar 
la intégral original (30.15). 
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Podemos entender (30.15) como la suma de muchos numéros complejos peque- 
ncs, cada uno de môdulo Ar y con un àngulo 0 = — wr/c en el piano complejo. Po¬ 
demos tratar de calcular la suma por un método gràfico. En la figura 30-11 hemos 
dibujado los primeros cinco pedazos de la suma. Cada segmento de la curva tiene 
un largo Ar y esta colocado en un àngulo AO = -mAt/c con respecto al pedazo 
anterior. La suma de estos cinco primeros pedazos està representada por la flécha 
desde el punto de partida hasta el extremo del quinto segmento. A medida que se- 
guimos sumando pedazos, vamos a trazar un poligono hasta que volvemos al punto 
inicial (aproximadamente) y después vamos a empezar la vuelta de nuevo. Al sumar 
mâs pedazos solo damos vuelta y vuelta, manteniéndonos cerca de un circulo cuyo 
radio se demuestra fàcilmente ser c/io. ; Ahora podemos ver por que la intégral no 
da una respuesta definida! 

Pero ahora debemos volver a la fisica de la situaciôn. En una situaciôn real el 
piano de cargas no puede ser de extension infinita, sino que debe terminar alguna 
vez. Si terminara sübitamente y fuera exactamente de forma circular, nuestra intégral 
tendria algün valor en el circulo de la figura 30-11. Sin embargo, si dejamos que el 
numéro de cargas en el piano vaya disminuyendo gradualmente a una cierta dis¬ 
tancia grande del centro (o bien que termine de repente, pero en una forma irregular 
de manera que para p grande todo el anillo de ancho dp no contribuya mâs), enton- 
ces el coeficiente i) en la intégral exacta va a decrecer hasta cero. Ya que estamos 
sumando pedazos màs pequenos, pero aùn girando en el mismo àngulo el gràfico de 
nuestra intégral resultarâ ser entonces una curva que es una espiral. La espiral termi- 
narà finalmente en el centro de nuestro circulo original como se muestra en la figura 
30-12. La intégral Jïsicamente correcta es el numéro complejo A representando en la 
figura por el intervalo desde el punto inicial al centro del circulo que es igual a 


(Existe ademas otra razon por que la contribuciôn a la intégral disminuye para 
valores grandes de r y ése es el factor que hemos omitido para la proyecciôn de la 
aceleraciôn en el piano perpendicular a la linea PQ.) 

Estamos interesados, por supuesto, solo en situaciones fisicas, asi que vamos a 
tomar igual a cero. Volviendo a nuestra formula original (30.12) para el campo 
y volviendo a poner todos los factores que acompanan la intégral, tenemos el resultado 


Campo total en P = - i UXo e Mt -< e) (30.18) 

(recordando que 1 /i = -i). 

Es interesante notar que (icox^”) es igual a la velocidad de las cargas, asi que 
también podemos escribir la ecuaciôn del campo como 

Campo total en P= —[velocidad de las cargas] en t-z/c, (30.19) 

lo que es un poco extrano, porque el retardo es justamente en la distancia z, que es 
la distancia mas corta desde P al piano de cargas. Pero asi es como résulta, afor- 
tunadamente, una formula bastante simple. (Podemos agregar, entre paréntesis, que 
aunque nuestra derivaciôn es vâlida solo para distancias alejadas del piano de car¬ 
gas oscilantes, résulta que la formula (30.18) 6 (30.19) es correcta para cualquier 
distancia, aun para z < A). 


(30.17) 


como ustedes mismos pueden desarrollar. Este es el mismo resultado que obtendria- 
mos de la ecuaciôn (30.16) si hacemos e -1 ’* = 0. 
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Onda “transmitida" 


ôCuàl esel campo 
eléctrico aqui? 

Plaça de vidrio Fig ’ 31 ' 1 ‘ 0ndas eléctrlcas 

una.capa de material transparente. 


atraviesan 


de vidrio, cada uno con su retardo propio a la velocidad c. Recuerden que la con- 
tribuciôn de cada carga no cambia por la presencia de otras cargas. Estos son nues- 
tros principios bâsicos. El campo en P se puede escribir asi: 


(31.1) 


31-1 El indice de refracciôn 

Hemos dicho antes que la luz va mâs lenta en el agua que en el aire y ligeramente 
mâs lenta en el aire que en el vacio. Este efecto estâ descrito por el indice de refrac¬ 
ciôn n. Ahora nos gustaria entender cômo se origina esta velocidad mâs baja. En par- 
ticular, deberiamos tratar de ver qué relaciôn hay con algunas hipôtesis fisicas o afir- 
maciones que hicimos anteriormente y que eran las siguientes : 

a) Que el campo eléctrico total en cualquier circunstancia fisica siempre se pue¬ 
de representar por la suma de los campos de todas las cargas del universo. 

b) Que el campo de una sola carga estâ dado siempre por su aceleraciôn calcu- 
lada con un retardo a la velocidad c (para el campo de radiaciôn). 

Pero para un trozo de vidrio ustedes podrian pensar: “Ah, no, usted deberia modi- 
ficar todo esto. Deberia decir que estâ retardada a la velocidad c/n.” Eso, sin embar¬ 
go, no es correcto y debemos entender por qué no lo es. 

Es aproximadamente verdadero que la luz o cualquier onda eléctrica parezca via- 
jar a la velocidad c/n a través de un material cuyo indice de refracciôn es n; pero, sin 
embargo, los campos son producidos por los movimientos de todas las cargas -inclu- 
yendo las cargas que se mueven en el material— y con estas contribuciones bàsicas del 
campo que en ûltima instancia viaja a la velocidad c, nuestro problema es entender 
cômo se origina la velocidad aparentemente mâs baja. 

Trataremos de entender el efecto en un caso muy simple. Una fuente que vamos a 
llamar “la fuente externa ”se coloca a una gran distancia de una delgada plaça de ma¬ 
terial transparente, digamos vidrio. Queremos el campo a una gran distancia en el lado 
opuesto de la plaça. La situation queda ilustrada por el diagrama de la figura 31-1, 
donde se imagina que S y P estân muy lejos de la plaça. De acuerdo con los principios 
que hemos establecido anteriormente, un campo eléctrico en cualquier parte que esté 
lejos de todas las cargas en movimiento es la suma (vectorial) de los campos produci¬ 
dos por la fuente externa (en S) y los campos producidos por cada una de las cargas 
en la plaça 


E = E s + X E cada carga (31.2) 

todas las otras cargas 

donde Ej es el campo debido a la fuente sola y séria precisamente el campo en P si no 
hubiera material présente. Esperamos que el campo en P sea diferente de E s si hay 
otras cargas en movimiento. 

ô Por qué habria de haber cargas moviéndose en el vidrio? Sabemos que todo ma¬ 
terial consiste en âtomos que contienen electrones. Cuando el campo eléctrico de la 
fuente actûa sobre estos âtomos mueve los electrones de arriba abajo porque ejerce 
una fuerza sobre ellos. Y electrones en movimiento generan un campo -constituyen 
nuevos radiadores-. Estos nuevos radiadores estân relacionados con la fuente S, por¬ 
que estân accionados por el campo de la fuente. El campo total no es exactamente el 
campo de la fuente S, sino que estâ modificado por la contribuciôn adicional de otras 
cargas en movimiento. Esto significa que el campo no es el mismo que el que habia 
antes que el vidrio se colocara ahi, sino que se modifica y résulta que se modifica de 
tal manera que el campo dentro del vidrio pareciera estar moviéndose a una veloci¬ 
dad diferente. Esta es la idea que nos gustaria desarrollar cuantitativamente. 

Ahora bien, esto es bien complicado en el caso exacto, porque a pesar de haber 
dicho que todas las otras cargas en movimiento son accionadas por el campo de la 
fuente, eso no es totalmente cierto. Si consideramos una carga en particular, no solo 
siente la fuente, sino que, como cualquier otra cosa en el mundo, siente todas las car¬ 
gas que se estân moviendo. Siente, en particular, las cargas que se estân moviendo en 
cualquier otro lugar del vidrio. Por consiguiente, el campo total que estâ actuando 
en una carga particular es una combinaciôn de los campos de las otras cargas jcuyos 
movimientos dependen de lo que esté haciendo esta carga particular! Pueden apreciar 
que se necesitaria un complicado conjunto de ecuaciones para obtener la formula 
compléta y exacta. Es tan complicado que postergamos este problema hasta el prôxi- 
mo ano. 

En cambio, desarrollaremos un caso muy simple para entender muy claramente 
los principios fisicos. Tomamos un caso en el cual los efectos de los otros âtomos 
son muy pequeiios comparados con los efectos de la fuente. En otras palabras, toma¬ 
mos un material en el cual el campo total no se modifica mucho por el movimiento 
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de las otras cargas. Eso corresponde a un material en el cual el indice de refracciôn 
estâ muy cerca de 1, lo que sucederâ, por ejemplo, si la densidad de los âtomos 
es muy baja. Nuestro càlculo va a ser vâlido para cualquier caso en el cual el indice 
estâ por cualquier razôn muy cerca de 1. De esta manera evitaremos las complica- 
ciones de la soluciôn compléta mâs general. 

A propôsito, deberian notar que hay otro efecto causado por el movimiento de las 
cargas en la plaça. Estas cargas también van a irradiar ondas para atrâs hacia la fuen- 
te S. Este campo que va hacia atrâs es la luz que vemos reflejada por las superficies 
de materiales transparentes. No proviene solamente de la superficie. La radiaciôn ha¬ 
cia atrâs proviene de todas partes del interior, pero résulta que el efecto total es équi¬ 
valente a una réflexion desde las superficies. Por ahora estos efectos de réflexion estân 
mâs alla de nuestra aproximaciôn porque estaremos limitados a un càlculo para un 
material cuyo indice estâ tan cerca de 1 que se refleja muy poca luz. 


Vacio 


,Sy 

* / Vidrio 


Cresta' v ' 
de onda / / 


Fig. 31-2. Relaciôn entre refracciôn y 
cambio de velocidad. 


Antes que prosigamos con nuestro estudio de cômo se généra el indice de refrac¬ 
ciôn, debemos comprender que todo lo que se necesita para entender la refracciôn es 
entender por que la velocidad de la onda aparente es diferente en materiales diferentes. 
La desviaciôn de los rayos de luz se produce porque la rapidez efectiva de las ondas 
es diferente en los materiales. Para recordarles cômo sucede eso hemos dibujado en la 
figura 31-2 varias crestas sucesivas de una onda eléctrica que Uega desde un vacio 
a la superficie de un bloque de vidrio. La flécha perpendicular a las crestas de la onda 
indica la direcciôn de movimiento de la onda. Todas las oscilaciones en la onda deben 
tener ahora la misma frecuencia. (Hemos visto que oscilaciones forzadas tienen la mis- 
ma frecuencia que la fuente excitadora.) Esto significa, también, que las crestas de las 
ondas para las ondas en ambos lados de la superficie deben tener la misma séparation 
a lo largo de la superficie porque deben viajar juntas de manera que una carga situada 
en la separaciôn perciba una sola frecuencia. La distancia mâs corta entre crestas de 
la onda, sin embargo, es la longitud de onda que es la velocidad dividida por la fre¬ 
cuencia. En el lado del vacio es A 0 = 2-ncld) y en el otro lado es A = 2m/o> ô 27r 
c/ion si v = c/n es la velocidad de la onda. A partir de la figura podemos ver que la 
unica manera de que las ondas “encajen” apropiadamente en la superficie de separa¬ 
ciôn es que las ondas en el material estén viajando a un àngulo diferente con respecto 
a la superficie. Por la geometria de la figura, pueden ver que para un “encaje" debe¬ 
mos tener A„/sen(l n = A/senü 


o sen O J sen0 = n que es la ley de Snell. Vamos a considerar, para el resto de nuestra 
discusiôn, solo por que la luz tiene una velocidad efectiva d n en un material de indi¬ 
ce « y no nos preocuparemos mâs en este capitulo de la desviaciôn de la luz. 


Volvamos ahora a la situaciôn que se muestra en la figura 31-1. Vemos que lo que 
tenemos que hacer es calcular el campo producido en P por todas las cargas oscilantes 
en la plaça de vidrio. Vamos a llamar E a esta'parte del campo eléctrico y ella es justa- 
mente la suma escrita como segundo término en la ecuaciôn (31.2). Cuando lo sume- 
mos al término E s debido a la fuente, vamos a tener el campo total en P. 

Esto es probablemente lo mâs dificil que haremos este ano, pero es complicado 
solo en que hay muchas partes que deben juntarse; cada parte, sin embargo, es muy 
simple. A diferencia de otras deducciones, donde decimos “olviden la deducciôn, 
miren solo el resultado”, en este caso no necesitamos tanto el resultado como la 
deducciôn. En otras palabras, lo que debemos entender ahora es el mecanismo fi- 
sico para la producciôn del indice. 

Pera ver a donde vamos, averiguamos primero cuânto deberia ser el “campo 
correctivo” E a , si el campo total en P se va a parecer a una radiaciôn desde la 
fuente que se frena a medida que pasa por una plaça delgada. Si la lâmina no tu- 
viera efecto en él, el campo de una onda que se piopaga hacia la derecha (segun 
el eje z) séria 

E s = E 0 cosu(t — z/c) (31.3) 

o usando la notaciôn exponencial 


E s = E 0 e iu(t -‘ lc) . (31.4) 

Ahora bien, iqué pasaria si la onda se propagara mâs lentamente al ir a través 
de la plaça? Llamemos Az el espesor de la plaça. Si la plaça no estuviera ahi la on¬ 
da atravesaria la distancia Az en un tiempo Az/c. Pero si se propagara con la ve¬ 
locidad c/n , entonces deberà demorarse un tiempo mayor nAz/c o el tiempo adi- 
cional A t — (n - 1) Az/c. Después de eso seguiria propagândose nuevamente con 
velocidad c. Podemos tomar en cuenta el atraso adicional al pasar por la plaça reem- 
plazando t en la ecuaciôn (31.4) por (t -At ) o por [t - (n - \)Az/c], Por consiguiente, 
después de intercalar la plaça la onda deberia escribirse 

E después de la plaça = — Dâe/c—e/c]^ 

También podemos escribir esta ecuaciôn como 

E despues de la plaça = g—,**•<»—l)A*/e »«( l—t/c), 

que dice que la onda después de la plaça se obtiene de la onda que podria existir 
sin la plaça, es decir de E s , multiplicando por el factor Ar/c Ahora sabemos 

que multiplicar una funciôn oscilante como e k “ l por un factor e i0 solo significa cam- 
biar la fase de oscilaciôn en un àngulo de 6, que es, por supuesto, lo que ha hecho el 
atraso extra al pasar por un espesor Az. Ha retardado la 
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fase en una cantidad io (n - 1 )Az/ c (retardado debido al signo menos en el expo- 
neme). 

liemos dicho anteriormente que la plaça debiera sumar un campo E a al campo 
original E s = E^e iu ' ( ‘ ~ :/c \ pero hemos encontrado, en cambio. que el efecto de la 
plaça es multiplicar el campo por un fac tor que cambia su fase. Sin embargo, eso 
estâ en realidad muy bien, porque podemos obtener el mismo resultado sumando un 
nümero complejo apropiado. En particular es fâcil encontrar el numéro correcte a 
sumaren el caso que Az sea pequeno, porque deben recordar que si x es un numéro 
pequeno entonces e x es casi igual a (1 + x). Podemos escribir, por lo tanto 

e -i« n -i)*zlc = j _ iw(n _ ])Az/c (31.7) 

Usando esta igualdad en la ecuaciôn (31.6) obtenemos 

E despucde la plaça = £ 0 e*“ ( '-* /c) - ~ * 1- E^ l ~ llc \ (31.8) 

% ' "En 

El primer término es justamente el campo de la fuente y el segundo término debe 
ser, justamente, igual a ii a , el campo producido a la derecha de la plaça por las car- 
gas oscilantes de la plaça -expresado aqui en términos del indice de refracciôn n y 
dependiendo, por supuesto, de la intensidad de la onda de la fuente. 


Lo que hemos estado haciendo se visualiza fâcilmente si observamos el diagrama 
de nümeros complejos en la figura 31-3. Primera dibujamos el mimera E s (elegimos 
algunos valores de z y t de manera que E s resuite horizontal, pero este no es nece- 
sario). El atraso debido a la reducciôn de la velocidad en la plaça retrasarâ la fase 
de este mimera, o sea, harâ rotar E s en un ângulo negativo. Pero esto es équivalente 
a sumar el pequeno vector E a a un àngulo casi recto con E s . Pero esto es justamen¬ 
te lo que significa el factor - i en el segundo término de la ecuaciôn (31.8). Ella dice 
que si es real, entonces E a es imaginario negativo o que, en general E s y E a , for- 
man un àngulo recto. 


Eje imagin Æio 

Angulo *w(n-Dûi/C 



Fig. 31-3. Diagrama para la onda 
transmitida para un r y z particular. 


31-2 El campo debido al medio 

Ahora debemos preguntar: <,Es el campo obtenido en el segundo término de la 
ecuaciôn (31.8) del tipo que uno esperaria de cargas oscilantes en la plaça? Si pode¬ 
mos demostrar que lo es, ientonces habremos calculado lo que debe ser el indice n! 
[Ya que n es el unico numéro que no es fundamental en la ecuaciôn (31.8)1. Cal- 
culemos ahora qué 


Tabla 31-1 

Simbolos usados en los câlculos 


E s = campo de la fuente 

E a = campo producido por las cargas en la plaça 
A z = espesor de la plaça 
z = distancia perpendicular desde la plaça 
n — indice de refracciôn 
oj = frecuencia (angular) de la radiaciôn 
N = numéro de cargas por unidad de volumen en la plaça 
11 = nûmero de cargas por unidad de superficie de la plaça 

q e = carga de un electrôn 
m — masa de un electrôn 

coq = frecuencia de resonancia de un electrôn ligado a un âtomo 


campo E a van a producir las cargas en el medio. (Para ayudarles a estar al tanto 
de los muchos simbolos que hemos usado hasta ahora y que estaremos usando du¬ 
rante el reste de nuestro câlculo, los hemos reunido en la tabla 31-1). 

Si la fuente S (de la figura 31-1) estâ lejos a la izquierda, entonces el campo 
E s tendrâ la misma fase en toda la plaça, de manera que podemos escribir que en la 
vecindad de la plaça 

E, = (31-9) 

Juste en la plaça, donde z = 0, vamos a tener 

E, - 2s û e , " ( (en la plaça) (31.10) 

Cada uno de los electrones de los âtomos de la plaça percibirà este campo eléc- 
trico y serà forzado hacia arriba y abajo (suponemos que la direcciôn de E 0 es ver¬ 
tical) por la fuerza eléctrica qE. Para encontrar qué movimiento esperamos de los 
electrones supondremos que los âtomos son pequenos osciladores, esto es, que los 
electrones estân sujetos elâsticamente a los âtomos, lo que significa que si se aplica 
una fuerza a un electrôn, su desplazamiento de la posiciôn normal sera proporcional 
a la fuerza. 

Ustedes pueden pensar que éste es un modelo rarôVde un âtomo slhan oido de 
electrones que giran en ôrbitas. Pero ése es solo una imagen muy simplificada. La 
imagen correcta de un âtomo que estâ dada por la teoria de la mecânica ondulato- 
ria indica que, en lo que se refiere a los problemas que incluyen a la luz, los elec¬ 
trones se comportan como si estuvieran sujetos por resortes. Asi, supondremos que 
los electrones tienen una fuerza restauradora lineal que junto con su masa m los 
hace comportarse como pequenos osciladores con una frecuencia de resonancia w 0 . 
Ya hemos estudiado taies osciladores y sabemos que la ecuaciôn de su movimiento 
se escribe asi: 

m + coox) = F, (31.11) 


donde F es la fuerza impulsora. 
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Para nuestro problema la fuerza impulsora proviene del campo eléctrico de la 
onda de la fuente, por lo tanto usamos 

F = q c E s = q e E 0 e iut , (31.12) 

donde q e es la carga eléctrica del electrôn y para E s usamos la expresiôn E s = 
E a e u “' de (31.10). Nuestra ecuaciôn de movimiento para el electrôn es entonces 


”(^ + “ Sx )' 


Ya hemos resuelto esta ecuaciôn anteriormente y sabemos que la soluciôn e 


donde, sustituyendo en (31.13), encontramos que 


* - - :f° 2 , * ,w - (3116) 

m{u g — w ) 

Tenemos lo que necesitâbamos conocer —el movimiento de los electrones en la pla- 
ca ~ ^ es e * niismo para cada electrôn, excepto que la posiciôn media (el “cero” 
del movimiento) es, por supuesto, diferente para cada electrôn. 

Ahora estamos listos para encontrar el campo E a que estos âtomos producen en 
en el punto P, porque ya hemos encontrado (al final del capitulo 30) el campo pro- 
ducido por una hoja de cargas que se mueven en conjunto. Refiriéndonos de nuevo 
a la ecuaciôn (30.19) vemos que el campo E a en P es justamente una constante ne- 
gativa por la velocidad de las cargas retardadas en el tiempo en la cantidad z/c. 
Derivando x en la ecuaciôn (31.16) para obtener la velocidad e introduciendo el re- 
tardo |o simplemente introduciendo .v 0 de (31.15) en (31.18)1 résulta 


T al como esperâbamoj;, el movimiento forzado de los electrones produjo una onda 
adicional que viaia. hacia la derecha (eso es lo que dice el factor ë">« - -/cl) y l a am- 
plitud de esta onda es proporcional al numéro de âtomos por unidad de superficie 
en la plaça (el factor »/) y también proporcional a la intensidad del campo de la fuen¬ 
te (el factor £ 0 ). Luego hay algunos factores que dependen de las propiedades atô- 
micas (q p m y m 0 ) como habiamos esperado. 

Lo mâs importante, sin embargo, es que esta formula (31.17) para E a se parece 
mucho a la expresiôn para E a que obtuvimos en la ecuaciôn (31.8). diciendo que la 
onda original se retrasô al pasar por un material con un indice de refracciôn 
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n. Las dos expresiones serân, en efecto, idénticas si 

(n - l)Az = --JSt-( 3I . 18) 

2e 0 m(uso — w 2 ) 

Noten que ambos lados son proporcionales a Az, ya que r/, que es el numéro de âto- 
mos por unidad de area es igual a NAZ donde N es el numéro de âtomos por uni¬ 
dad de volumen de la plaça. Sustituyendo NAZ por rj y simplificando los Az obte- 
nemos nuestro resultado principal, una formula para el indice de refracciôn en tér- 
mtnos de las propiedades de los âtomos del material y de la frecuencia de la luz: 


n = 1 + -. 


Esta ecuaciôn da la "explicaciôn" del indice de refracciôn que queriamos obtener. 


31-3 Dispersion 

Noten que en el proceso anterior hemos obtenido algo muy interesante. Porque 
no solo tenemos un numéro para el indice de refracciôn que puede calcularse a par- 
ttr de las cantidades atômicas bâsicas, sino que también hemos aprendido cômo 
varia el indice de refracciôn con la frecuencia eu de la luz. Esto es algo que no en- 
tenderiamos nunca de la simple afirmaciôn que “la luz se propaga mâs lentamente 
en un material transparente”. Todavia tenemos el problema, por cierto, de saber 
cuantos âtomos hay por unidad de volumen y cuâl es su frecuencia <u 0 . No sabemos 
esto todavia, porque es diferente para cada material diferente y no podemos obte¬ 
ner una teoria general de eso ahora. La formulaciôn de una teoria general de las 
propiedades de diferentes sustancias -sus frecuencias naturales, etc.,- es posible 
solo con la mecânica atômica cuàntica. Ademâs materiales diferentes tienen propie¬ 
dades diferentes e indices diferentes; por lo tanto, no podemos esperar obtener una 
formula general para el indice que se aplique a todas las sustancias. 

Sin embargo, discutiremos la formula que hemos obtenido, en varios casos posi- 
bles. Ante todo, para la mayoria de los gases ordinarios (por ejemplo aire, la mayo- 
na de los gases mcoloros, hidrôgeno, helio etc.) las frecuencias naturales de los 
osciladores electromcos corresponden a la luz ultravioleta. Estas frecuencias son ma¬ 
jores que las frecuencias de la luz visible, o sea, a; 0 es mucho mayor que el a> de 
la luz visible y en una primera aproximaciôn podemos despreciar tu ! en comparaciôn 
con a> 0 . Entonces encontramos que el indice es casi constante. Por consiguiente, para 
un gas el indice es casi constante. Esto también es cierto para la mayoria de otras 
sustancias transparentes, como el vidrio. Sin embargo, si observamos nuestra expre- 
si°n mas de cerca, notamos que a medida que a> aumenta, disminuyendo asi un 
poquito el denominador, el indice también aumenta. Por consiguiente, n aumenta 
lentamente con la frecuencia. El indice es mayor para la luz azul que para la luz roja. 
Esa es la razôn por la cual un prisma desvia mâs la luz en el azul que en el rojo. 

El fenômeno que el indice dependa de la frecuencia se llama fenômeno de dis¬ 
persion (NT) porque es la base del hecho que la luz sea “dispersada” 

N. del T: No confundir esta propiedad de un medio con el proceso de dispersion de la luz por 
centros dispersos (vean la secciôn 32-5). 
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en un espectro por un prisma. La ecuaciôn para el indice de refracciôn en funciôn 
de la frecuencia se llama una ecuaciôn de dispersion. Hemos obtenido asi una ecua¬ 
ciôn de dispersion. (En los ültimos anos, las "ecuaciones de dispersion” han encon- 
trado un nuevo uso en la teoria de las particulas elementales.) 

Nuestra ecuaciôn de dispersion sugiere otros efectos interesantes. Si tenemos una 
frecuencia natural a>„ que estâ en la région visible, o si medimos el indice de refrac¬ 
ciôn de un material como vidrio en el ultravioleta, donde co se acerca a co 0 , vemos 
que a frecuencias muy cercanas a la frecuencia natural el indice se puede hacer enor- 
memente grande, porque el denominador puede hacerse cero. A continuaciôn, supon- 
gan que co es mayor que co 0 . Esto sucederia, por ejemplo, si tomâramos un material 
tal como vidrio y lo iluminâramos con radiaciôn de rayos X. En efecto, ya que mu- 
chos materiales que son opacos a la luz visible, como el grafito por ejemplo, son 
transparentes a los rayos X, también podemos hablar del indice de refracciôn del 
carbono para los rayos X. Todas las frecuencias naturales de los âtomos de carbon 
son mucho mâs bajas que la frecuencia que estamos usando en los rayos X ya que 
radiaciôn de rayos X tiene una frecuencia muy alta. El indice de refracciôn es el 
dado por nuestra ecuaciôn de dispersion, si hacemos co, igual a cero (despreciamos 
col comparado con co 2 ). 

Una situaciôn similar ocurriria si dirigiéramos ondas de radio (o luz) sobre un 
gas de electrones libres. En la atmôsfera superior los electrones son liberados de 
sus âtomos por luz ultravioleta del sol y permanecen ahi como electrones libres. 
Para electrones libres co 0 = 0 (no hay fuerza elâstica restauradora). Haciendo oy= 
= 0 en nuestra ecuaciôn de dispersion se obtiene la formula correcta para el indice 
de refracciôn para ondas de radio en la estratosfera, donde N représenta ahora la 
densidad de electrones libres (numéro por unidad de volumen) en la estratosfera. 
Pero observemos nuevamente la ecuaciôn, si hacemos incidir rayos X sobre la mate- 
ria u ondas de radio (o cualquier onda eléctrica) sobre electrones libres, el término 
(col-co 2 ) se hace negativo y obtenemos el resultado que n es menor que uno. jEsto 
significa que la velocidad efectiva de las ondas en la sustancia es mayor que c! 
I Puede esto ser correcto? 

Es correcto. A pesar de que se dice que no se pueden mandar seriales a veloci¬ 
dad mayor que la velocidad de la luz, es, sin embargo, cierto que el indice de re¬ 
fracciôn de materiales de una cierta frecuencia particular puede ser mayor o menor 
que 1. Esto significa solo que el cambio de fase que es producido por la luz disper- 
sada puede ser positivo o negativo. Se puede demostrar, sin embargo, que la veloci¬ 
dad a la cual se puede mandar una serial no estâ determinada por el indice a una 
frecuencia, sino que dépende de lo que es el indice a diferentes frecuencias. Lo que 
el indice nos indica es la velocidad a la cual se propagan los nodos (o crestas) de las 
ondas. El nodo de una onda no es una senal por si mismo. Es una onda perfecta, 
que no tiene modulaciones de ningün tipo, es decir, que es una oscilaciôn estaciona- 
ria, no se puede decir realmente cuândo "empieza"; asi que no se puede usar co¬ 
mo seiïal para medir tiempo. Para enviar una senal se tiene que cambiar la onda de 
alguna manera, hacer una ranura en ella, hacerla un poco mâs ancha o delgada. Eso 
significa que se debe tener mâs de una frecuencia en la onda y se puede demostrar 
que la velocidad a la cual se propagan las seriales no dépende solo del indice, sino 
de la manera como el indice cambia con la frecuencia. Este tema también tenemos 
que postergarlo (hasta el capitulo 48). Entonces calcularemos para ustedes la velo¬ 
cidad real de las senales a través de un pedazo de vidrio y verân que no serâ mayor 
que la velocidad 


de la luz, aunque los nodos, que son puntos matemâticos, se propagan mâs râpida- 
mente que la luz. 

Solo para dar una pequena indicaciôn de como sucede eso, ustedes notarân que 
la verdadera dificultad tiene que ver con el hecho de que las respuestas de las car¬ 
gos son opuestas al campo, es decir, la senal se ha invertido. Asi, en nuestra expre- 
siôn para x (ecuaciôn 31.16), el desplazamiento de la carga tiene direcciôn opuesta 
a la del campo impulsor, porque (co 2 0 - co 2 ) es negativo para co 0 pequeno. La for¬ 
mula dice que cuando el campo eléctrico estâ tirando en una direcciôn, la carga se 
estâ moviendo en la direcciôn opuesta. 

iCômo sucede que la carga esté yendo en la direcciôn opuesta? Ciertamente 
que no parte en la direcciôn opuesta cuando se aplica el campo al comienzo. Cuan¬ 
do el movimiento recién empieza hay un transitorio que se extingue después de un 
rato y solo entonces estâ la fase de oscilaciôn de la carga opuesta a la del campo 
impulsor. Y es entonces que la fase del campo transmitido puede aparecer como ade- 
lantada con respecto a la onda de la fuente. Es a este adelanto de fase que nos referi- 
mos cuando decimos que la “velocidad de fase” o velocidad de los nodos es mayor 
que c. En la figura 31-4 damos una idea esquemàtica de cômo se verian las ondas 
para el caso en que la onda se pusiera en marcha sübitamente (para hacer una senal). 
Van a ver en el diagrama que la senal (es decir, el comienzo de la onda) no estâ 
primero para la onda que termina con un adelanto de fase. 





Fig. 31-4. "Senales" ondulatorias. 


Observemos de nuevo nuestra ecuaciôn de dispersion. Debemos hacer notar que 
nuestro anâlisis de refracciôn da un resultado que es algo mâs simple de lo que real¬ 
mente se encuentra en la naturaleza. Para ser totalmente precisos, debemos agregar 
algunos refinamientos. Primero, deberiamos esperar que nuestro modelo de oscila- 
dor atômico tuviera alguna fuerza de amortiguamiento (de otra manera, una vez 
puesto en movimiento oscilaria para siempre y no podemos esperar que esto suceda). 
Hemos desarrollado antes (Ec. 23.8) el movimiento de un oscilador amortiguado y 
el resultado es que el denominador en la ecuaciôn (31.16) y, por lo tanto, en (31.19) 
se cambia de (o>1 — <o 2 ) a (col ~ 0,2 + l )' ù) X donde y es el coefïciente de amortigua¬ 
miento. 

Necesitamos una segunda modificaciôn para tener en cuenta el hecho que hay 
varias frecuencias de resonancia para un tipo particular de àtomo. Es fâcil arreglar 
nuestra 
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Fig. 31-5. El indice de refracciôn en fun- 
ciôn de la frecuencia 

ecuaciôn de dispersion, imaginando que hay varios tipos diferentes de osciladores, 
pero que cada oscilador actûa separadamente y por lo tanto simplemente sumamos 
las contribuciones de todos los osciladores. Digamos que hay N k electrones por uni- 
dad de volumen cuya frecuencia natural es co k y cuyo factor de amortiguamiento 
es y/? Entonces tendriamos para nuestra ecuaciôn de dispersion 

n = ! + /-£- - * - (31.20) 

2É „ m k U k - CO" + Î7 k U 

Tenemos finalmente una expresiôn compléta que describe el indice de refracciôn 
observado para muchas sustancias*. El indice descrito por esta formula varia con 
la frecuencia aproximadamente como en la curva mostrada en la figura 31-5. 

Van a notar que mientras a> no esté demasiado cerca a una de las frecuencias 
de resonancia, la pendiente de la curva es positiva. Tal pendiente positiva se llama 
dispersion “normal” (porque claramente es la que se présenta mâs comûnmente). 
Muy cerca de las frecuencias de resonancia, sin embargo, hay un pequeno intervalo 
de los co para los cuales la pendiente es negativa. Tal pendiente negativa se le llama 
a mcnudo dispersion “anômala”, porque parecia poco usual cuando se observo 
por primera vez mucho antes de que nadie ni siquiera supiera que existian cosas 
como los electrones. jDesde nuestro punto de vista ambas pendientes son perfec- 
tamente “normales ”! 

31-4 Absorciôn 

Quizâs ustedes se hayan percatado de algo un poco estrano acerca de la ûltima 
forma (Ec. 31.20) que obtuvimos para nuestra ecuaciôn de dispersion. Debido al 
término iy que introdujimos para tener en cuenta la amortiguaciôn ; el indice de 
refracciôn es ahora un numéro complejol iQuc significa esol Calculando las partes 
real e imaginaria de n podriamos escribir 

n = n' - in", (31.21) 

donde n’ y n” son numéros reales. (Usamos el signo menos frente a in’’, porque 
entonces n” resultarâ un numéro positivo, como ustedes mismos pueden demostrar.) 

Podemos ver lo que significa este indice complejo volviendo a la ecuaciôn (31.6), 
que es la ecuaciôn de la onda después de que pasa por una plaça de material con 



* En realidad, aunquc en mecànica cuànlica la ecuaciôn (31.20) aûn es valida, su intcrpre 
tacion es algo diferente. En mecànica cuàntica aûn un àtomo con un electrôn, como el hidrôgeno, 
tiene varias frecuencias de resonancia. Por lo tanto N k no es realmente el nûmero de electrones 
con frecuencia oj k , sino que se reemplaza por Nf k , donde N es el numéro de àtomos por unidad 
de volumen y f k (llamado la intensidad del oscilador) es un factor que indica lo fuertemente que 
exniben los àtomos cada una de sus frecuencias de resonancia 
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indice n. Si ponemos nuestro numéro complejo n en esta ecuaciôn y reordenamos 
obtenemos ’ 

E después de la plaça ■ = ç-W-D&ilc £ 0< >t'-*/c) (31.22) 

A B ’ 

Los ùltimos factores, llamados B en la ecuaciôn (31.22), son de la forma que tenia- 
mos antes y de nuevo descrtben una onda cuya fase ha sido atrasada en el ângulo 
co (n \)Az/c al atravesar el material. El primer término (A) es nuevo y es un fac¬ 
tor exponenctal con exponente real, porque habia dos i que se simplificaron. Ademâs 
el exponente es negativo de manera que el factor es un nûmero real menor que uno.’ 
Describe una disminucion del môdulo del campo y, como deberiamos esperar, en una 
cantidad que es mayor mientras mayor es Az. A medida que la onda pasa a través 
de material se débilita. El material esta “absorbiendo” parte de la onda. La onda 
sale al otro lado con menos energia. Esto no debe sorprendernos porque la amorti- 
guacion que introdujimos para los osciladores es en realidad una fuerza de roce y de- 
be esperarse que cause pérdida de energia. Vemos que la parte imaginaria n ” de un 
mdice de refracciôn complejo représenta una absorciôn (o “atenuaciôri”) de la onda. 
Dehecho, n a veces se llama “indice de absorciôn”. 

También podriamos indicar que una parte imaginaria del indice n corresponde a 
mcunar la flécha E a en la figura 31-3 hacia el origen. Estâ claro por qué el campo 
transmitido estâ entonces disminuido. 

Normalmente, como en el vidrio, por ejemplo, la absorciôn de luz es muy pequena 
Esto era de esperar a partir de nuestra ecuaciôn (31.20), porque la parte imaginaria 
del denommador, ty^, es mucho menor que el término (o)\-co 2 \ Pero si la frecuen¬ 
cia co de la luz esta muy cercana a co k , entonces, el término de resonancia (coK—co 1 ) 
puede hacerse pequeno comparado con iy k co y el indice se hace casi completamente 
imaginano. La absorcion de la luz llega a ser el efecto dominante. Es justamente este 
eîecto que da las lineas negras en el espectro de la luz que recibimos del sol. La luz 
de la superficie solar ha pasado a través de la atmôsfera del sol (como también la de 
la tierra) y la luz ha sido absorbida fuertemente a la frecuencia de resonancia de los 
àtomos en la atmôsfera solar. 

La observation de taies lineas espectrales en la luz solar nos permite conocer las 
frecuencias de resonancias de los àtomos y, por lo tanto, la composiciôn quimica de la 
atmôsfera del sol. El mismo tipo de observaciones nos informa de los materiales en 
las estrellas. De taies medidas sabemos que los elementos quimicos en el sol y en las 
estrellas son los mismos que encontramos en la tierra. 


31-5 La energia transportada por una onda eléctrica 

Hemos visto que la parte imaginaria del indice significa absorciôn. Usaremos aho¬ 
ra este conocimiento para encontrar cuânta energia transporta una onda luminosa. 
Hemos dicho antenormente que la energia transportada por la luz es proporcional 
a E, el promedio temporal del cuadrado del campo eléctrico de la onda. La dismi¬ 
nucion de E debida a la absorciôn debe significar una pérdida de energia que se po- 
dria atnbuir a cierto roce entre los electrones y podriamos adivinar que terminâria 
como calor en el material. 
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Si consideramos la luz que llega por unidad de ârea, digamos un centimetro cua- 
drado de nuestra plaça en la figura 31-1, entonces podemos escribir la siguiente 
ecuaciôn de energia (jsi suponemos tal como lo estamos haciendo que la energia se 
conserva!) 

Energia que entra _ energia que sale trabajo realizado (31.23) 

por seg por seg por seg 

Para el primer tèrmino podemos escribir aEj donde a es la constante de propor- 
cionalidad, aùn desconocida, que relaciona el valor promedio de E 1 con la energia 
transportada. Para el segundo término debemos incluir la parte d e los âtomos del 
material que jîstân ir radia ndo, asi que debemos usar a(E s + E a Y o (calculando el 
cuadrado) a(E\ + 2 E s E a + ££). 

Todos nuestros câlculos han sido hechos para una capa delgada de material, 
cuyo indice no es muy diferente de 1, de manera que E a séria siempre mucho me- 
nor que E s (para hacer nuestros câlculos mâs fàciles). Manteniendo nuestras apro- 
ximaciones deberia mos,.por lo tanto, dejar de lado el término E' a porque es mucho 
menor que E s E a . Ustedes podrian decir: “Entonces deberi an dej ar de lado E s E a 
también, porque es mucho menor que E y “Es cierto que E s E a es mucho menor 
que E 1 s , pero debemos mantener E s E a jen caso contrario nuestra aproximaciôn 
séria la que se aplicaria si despreciâramos totalmente la presencia del material! Una 
manera de verificar que nuestros câlculos son compatibles es que siempre manten- 
gamos términos que sean proporcionales a NAz, la densidad de los âtomos en el 
material, pero dejemos de lado términos que son proporcionales a (NAz) 2 o cual- 
quier otra potencia superior de NAz. La nuestra es lo que debiera llamarse “apro¬ 
ximaciôn de baja densidad”. 

En el mismo espiritu, podriamos hacer notar que nuestra ecuaciôn de energia ha 
despreciado la energia de la onda reflejada. Pero eso està bien, porque este término 
también es proporcional a (NAz) 2 , ya que la amplitud de la onda reflejada es pro- 
porcional a NAz. 

Para el ùitimo término en la ecuaciôn (31-23) deseamos calcular la velocidad 
con que la onda incidente realiza trabajo sobre los electrones. Sabemos que trabajo 
es fuerza por distancia, de manera que la velocidad de realizar trabajo (también 11a- 
mada potencia) es la fuerza por la velocidad. Realmente es F-V, pero no necesi- 
tamos preocuparnos por el producto escalar cuando la velocidad y la fuerza estân 
en la misma direcciôn como lo estân aquijcon excepciôn de un posible signo menos). 
Asi que para cada àtomo tomamos q^E s v como la velocidad promedio de realizar 
trabajo. Como existen NAz ât omo s por unidad de ârea, el ùitimo término en la 
ecuaciôn (31.23) debe ser NAzq e E s v. Nuestra ecuaciôn de energia es ahora 

«£?=■«£? + 2a£% + N AzqJÇv. (31.24) 

Los términos E\ se simplifican y tenemos 

2= N Az q, £>. (31.25) 

Ahora volvemos a la ecuaciôn (30.19) que nos dice que para z grande 

E„ = '- - v (retard, en z/c) (31.26) 

2e„c 


31-13 


(recordando que q = NAz). Introduciendo la ecuaciôn (31.26) en el primer miembro 
de (31.25) obtenemos 

2 a E s ( en z ) ■ v (retard, en z/ c) 

Sin embargo, E s (en z ) es E s (en los âtomos) retardado en z/c. Ya que el promedio 
es indépendante del tiempo, serâ igual ahora que retardado en z/c, o sea E s (en el 
âtomo). v, el mismo promedio que aparece en el segundo miembro de (31.25). Los 
miembros son por lo tanto iguales, si 

~ = !> or « = «oc. (31.27) 

Hemos descubierto que si la energia ha de conservarse, la energia transportada en 
una onda eléctrica por unidad de ârea y por unidad de tiempo (o sea, lo que he¬ 
mos Uamado intensidad) debe estar dada por t 0 cW. Si Uamamos S a la intensidad, 
tenemos 

intensidad ] __ 

ô = £o cE 2 , ( 31 .28) 

energia /area/tiempo J 

donde la barra significa promedio temporal. jTenemos un bonito resultado adicional 
de nuestra teoria del indice de refracciôn! 


31-6 Difraccion de la luz por una pantalla 

Ahora es un buen momento para tratar un tema ligeramente diferente que po¬ 
demos manejar con el mecanismo de este capitulo. En el capitulo ùitimo dijimos 
que cuando se tiene una pantalla opaca y la luz puede pasar a través de algunos 
agujeros, la distribuciôn de la intensidad -el diagrama de difraccion- podia obte- 
nerse imaginando en su lugar que los agujeros eran reemplazados por fuentes (osci- 
ladores) uniformemente distribuidas sobre el agujero. En otras palabras, la onda di- 
fractada es la misma que si el agujero fuera una nueva fuente. Tenemos que explicar 
la razôn de eso, porque el agujero està, por supuesto, precisamente donde no hay 
fuentes, donde no hay cargas que aceleren. 

Preguntemos primero: iQué es una pantalla opaca?" Supongan que tenemos 
una pantalla completamente opaca entre una fuente S y un observador en P. como 
en la figura 31-6 (a). Si la pantalla es “opaca" no hay campo en P. ^Por qué no hay 
campo ahi? De acuerdo con 




1- tapôn 





1, agujero 
|- pared 


Fig. 31-6. Difraccion 


por una pantalla. 
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los principios bâsicos deberiamos obtener el campo en P como el campo retrasado 
E de la fuente màs el campo de todas las otras cargas alrededor. Pero como hemos 
visto antes, las cargas de la pantalla seràn puestas en movimiento por el campo Ej y 
estos movimientos generan un nuevo campo que, si la pantalla es opaca, debe anular 
exactamente el campo E s en la parte trasera de la pantalla. Ustedes diran:“iQue mi- 
lagro que se anulen exactamente! jSupôngase que no fuera exactamente cierto. Si 
no fuera exactamente cierto (recuerden que esta pantalla opaca tiene algun espesor), 
el campo hacia la parte de atrâs de la pantalla no séria exactamente cero. Por con- 
siguiente, no siendo cero, pondria en movimiento algunas otras cargas en el material 
de la pantalla y produciria asi un poco màs de campo, tratando de romper el balance. 
Por lo tanto, si hacemos la pantalla lo suficientemente gruesa no hay campo residual, 
porque hay suficiente oportunidad para conseguir que las cosas se aquieten finalmente. 
En términos de nuestras formulas anteriores diriamos que la pantalla tiene un indice 
imaginario grande, de manera que la onda es absorbida exponencialmente a medida 
que atraviesa. Ustedes saben, por supuesto, que una lâmina suficientemente delgada 
del material màs opaco, aun oro, es transparente. 

Veamos ahora qué pasa con una pantalla opaca que tiene agujeros como en la 
figura 31-6 (b) ôQué esperamos para el campo en P? El campo en P se puede repre- 
sentar como la suma de dos partes —el campo debido a la fuente S màs el campo 
debido a la pared-, es decir, debido al movimiento de las cargas en las paredes. 
Podemos esperar que el movimiento de las cargas en las paredes sea complicado, 
pero podemos averiguar qué campos producen de una manera bastante simple. 

Supongan que tomàramos la misma pantalla, pero le taponamos los agujeros 
como se indica en la parte (c) de la figura. Imaginamos que los tapones son exac¬ 
tamente del mismo material que la pared. Noten ustedes que los tapones van donde 
estaban los agujeros en el caso (b). Calculemos ahora el campo en P. El campo en 
P es ciertamente cero en el caso (c), pero también es igual al campo de la fuente 
màs el campo debido a todos los movimientos de los âtomos en las paredes y en los 
tapones. Podemos escribir las ecuaciones siguientes: 

caso (b): E enP = E s + 

caso (c): Eê„ P = 0 = E s + E^, + Etapôn, 

donde las primas se refieren al caso cuando los tapones estân en su lugar, pero E p 
por supuesto, es el mismo en ambos casos. Si restamos ambas ecuaciones, obtenemos 

EenP = (Epared ~E pared) ~E tapôn, 

Ahora bien, si los agujeros no son demasiado chicos (digamos varias longitudes de 
onda transversalmente), no deberiamos esperar que la presencia de los tapones cam- 
biara los campos que llegan a las paredes, excepto posiblemente en un pequeno mon- 
to alrededor de los bordes de los agujeros. Despreciando este pequeno efecto, po¬ 
demos poner Epared = E ’pared y obtenemos que 

^en P ~ ~ E tap on 

jTenemos el resultado que el campo en P cuando existen agujeros en una panta¬ 
lla (caso b) es el mismo (con excepciôn del signo) que el campo producido por la 
parte de una pared completamente opaca que esta localizada donde estân los agu¬ 
jeros! (El signo no es muy interesante ya que corrientemente estamos interesados 
en la intensidad que es proporcional al cuadrado del campo.) 


Esto parece una sorprendente argumentaciôn en reverso. Sin embargo, es no solamen- 
te vàlido (aproximadamente para agujeros no demasiado pequenos), sino ûtil y es la 
justificaciôn de la teoria corriente de difracciôn. 

El campo E\ &pàn se calcula en cualquier caso particular recordando que el mo¬ 
vimiento de las cargas en todas partes en la pantalla es aquel que va a anular el 
campo E s en la parte de atrâs de la pantalla. Una vez que conocemos estos movi¬ 
mientos, sumamos los campos de radiaciôn en P debido solo a las cargas en los 
tapones. 

Hacemos notar nuevamente que esta teofia de la difracciôn es solo aproximada 
y serâ valida solo si los agujeros no son demasiado pequenos. Para agujeros que 
son demasiado pequenos al término £” tapôn serâ pequeno y entonces la diferencia 
entre E’ pared y E pared (cuya diferencia hemos tomado como cero) puede ser com¬ 
parable o mayor que el pequeno término E’^ y nuestra aproximaciôn ya no serâ 
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32-1 Resistencia de radiaciôn 

En el ültimo capitulo aprendimos que cuando un sistema oscila sale energia, y 
dedujimos una formula para la energia irradiada por un sistema oscilante. Si cono- 
cemos el campo eléctrico, el promedio del cuadrado del campo multiplicado por 
e 0 c es la cantidad de energia que pasa por métro cuadrado por segundo a través de 
una superficie normal a la direcciôn en que va la radiaciôn: 

S = eoc(E 2 ). (32.1) 

Cualquier carga oscilante irradia energia; por ejemplo, una antena excitada irradia 
energia. Si el sistema irradia energia, entonces, a fin de dar cuenta de la conservaciôn 
de la energia, debemos encontrar que se esta alimentando potencia a través de los 
alambres que conducen a la antena. O sea, para el circuito de alimentaciôn la ântena 
actùa como una resistencia, o un lugar donde la energia puede “perderse” (la energia 
no se pierde realmente, se irradia hacia afuera. Pero en lo que concierne al circuito, 
la energia se pierde). En una resistencia ordinaria, la energia que se “pierde” se trans¬ 
forma en calor; en este caso la energia que se “pierde" sale al espacio. Perodesdeel 
punto de vista de la teoria de circuitos, sin considerar a dônde va la energia, el efecto 
neto sobre el circuito es el mismo -se “pierde" energia de ese circuito—. Por lo tanto, 
para el generador, la antena parece como si tuviera una resistencia, aun cuando puede 
estar hecha de cobre perfectamente bueno. En realidad si esta bien construida, sera 
casi como una resistencia pura, con muy poca inductancia o capacitancia, porque nos 
gustaria radiar la mayor cantidad de energia posible con la antena. Esta resistencia 
que exhibe la antena se Uama resistencia de radiaciôn. 


Si a la antena llega una corriente I, la rapidez media con que se suministra po¬ 
tencia a la antena es el promedio del cuadrado de la corriente multiplicado por la re¬ 
sistencia. Por cierto, la rapidez con que la antena irradia potencia es proporcional al 
cuadrado de la corriente en la antena, porque todos los campos son proporcionales a 
las corrientes, y la energia liberada es proporcional al cuadrado 
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del campo. El coeficiente de proporcionalidad entre la potencia irradiada e ( P) es 
la resistencia de radiaciôn. x ' 

Una pregunta interesante es: ^a qué se debe esta resistencia de radiaciôn? Tome- 
mos un ejemplo sencillo: digamos que las corrientes estân forzadas de un extremo al 
otro en una antena. Encontramos que debemos entregar trabajo para que la antena 
irradie energia. Si tomamos un cuerpo cargado y lo aceleramos hacia arriba y hacia 
abajo, irradia energia; si no estuviera cargado, no irradiaria energia. Una cosa es 
calcular a partir de la conservaciôn de energia que se pierde energia, pero otra cosa 
es contestar la pregunta, icontra qué fuerzâ estamos haciendo trabajo? Esa es una 
pregunta interesante y muy dificil que nunca ha sido compléta y satisfactoriarnente 
contestada para los electrones, aunque lo ha sido para las antenas. Lo que sucede 
es esto: en una antena los campos producidos por las cargas que se muevan en una 
parte de la antena reaccionan sobre las cargas que se mueven en otra parte de la ante¬ 
na. Podemos calcular esas fuerzas y hallar cuànto trabajo hacen, y asi encontramos 
la régla correcta para la resistencia de radiaciôn. Cuando decimos "Podemos calcu¬ 
lar , eso no es correcto; nosotros no podemos, porque aün no hemos estudiado las 
leyes de electricidad para distancias cortas; solamente para distancias grandes sabe- 
mos cuanto vale el campo eléctrico. Vimos la formula (28.3), pero actualmente es de- 
masiado complicado para nosotros calcular los campos dentro de la zona de ondas. 
Por cierto, puesto que la conservaciôn de la energia es vâlida, podemos calcular el 
resultado perfectamente sin conocer los campos a distancias cortas. (En realidad, 
usando este razonamiento hacia atrâs, résulta que uno puede encontrar la formula 
para las fuerzas a cortas distancias, solo conociendo el campo a distancias muy 
largas, usando las leyes de conservaciôn de la energia, pero no entraremos en ese 
particular.) 

En el caso de un simple electrôn el problema es éste: si hay solamente una carga, 
tsobre qué puede actuar la fuerza? Ha sido propuesto, en la vieja teoria clâsica, que 
la carga era una pequena bola y que una parte de la carga actuaba sobre la otra parte. 
Debido al retardo de la acciôn a través del pequenisimo electrôn, la fuerza no esta 
exactamente en fase con el movimiento. Esto es, si tenemos el electrôn quieto, sabe- 
mos que la “acciôn es igual a la reacciôn”. Asi las varias fuerzas internas son igua- 
les y no hay una fuerza résultante. Pero si el electrôn esta acelerando, hay un retardo 
de tiempo a través de él y, por lo tanto, la fuerza que estâ actuando sobre el frente 
desde atrâs no es la misma que la fuerza sobre la parte de atrâs desde el frente, debido 
al retardo en el efecto. Este retardo en el tiempo es responsable de una falta de equi- 
librio, de manera que, como efecto neto, jla cosa es como si uno quisiera levantarse 
tirando de los cordones de los zapatos! Este modelo del origen de la resistencia a la 
aceleraciôn, la resistencia de radiaciôn de una carga môvil, ha encontrado muchas di- 
ficultades, porque nuestro punto de vista actual es que el electrôn no es una “pequena 
bola ; este problema nunca ha sido resuelto. Sin embargo, podemos calcular exacta¬ 
mente, por supuesto, cuàl debe ser la resistencia de radiaciôn résultante, es decir, 
cuânta pérdida debe haber cuando aceleramos una carga a pesar de no conocer direc- 
tamente el mecanismo de como funciona esa fuerza. 


32-2 La rapidez de radiaciôn de energia 

Ahora calcularemos la energia total irradiada por una carga acelerada. Para man- 
tener la generalidad de la discusiôn tomaremos el caso de una carga acelerando de 
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cualquier forma, pero no en forma relativista. En el momento en que la aceleraciôn 
es, digamos, vertical, sabemos que el campo eléctrico generado es la carga multipli- 
cada por la proyecciôn de la aceleraciôn retardada, dividida por la distancia. Asi, pues, 
conocemos el campo eléctrico en cualquier punto y, por lo tanto, conocemos el cua- 
drado del campo eléctrico y, en consecuencia, la energia r 0 cE’ que escapa por uni- 
dad de ârea por segundo. 

La cantidad t 0 c aparece bastante frecuentemente en expresiones que tienen que 
ver con propagaciôn de ondas de radio. Su inversa se llama impedancia del vacio, y 
es un numéro fàcil de recordar: tiene el valor 1 / t 0 c = 377 ohms. Luego la potencia 
en watts por métro cuadrado es igual al promedio del cuadrado del campo dividido 
por 377. 

Usando nuestra expresiôn (29-1) para el campo eléctrico, encontramos que 



es la potencia por métro cuadrado irradiada en la direcciôn 0. Notamos que varia 
inversamente con el cuadrado de la distancia, como dijimos antes. Ahora suponga- 
mos que queremos la energia total irradiada en todas direcciones; entonces debemos 
integrar (32.2) sobre todas las direcciones. Primero multiplicamos por el àrea, para 
encontrar la cantidad que fluye dentro de un pequefio ângulo d() (Fig. 32-1). Necesi- 
tamos el àrea de una secciôn esférica. La manera de obtenerla es ésta: si res el radio, 
el ancho del segmento anular es rdO, y la circunferencia es 2nr sentfl, porque r senfl 
es el radio del circulo. 


Fig. 32-1. El area de un sector esférico es 
2nr sen 0 ■ rdO. 

Asi, pues, el àrea del pequefio pedazo de esfera es 2 nr sen 0 multiplicado por rdO: 

dA = 2irr 2 sen 6 dd. (32.3) 

Multiplicando el flujo I (32.2), la potencia por métro cuadradol por el àrea en mé¬ 
tros cuadrados incluida en el pequefio ângulo dO, encontramos la cantidad de ener¬ 
gia que se libéra en esta direcciôn entre fl y fl + dl)\ luego integramos sobre todos 
los àngulos 0 de 0 a 180°: 

P = f S dA = f s en ''' 0 de. (32.4) 

Escribiendo sen 1 fl = (I - cos•)!) sen 0. no es dificil dcmostrar que l u sen' 0 d 0 
= 4/3. Usando esto obtenemos finalmente 

P = ■ (32.5) 

67T€|)C f 

Esta expresiôn merece algunas observaciones. Ante todo, puesto que el vector a’ ténia 
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cierta direcciôn, el a' 2 e n (32.5) deberia ser el cuadrado del vector a, esto es. a', a', la 
longitud del vector al cuadrado. Segundo, el flujo (32.2) fue calculado usando la ace¬ 
leraciôn retardada, esto es, la aceleraciôn en el tiempo en el cual la energia. que ahora 
està pasando a través de la esfera, fue irradiada. Nos gustaria decir que esta energia 
fue en realidad liberada en este tiempo anterior. Esto no es exactamente verdadero: 
es solo una idea aproximada. El momento exacto en que la energia es liberada no se 
puede définir precisamente. Todo lo que podemos realmente calcular en forma précisa 
es qué sucede en un movimiento completo, como una oscilaciôn o algo donde la ace¬ 
leraciôn finalmente cesa. Entonces, lo que encontramos es que el flujo total de ener¬ 
gia por ciclo es el promedio de la aceleraciôn al cuadrado para un ciclo completo. 
Esto es lo que deberia realmente aparecer en (32.5). O bien, si es un movimiento con 
una aceleraciôn que es inicial y finalmente cero, la energia total que ha escapado es 
la intégral de (32.5) sobre el tiempo. 

Para ilustrar las consecuencias de la formula (32.5) cuando tenemos un sistema 
oscilante, veamos qué sucede si el desplazamiento .v de la carga està oscilando, de 
manera que la aceleraciôn a es~a> 2 x 0 e iwt . El promedio de la aceleraciôn al cuadra¬ 
do sobre un ciclo (recuerden que tenemos que ser muy cuidadosos cuando elevamos 
al cuadrado cosas que estân escritas en una notaciôn compleja -realmente es el co- 
seno-, y el promedio de cos 2 oj/ es un medio) es entonces < a n ) = {o>*x 0 2 . Por lo 
tanto 


12tr« 0 c :î ‘ 


(32.6) 


Las formulas que estamos discutiendo son relativamente avanzadas y mâs o me- 
nos modernas; datan del comienzo del siglo xx, y son muy famosas. Debido a su 
valor histôrico, es importante que nosotros podamos leer acerca de ellas en libros 
mâs antiguos. En realidad, los libros antiguos también usaban un sistema de unidades 
diferentes de nuestro sistema MK S actual. Sin embargo, todas esas complicaciones 
pueden ser arregladas en las formulas finales que tratan de electrones mediante la 
siguiente régla: La cantidad q 2 /4m 0 dondë q e es la carga electrônica (en coulombs), 
ha sido histôricamente escrita como e 2 . Es muy fàcil calcular que e en el sistema MKS 
es nûmericamente igual a 1,5188 x 10~ 14 , porque sabemos que nùmericamente q = 
1,60206 x 10 19 y 1/4t* 0 = 8,98748 x 10L Por lo tanto, a menudo usaremos la 
abreviatura conveniente. 


Si usamos el valor numérico anterior en las formulas antiguas y las tratamos como si 
estuvieran escritas en unidades MKS, obtendremos los resultados numéricos correc- 
tos. Por ejemplo, la forma antigua de (32.5) es P = \é 2 à 2 /c\ De nuevo la energia 
potencial de un proton y un électron a una distancia r es q 2 /4m () r o e 2 /r con e = 
1.5188 x 10 14 mks. 


32-3 Amortiguamiento por la radiaciôn 

Ahora bien, el hecho de que un oscilador pierda cierta energia deberia significar 
que si tuviéramos una carga en el extremo de un resorte (o un électron en un âtomo), 
el cual tiene una frecuencia natural a> 0 , y comenzâramos a oscilarlo y lo soltâramos, 
no oscilaria indefinidamente, 
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aun si estuviera en un espacio vacio a millones de kilômetros de cualquier cosa. No 
hay aceite, ninguna resistencia, en un sentido ordinario; no hay “viscosidad”. Pero, 
sin embargo, no oscilarà, como podriamos haber dicho en una ocasiôn, “para siempre”, 
porque si esta cargado, estâ irradiando energia, y por lo tanto la oscilaciôn lentamente 
se detendrâ. <,Con qué lentitud? <,Cuàl es el Q de tal oscilador, causado por los efectos 
electromagnéticos, la asi llamada resistencia de radiaciôn o amortiguamiento por ra¬ 
diation de un oscilador? El Q de cualquier sistema oscilante es el total del contenido 
de energia de un oscilador en cualquier momento dividido por la energia perdida por 
radiàn: 

u dW/d<t> 


O bien (otra forma de escribirlo), puesto que dW/d<p = (dW/dt)/(à<f>ldt) = (dWl 

dt),<t) ' a- uW (32 8) 

Q -mjdt ‘ (328) 


Si para un Q dado esto nos dice cômo se extingue la energia de la oscilaciôn, 
dW/dt — -(w/Q) W, que tiene la soluciôn W = W 0 e-° a, Q si W 0 es la energia initial 
(para t = 0). 

Para encontrar el Q de un radiador, volvemos a (32.8) y usamos (32.6) para 
dW/dt. 

Ahora bien, ;,qué usamos para la energia W del oscilador? La energia cinética 
del oscilador es j mv\ y la energia cinética media es mo/xll 4. Pero recordemos que 
la energia total de un oscilador es, en promedio mitad energia cinética y mitad ener¬ 
gia potencial, por lo que duplicamos nuestro resultado y encontramos para la ener¬ 
gia total del oscilador 

W = %me> 2 xl (32.9) 


ôQué usamos para la frecuencia en nuestras formulas? Usamos la frecuencia natural 
co 0 , porque, para todo fin prâctico, ésa es la frecuencia a la cual nuestro âtomo esta 
irradiando, y para m usamos la masa m e del electrôn. Luego, haciendo las divisiones 
y cancelaciones necesarias, la formula se reduce a 


1 _ 4 ire 2 
Q ~ 3 \m e c* ‘ 


(32.10) 


Para verlo mejor y en una forma mâs histôrica la escribimos usando nuestra abrevia 
tura qJÏ4m 0 = e 2 y el factor u>Jc que sobrô ha sido escrito como 2n/.\. Como Q 
es adimensional, la combinaciôn e 1 /m c c ! debe ser una propiedad solamente de la carga 
y de la masa del electrôn, una propiedad intrinseca del electrôn. y debe ser una Ion 
gitud. Se le ha dado un nombre, el radio clâsico del electrôn, porque los modelos 
atômicos primitivos, que fueron inventados para explicar la resistencia de radiaciôn 
sobre la base de la fuerza de una parte del electrôn actuando sobre las otras partes, 
necesitaban todos tener un electrôn cuyas dimensiones eran de este orden general de 
magnitud. Sin embargo, esta cantidad ya no tiene el significado de que creemos que cl 
electrôn realmente tiene tal radio. Numéricamente, la magnitud del radio es 


r 0 = ^ = 2.82 X 10~ 15 m. 


(32.11) 


Calculemos ahora realmente el Q de un âtomo que estâ emitiendo luz -digamos 
un âtomo de sodio—. Para un âtomo de sodio, la longitud de onda es aproximadamente 
6.000 angstrom, en la parte •amarilla del espectro visible, y es una longitud de onda 
tipica. Entonces 

Q = « 5 X 10 7 , (32.12) 

asi el Q de un âtomo es del orden de 10 8 . Esto significa que un oscilador atômico osci- 
larâ por 10 8 radianes, o cerea de 10 7 osciladones, antes de que su energia decrezca 
en un factor de 1 le. La t.ecuencia de oscilaciôn de luz correspondiente a 6.000 angs¬ 
trom v = c/A, es del orden de 10 ciclos/ seg, y por lo tanto la vida media, el tiempo 
que demora la energia de un âtomo radiante en disminuir en un factor de l/e, es del 
orden de 10 segundos. En circunstancias ordinarias, los âtomos que emiten libre- 
mente demoran por lo general este tiempo en irradiar. Esto es vâlido solamente para 
' âtomos que estàn en el espacio vacio, no estando perturbados en forma alguna. Si el 
electrôn estâ en un sôlido y tiene que golpear a otros âtomos o electrones, entonces 
hay resistencias adicionales y diferente amortiguamiento. 

El término resistencia efectiva y en la ley de resistencia de un oscilador puede 
encontrarse usando la relaciôn 1 IQ— y/u>„ y recordamos que el valor de y détermina 
lo ancha que es la curva de resonancia (Fig. 23.2). j Asi, pues, hemos calculado pre- 
cisamente los anchos de las lineas espectraies para âtomos que irradian libremente! 
Como A = Inc/u), encontramos que 

AX = 27rcAai/a) 2 = 27rcY/ü>o = 2irc/Qwo 

= \/Q = 4*r 0 /3 = L18 X 10“ 14 m. (32.13) 


32-4 Fuentes independientes 

En preparaciôn para nuestro segundo tôpico, la dispersion de la luz, debemos 
discutir ahora un cierto aspecto del fenômeno de interferencia que omitimos discutir 
anteriormente. Esta es la interrogante de cuândo la interferencia no tiene lugar. Si 
tenemos dos fuentes 5, y S 2 , con amplitudes A, y A 2 , y hacemos una observation 
en una cierta direcciôn en la cual las fases de llegada de las dos senales son ôj y 
4>2 (una combinaciôn del tiempo real de oscilaciôn y el tiempo retardado, dependien- 
do de la posiciôn de observation), entonces la energia que recibimos se puede en¬ 
contrar componiendo los dos vectores o nûmeros complejos A, y A,, uno con ângulo 
é, y el otro con ângulo 2 (como hicimos en el capitulo 30) y encontramos que la 
energia résultante es proporcional a 

Aji = A \ A \ + 2A[A 2 cos (</>i — <#>2). (32.14) 

Ahora bien si el término cruzado 2 A t A 2 cos (<J>, — 4> 2 ) no estuviera, la energia total 
que séria recibida en una direcciôn dada séria simplemente la suma de las energias, 
A] + A 2 , que séria liberada por cada fuente separadamente, que es lo que esperamos 
corrientemente. Esto es, la intensidad combinada de luz brillando sobre algo pro- 
veniente de dos fuentes es la suma de las intensidades de las dos luces. Por otro 
lado, si tenemos las cosas en forma correcta y tenemos un término cruzado, no es 
tal suma, porque hay también alguna interferencia. Si hay circunstancias en las cua- 
les este término 


32-5 


32-6 


no es de importancia, diremos que aparentemente se ha perdido la interferencia. Por 
cierto, en esencia esta siempre ahi, pero puede ser que no seamos capaces de detectarla. 

Consideremos algunos ejemplos. Supongamos, primero, que las dos fuentes es- 
tân 7.000.000.000 longitudes de onda una de otra, una disposiciôn no imposible. 
Entonces en una direcciôn dada es cierto que hay un valor muy defïnido de estos 
defasajes. Pero, en cambio, si nos movemos solamente un pelo en una direcciôn, 
unas pocas longitudes de onda, lo cual no es distancia en absoluto (nuestro ojo ya 
tiéne un orificio que es tan grande que estamos promediando los efectos sobre un 
intervalo muy amplio comparado con una longitud de onda), entonces cambiamos 
la fase relativa, y el coseno cambia muy râpidamente. Si tomamos el promedio de 
la intensidad sobre una région pequena, entonces el coseno, que toma valores mâs, 
menos, mâs, menos, cuando nos desplazamos, da un promedio nulo. 

Luego, si promediamos sobre regiones donde la fase varia muy râpidamente con 
la posiciôn, no obtenemos interferencia. 

Otro ejemplo. Supongamos que las dos fuentes son dos osciladores de radio 
independientes -no un solo oscilador alimentado por dos alambres, que garantiza 
que las fases se mantienen juntas, sino dos fuentes independientes- y que no estân 
exactamente sintonizados a la misma frecuencia (es muy dificil hacerlas coincidir 
exactamente en la misma frecuencia sin interconectarlos realmente). En este caso 
tenemos lo que llamamos dos fuentes independientes. Naturalmente, como las fre- 
cuencias no son exactamente iguales, aunque partieron en fase, una de ellas comien- 
za a estar un poco adelante de la otra, y muy pronto ellas estân defasadas, y luego 
adelanta aûn mâs, y muy pronto estân en fase de nuevo. Asi, el defasaje entre las 
dos estâ gradualmente desplazândose con el tiempo, pero si nuestra observaciôn es 
tan tosca que no podemos observar aquel pequeno tiempo, si promediamos sobre 
un tiempo mucho mâs largo, entonces aunque la intensidad aumente y disminuya 
como lo que llamamos “pulsaciones” en sonido, si estos aumentos y disminuciones 
son demasiado râpidos para que los sigan nuestros equipos, entonces de nuevo este 
término se promedia eliminândose. 

En otras palabras, ;en cualquier circunstancia en que el defasaje se promedia 
a cero, no obtenemos interferencia! 

Se encuentran muchos libros que dicen que dos fuentes de luz diferentes nunca 
interfieren. Esto no es un enunciado fisico, sino meramente un enunciado sobre el 
grado de sensibilidad de la técnica de los experimentos en la época en que se escri- 
biô el libro. Lo que sucede en una fuente luminosa es que primero un âtomo irradia, 
luego otro âtomo irradia, y asi sucesivamente, y ya hemos visto que los âtomos irra¬ 
dian un tren de ondas en solamente alrededor de 10~ 8 seg; después de 10 -8 seg, al- 
gûn âtomo probablemente ha entrado en juego, luego otro âtomo, y asi sucesiva¬ 
mente. Asi, pues, las fases pueden en realidad permanecer iguales solo por 
aproximadamente 10‘ 8 seg. Por lo tanto, si promediamos por mucho mâs de 1CL 8 
seg, no vemos una interferencia de dos fuentes diferentes, porque no pueden man- 
tener sus fases fijas por mâs de 10~ 8 seg. Con fotocélulas es posible la detecciôn 
de muy alta rapidez. y se puede demostrar que hay una interferencia que varia con 
el tiempo, aumentando y disminuyendo en alrededor de 10 8 seg. Pero la mayoria 
de los equipos de detecciôn. desde luego, no observan intervalos de tiempo tan finos 
y. por tanto. no ven interferencia. Ciertamente con el ojo, que promedia sobre un 
tiempo de un décimo de segundo. no hay posibilidad alguna de ver interferencia 
entre dos fuentes ordinarias diferentes. 

Recientemente ha sido posible hacer fuentes luminosas que evitan este efecto 
haciendo que todos los âtomos emitan juntos en el tiempo. El dispositivo que hace 
esto es 


una cosa muy complicada, y debe ser comprendida en una manera cuàntica. Se 
llama laser, y es posible producir a partir de un lâser una fuente en la cual la 
frecuencia de interferencia, el tiempo en el cual la fase se mantiene constante, es 
mucho mâs larga que 10~ 8 seg. Puede ser del orden de un centésimo, un décimo, 
o aun de un segundo, y asi, con fotocélulas ordinarias, se puede detectar la frecuen¬ 
cia entre dos diferentes lâseres. Se puede detectar fâcilmente el latido de las pulsa¬ 
ciones entre dos fuentes lâser. ; Pronto, sin duda, alguien serâ capaz de mostrar dos 
fuentes iluminando una pared, en las cuales las pulsaciones son tan lentas que uno 
pueda ver que la pared se iîumina y se oscurece! (N. del T.) 

Otro caso en el cual la interferencia promedio se anuîa es aquel en el cual, en 
vez de tener solamente dos fuentes, tenemos muchas. En este caso, escribiriamos 
la expresiôn para A 2 K como la suma de muchas amplitudes, nûmeros complejos, 
elevada al cuadrado, y obtendriamos el cuadrado de cada uno, todos sumados, mâs 
términos cruzados entre cada par, y si las circunstancias son taies que los ültimos 
se promedian a cero, entonces no habrâ efectos de interferencia. Puede ser que las 
diversas fuentes estén ubicadas en posiciones tan al azar que, aunque el defasaje 
entre A 2 y A } sea también defïnido, es muy diferente del que hay entre A , y A v etc. 
Obtendriamos asi muchos cosenos, muchos positivos, muchos negativos, todos pro¬ 
mediando a cero. 

Asi es que en muchas circunstancias no vemos los efectos de interferencia, sino 
que vemos solo una intensidad total colectiva, igual a la suma de todas las inten- 
sidades. 

32-5 Dispersion de la luz 

Lo anterior nos conduce a un efecto que ocurre en el aire como consecuencia 
de las posiciones irregulares de los âtomos. Cuando estàbamos discutiendo el indice 
de refracciôn, vimos que un haz de luz que Uega harâ que los âtomos irradien de 
nuevo. El campo eléctrico del haz que llega mueve los electrones de un lado al otro, 
e irradian debido a sus aceleraciones. Esta radiaciôn dispersada se combina para dar 
un haz en la misma direcciôn del haz original, pero de una fase algo diferente, y éste 
es el origen del indice de refracciôn. 

j,Pero qué podemos decir acerca de la cantidad de luz re-irradiada en alguna 
otra direcciôn? Ordinariamente, si los âtomos estân colocados muy hermosamente 
en una bella red, es fâcil demostrar que no obtendremos cosa alguna en otra direc¬ 
ciôn porque estamos sumando muchos vectores con sus fases siempre cambiantes, y 
el resultado se hace cero. Pero si los objetos estân ubicados al azar, la intensidad 
total en cualquier direcciôn es la suma de intensidades dispersadas por cada âtomo, 
como ya hemos discutido. Ademàs, los âtomos de un gas estân realmente en movi- 
miento, asi que aunque la fase relativa de los âtomos sea ahora una cantidad defi- 
nida, mâs tarde serâ bastante diferente y, por lo tanto, cada término coseno se pro- 
mediarà a cero. Por lo tanto. para encontrar cuànta luz es dispersada por un gas 
en una direcciôn dada, simplemente estudiamos los efectos de un âtomo y multipli- 
camos la intensidad que éste irradia por el numéro de âtomos. 

Anteriormente senalamos que el fenômeno de dispersion de la luz de esta natu- 
raleza es el origen del azul del cielo. La luz del so 1 pasa a través del aire, y cuando 
miramos hacia un lado del sol -digamos a 90" con respecte al haz- vemos luz azul: 
lo que tenemos ahora que calcular es cuànta luz vemos y por qué es azul. 

N. del T.: Esto ya se ha logrado. 
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Radiaciôn dispersada 

y 


Fig. 32-2. Un haz de radiaciôn incide sobre 
un âtomo y hace que las cargas (electrones) 
del âtomo se muevan. Los electrones en movi- 
miento a su vez irradian en varias direcciones. 


Si el haz incidente tiene el campo eléctrico E = E 0 e'"" en el punto donde està 
ubicado el âtomo, sabemos que un electrôn en el âtomo vibrarâ de un lado a otro en 
respuesta a este E (Fig. 32-2). Conforme a la ecuaciôn (23.8), la amplitud serâ 


. _ g« E o _ 

wi(a>o — « 2 + iw7) 


Podriamos incluir el amortiguamiento y la posibilidad de que el âtomo actûe como 
varios osciladores de frecuencias diferentes y sumar sobre las diversas frecuencias, 
pero por simplicidad tomemos simplemente un oscilador y despreciemos el amorti¬ 
guamiento. Entonces la respuesta al campo eléctrico externo, la cual hemos ya usado 
en el càlculo del indice de refracciôn, es simplemente 


i = fo E o . 
m( o) 2 — o) 2 ) 


Ahora podriamos calcular fâcilmente la intesidad de luz emitida en varias direccio¬ 
nes, usando la formula (32.2) y la aceleraciôn correspondiente al x anterior. 

En vez de hacer esto, calcularemos simplemente la cantidad total de luz disper¬ 
sada en codas direcciones, a fin de ahorrar tiempo. La cantidad total de energia lu- 
minosa por segundo, dispersada en todas direcciones por un âtomo simple, està na- 
turalmente dada por la ecuaciôn (32.7). Asi, reuniendo las diversas partes y 
reagrupândolas, obtenemos 


P = [(9 2 o)Vl27re 0 c 3 )^ 2 £g/wi 2 (o) 2 - o)o) 2 ] 

= (ieoCjF 2 )(87r/3)(gt/167r 2 e 2 /n 2 c 4 Xw 4 /(o) 2 — o> 2 ) 2 ] 

= (è€ 0 c£ 0 2 )(8^/3Xo. 4 /(o) 2 - o)g) 2 ] (32.17) 


para la potencia total dispersada, irradiada en todas direcciones. 

Hemos escrito el resultado en la forma anterior porque entonces es fàcil de re- 
cordar: primero, la energia total dispersada es proporcional al cuadrado del campo 
incidente. ôQué significa eso? Evidentemente, el cuadrado del campo incidente es 
proporcional a la energia que està llegando por segundo. En realidad, la energia 
incidente por métro cuadrado por segundo es e 0 c veces el promedio < E 1 ) del cua¬ 
drado del campo eléctrico, y si E 0 es el valor mâximo de E, < £ 2 > —\E\. En 
otras palabras, la energia total dispersada es proporcional a la energia por métro 
cuadrado que llega; cuanto màs brillante sea la luz del sol que ilumina el cielo, màs 
brillante va a parecer el cielo. 
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Entonces, iquë fracciôn de la luz que llega es dispersada? Imaginemos un "blan- 
co” con una cierta ârea, digamos a, en el haz (no un blanco real o material. porque 
éste difractaria luz, etc., queremos decir un ârea imaginaria dibujada en el espacio). 
La cantidad total de energia que pasaria a través de esta superficie o en una circuns- 
tancia dada es proporcional tanto a la intensidad que llega como a a, y séria 

P = (}e 0 cEI)<t. (32.18) 

Ahora inventamos un concepto: decimos que el âtomo dispersa una cantidad 
total de intensidad que es la cantidad que caeria en una cierta ârea geométrica, y 
damos la respuesta dando esa ârea. Esa respuesta, entonces, es independiente de la 
intensidad incidente; da el cociente entre la energia dispersada y la energia incidente 
por métro cuadrado. En otras palabras, el cociente 


_ energia total dispersada por segundo _ £ 

energia incidente por métro cuadrado por segundo e 


El significado de esta ârea es que, si toda la energia que incide sobre la misma fuera 
arrojada en todas direcciones, entonces ésa es la cantidad de energia que séria dis¬ 
persada por el âtomo. 

Esta ârea se llama secciôn eficaz de dispersion; el concepto de secciôn eficaz se 
usa constantemente, dondequiera que ocurra algùn fenômeno proporcional a la in¬ 
tensidad de un haz. En taies casos, siempre se describe el monto del fenômeno di- 
ciendo cuâl deberia ser el ârea efectiva para recoger esa cantidad del haz. No sig¬ 
nifica de manera alguna que este oscilador tenga realmente tal ârea. Si no hubiera 
cosa alguna présente sino un electrôn libre sacudiéndose de un lado al otro, no ha- 
bria ârea directamente asociada con él fisicamente. Es simplemente una forma de 
expresar la respuesta a cierto tipo de problema; nos dice cuànta ârea del haz inci¬ 
dente deberia golpear a fin de dar cuenta de cuânta energia sale. Luego para nuestro 
caso 


a s 


Sirrl co 4 

~V-<4) 2 


(32.19) 


(el subindice s indica dispersion).* 

Examinemos algunos ejemplos. Primero. si vamos a una frecuencia natural muy 
baja <o 0 . o a electrones completamente no ligados, para los cuales oi„ = 0, la fre¬ 
cuencia o> se simplifica y la secciôn eficaz es constante. Este limite de baja frecuen¬ 
cia, o secciôn eficaz del electrôn libre, se conoce como la secciôn eficaz de disper¬ 
sion de Thompson. ;Es un ârea cuyas dimensiones son aproximadamente 10 15 
métros, màs o menos por lado. es decir,. 10 10 métros cuadrados, jlo cual es bas- 
tante pequeno! 

Por otra parte, si tomamos el caso de la luz en el aire, recordamos que para el 
aire las frecuencias naturales de los osciladores son mayores que la frecuencia de 
la luz que usamos. Esto significa que en una primera aproximaciôn podemos despre- 
ciar or en el denominador. y encontramos que la dispersion es proporcional a la 
* N. del T.: Porque en inglés dispersion es scattering. 
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cuarta polencia de la frecuencia. Es decir, la luz que es de frecuencia màs alta en 
un factor de dos, digamos, es dieciséis veces mâs intensamente dispersada, lo que es 
una diferencia bastante considérable. Esto significa que la luz azul, que tiene alre- 
dedor del doble de la frecuencia del extremo rojizo del espectro, es dispersada en 
una proporciôn mucho mayor que la luz roja. ; Entonces, cuando miramos al cielo. 
aparece aquel azul espléndido. que vemos todo el tiempo! 

Eîay varios puntos a senalar acerca de los resultados anteriores. Una pregunta 
interesante es: ^por que llegamos a ver las nubes? [De dônde vienen las nubes? To- 
dos saben que es la condensaciôn del vapor de agua. Pero naturalmente el vapor 
de agua esta ya en la atmôsfera antes de que se condense; asi que, £por que no lo 
vemos entonces? Después que se condensa es perfectamente visible. No estaba ahi, 
ahora esta ahi. Asi que el misterio de dônde vienen las nubes no es realmente un 
misterio infantil como el de "^de dônde viene el agua, papito?”, sino que tiene que 
ser explicado. 

Acabamos de explicar que todo âtomo dispersa luz, y naturalmente el vapor de 
agua también dispersarà luz. El misterio es: <,por que, cuando el agua se condensa 
en nubes, dispersa una cantidad tremendamente grande de luz? 

Consideren qué sucederia si, en vez de un âtomo simple, tuviéramos un aglome- 
rado de àtomos, digamos dos, muy cerca uno del otro comparado con la longitud 
de onda de la luz. Recuerden, los àtomos son solamente de alrededor de un angs- 
trom, mientras que la longitud de onda de la luz es de unos 5.000 angstroms, de 
modo que cuando forman un racimo, unos pocos àtomos juntos, pueden estar muy 
cerca comparados con la longitud de onda de la luz. Entonces, cuando el campo 
eléctrico actûa, ambos àtomos se moverân juntos. El campo eléctrico dispersado 
serâ entonces la suma de los dos campos eléctricos en fase, es decir, duplica la am- 
plityd que habia con un âtomo simple, jy la energia que se dispersa es por lo tanto 
cuatro veces la correspondiente a un âtomo simple, no dos veces! Asi, pues, racimos 
de àtomos irradian o dispersan mâs energia de lo que hacen cuando estàn como àto¬ 
mos simples. Nuestro argumento de que las fases son independientes estâ basado en 
la suposiciôn que hay un defasaje real y grande entre dos àtomos cualesquiera, lo 
cual es cierto solamente si estàn a varias longitudes de onda uno de otro y espacia- 
dos al azar, o moviéndose. Pero si estàn prôximos unos con otros, forzosamente dis¬ 
persan en fase y tienen una interferencia coherente que produce un aumento en la 
dispersion. 

Si tenemos A àtomos en un racimo, lo cual es una pequenisima gota de agua, 
cada uno serâ forzado por el campo eléctrico aproximadamente de la misma manera 
que antes (el efecto de un âtomo sobre otro no es importante; es solo, en todo caso, 
para tener una idea) y la amplitud de dispersion de cada uno es la misma, de manera 
que el campo total dispersado aumenta A veces. La intensidad de la luz que se dis¬ 
persa se incrementa entonces en el cuadrado, o sea A 2 veces. Habriamos esperado, 
si los àtomos estuvieran dispersos en el espacio, solamente A veces 1, ; mientras que 
obtenemos N 2 veces 1 ! Es decir, la dispersion de agua en racimos de A moléculas 
cada uno es A veces mâs intensa que la dispersion de los àtomos simples. Asi, a 
medida que el agua se aglomera, la dispersion aumenta. iSe incrementa ad infini- 
tum? iNo! <,Cuândo comienza este anâlisis a fallar? ^Cuântos àtomos podemos reu¬ 
nir antes de que no podamos llevar este razonamiento màs adelante? Respuesta: 
Si la gota de agua Ilega a ser tan grande que de un extremo al otro haya una lon¬ 
gitud de onda o algo parecido, los àtomos no estarân mâs en fase porque estàn de- 
masiado separados. Asi, a medida que seguimos aumentando el tamaiïo de las gotas, 
obtenemos mâs y mâs dispersion, hasta un instante tal en que una gota Ilega alre¬ 
dedor del tamano de una longitud de onda, y entonces la dispersion no aumenta ni 
siquiera cercanamente tan râpido 


como aumenta la gota. Ademàs, el azul desaparece, porque para longitudes de onda 
grandes las gotas pueden ser mayores, antes de que este limite sea alcanzado, de lo 
que pueden ser para longitudes de onda cortas. Aunque por âtomo, las ondas cortas 
se dispersan mâs que las ondas largas, hay un mayor realce para el extremo rojo del 
espectro que para el extremo azul cuando las gotas son mâs grandes que la longitud 
de onda, de manera que el color se corre del azul hacia el rojo. 

Ahora podemos hacer un experimento que demuestra esto. Podemos hacer par- 
ticulas que son muy pequeiias al comienzo, y.luego crecen gradualmente en tamano. 
Usamos una soluciôn de tiosulfato de sodio (hipo) en âcido sufûrico, que précipita 
granos muy finos de azufre. A medida que el azufre précipita, los granos primero 
comienzan muy finos, y la dispersion es un poco azulada. A medida que précipita 
mâs, se pone mâs intenso, y luego se pondrâ blancuzco cuando las particulas se 
hacen mâs grandes. Ademàs. la luz que atraviesa directamente tendrâ eliminado el 
azul. Es por esto que la puesta del sol es roja, naturalmente, porque la luz que pasa 
a través de mucho aire para llegar al ojo tiene eliminada mucha luz azul por disper¬ 
sion, por lo que es rojo-amarillenta. 



Finalmente, hay otro aspecto importante que realmente pertenece al prôximo ca- 
pitulo sobre polarizaciôn, pero es tan interesante que lo destacamos ahora. Es que 
el campo eléctrico de la luz dispersada tiende a vibrar en una direcciôn particular. 
El campo eléctrico de la luz que Ilega estâ oscilando de alguna manera y el oscila- 
dor excitado va en esta misma direcciôn, y si estamos situados aproximadamente en 
àngulo recto con el haz, veremos luz polarizada, es decir, luz en la cual el campo 
eléctrico va solamente de una manera. En general, los àtomos pueden vibrar en cual- 
quier direcciôn perpendicular al rayo, pero si estàn forzados directamente hacia nos- 
otros o alejàndose, no los vemos. jAsi, si la luz que Ilega tiene un campo eléctrico 
que cambia y oscila en cualquier direcciôn, la cual llamamos luz no polarizada. en¬ 
tonces la luz que sale a 90° respecto del rayo vibra solamente en una direcciôn! 
(Vean la Fig. 32-3). 

Existe una sustancia llamada polaroide que tiene la propiedad de que cuando la 
luz pasa por ella, solamente la parte del campo eléctrico que estâ a lo largo de un 
ejq particular puede pasar. Podemos usar esto, para demostrar la polarizaciôn. y en 
verdad encontramos que la luz dispersada por la soluciôn hipo estâ fuertemente po¬ 
larizada. 
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33-1 El vector eléctrico de la luz 

En este capitulo consideraremos los fenômenos que dependen del hecho que el 
campo eléctrico que describe la luz es un vector. En capitulos anteriores no hemos 
estado interesados en la direcciôn de oscilaciôn del campo eléctrico. excepto para 
notar que el vector eléctrico yace en un piano perpendicular a la direccion de pro- 
pagaciôn. La direccion particular en este piano no nos ha interesado. Consideramos 
ahora aquellos fenômenos cuyo aspecto central es la direccion particular de oscila¬ 
ciôn del campo eléctrico. 

En la luz idealmente monocromâtica, el campo eléctrico debe oscilar a una fre- 
cuencia definida, pero corno la componente x y la componente y pueden oscilar 
independientemente a una frecuencia definida, debemos considerar primero el efecto 
résultante producido al superponer dos oscilaciones indépendantes perpendiculares 
entre si <,Qué clase de campo eléctrico esta compuesto de un componente x y una 
componente y que oscila a la misma frecuencia? Si se suma a una vibraciôn x una 
cierta cantidad de vibraciôn r con la misma fase, el resultado es una nueva vibraciôn 
en el piano xy. La figura 33-1 ilustra la superposiciôn de amplitudes diferentes para la 
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Fig. 33-1. Superposiciôn de vibraciones x y vibraciones y en fase. 


vibraciôn x y la vibraciôn y. Pero las résultantes mostradas en la figura 33-1 no son 
las ûnicas posibilidades; en todos estos casos hemos supuesto que la vibraciôn x y la 
vibraciôn y estân en fase, pero no tiene por qué ser de esa manera. Podria ser que la 
vibraciôn x y la vibraciôn y estuvieran fuera de fase. 

Cuando la vibraciôn x y la vibraciôn y no estân en fase, el vector campo eléctri¬ 
co se mueve en una elipse, y podemos ilustrar esto de una manera familiar. Si colga- 
mos una bola de un soporte mediante una larga cuerda de manera que pueda osci¬ 
lar libremente en un piano horizontal, ejecutarâ oscilaciones sinusoidales. Si ima- 
ginamos coordenadas x e y horizontales con sus origenes en la posiciôn de reposo 
de la bola, ésta puede oscilar sea en la direccion x o la direccion y con la misma 
frecuencias pendular. Seleccionando el desplazamiento inicial y la velocidad inicial 
apropiados, podemos poner la bola en oscilaciôn, sea a lo largo del eje x o del eje 
y, o a lo largo de cualquier linea recta en el piano xy. Estos movimientos de la bola 
son anâlogos a las oscilaciones del vector eléctrico ilustrado en la figura 33-1. En 
cada ejemplo, como las vibraciones x y las vibraciones y alcanzan sus mâximos y 
minimos en el mismo momento, las oscilaciones x e y estân en fase. Pero ahora sa- 
bemos que el movimiento mâs general de la bola es ei movimiento en una elipse, lo 
que corresponde a oscilaciones en que las direcciones x e y no estân en la misma 
fase. La superposiciôn de vibraciones x e y que no estân en fase estâ ilustrada en 
la figura 33-2, para una variedad de àngulos entre la fase de vibraciôn x y la vibra¬ 
ciôn y. El resultado general es que el vector eléctrico se mueve en una elipse. El mo¬ 
vimiento en linea recta es un caso particular que corresponde a un defasaje cero 
(o un mûltiplo entero de t); el movimiento en circulo corresponde a amplitudes igua- 
les con un defasaje de 90° o cualquier mûltiplo entero impar de n/2). 



Fig. 33 2. Superposiciôn de vibraciones x y vibraciones y con amplitudes iguales, 
pero diferentes fases relativas. Las componentes £, y E y se expresan tanto en las nota- 
ciones real como compleja. 
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En la figura 33-2 hemos representado los vectores de campo eléctrico en las 
direcciones .v e y por numéros complejos, que son una representaciôn conveniente 
para expresar el defasaje. No confundan las componentes reales e imaginarias del vec- 
tor eléctrico complejo en esta notaciôn con las coordenadas x e y del campo. Las 
coordenadas x e y graficadas en la figura 33-1 y la figura 33-2 son campos eléctri- 
cos reales que podemos medir. Las componentes reales e imaginarias de un vector 
campo eléctrico complejo son solamente una conveniencia matemâtica y no tienen 
significado fisico. 

Ahora algo de terminologia. La luz esta linealmente polarizada (a veces se llama 
polarizada en un piano) cuando el vector eléctrico oscila en una linea recta; la figu¬ 
ra 33-1 ilustra la polarizaciôn lineal. Cuando el extremo del vector campo eléctrico 
viaja en una elipse, la luz està elipticamente polarizada. Cuando el extremo del vec¬ 
tor eléctrico viaja en un circulo, tenemos polarizaciôn circular. Si el extremo del vec¬ 
tor eléctrico, cuando lo observamos a medida que la luz se acerca derecho hacia no- 
sotros, se mueve en la direcciôn antihoraria, lo llamamos polarizaciôn circular dere- 
cha. La figura 33-2 (g) ilustra la polarizaciôn circular derecha, y la figura 33-2 (c) 
muestra la polarizaciôn circular izquierda. En ambos casos la luz sale del papel. 
Nuestra convenciôn para designar la polarizaciôn circular izquierda y derecha es 
compatible con la que se usa hoy dia para todas las otras particulas que muestran 
polarizaciôn en fisica (por ejemplo, electrones). Sin embargo, en algunos libros sobre 
ôptica se usan convenciones opuestas, as! que se debe tener cuidado. 

Hemos considerado luz lineal, circular y elipticamente polarizada, lo que cubre 
todo excepto el caso de luz no polarizada. Ahora bien, <,cômo puede la luz no estar 
polarizada cuando sabemos que debe vibrar en una u otra de esas elipses? Si la luz 
no es absolutamente monocromâtica, o si las fases x e y no se mantienen perfecta- 
mente juntas, de manera que el vector eléctrico vibra primero en una direcciôn y lue- 
go en otra, la polarizaciôn esta constantemente cambiando. Recuerden que un âtomo 
emite durante 10" 8 seg, y si un àtomo emite con cierta polarizaciôn, y luego otro 
âtomo emite luz con una polarizaciôn diferente, las polarizaciones cambiarân cada 
10~ 8 seg. Si la polarizaciôn cambia mâs râpidamente de lo que podemos detectarla, 
la llamamos luz no polarizada, porque todos los efectos de la polarizaciôn se prome- 
dian a cero. Ninguno de los efectos de interferencia de la polarizaciôn se manifes- 
taria con luz no polarizada. Pero como se desprende de la deficinicôn, la luz es no 
polarizada solamente si somos incapaces de averiguar si la luz esta polarizada o no. 


33-2 Polarizaciôn de luz dispersada 

El primer ejemplo del efecto de polarizaciôn que ya hemos discutido es la dis¬ 
persion de la luz. Consideremos un rayo de luz, por ejemplo del sol, brillando en el 
aire. El campo eléctrico producirâ oscilaciones de cargas en el aire, y el movimiento 
de esas cargas irradiarâ luz con su mâxima intensidad en un piano normal a la di¬ 
recciôn de vibraciôn de las cargas. El rayo proveniente del sol no està polarizado, 

por lo que la direcciôn de polarizaciôn cambia constantemente y la direcciôn de vi¬ 
braciôn de las cargas en el aire cambia constantemente. Si consideramos luz disper¬ 
sada a 90°, la vibraciôn de las particulas cargadas irradia hacia el observador sola- 

mente cuando la direcciôn de 
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vibraciôn es perpendicular a la linea de vision del observador, y entonces la luz estarâ 
polarizada segûn la direcciôn de vibraciôn. Asi, la dispersion es un ejemplo de uno de 
los medios para producir polarizaciôn. 


,33-3; Birrefringencia 

Otro efecto interesante de la polarizaciôn es que hay sustancias para las cuales 
el indice de refracciôn es diferente para luz linealmente polarizada en una direcciôn 
y linealmente polarizada en otra. Supongan que tengamos algûn material que con¬ 
sista en moléculas largas, no esféricas, mâs largas que anchas, y supongan que esas 
moléculas estén dispuestas en la sustancia con sus ejes largos paralelos. Entonces, 
iqué sucede cuando el vector eléctrico oscilante pasa a través de esta sustancia? 
Supongamos que debido a la estructura de la molécula, los electrones de la sustancia 
responden mâs fâcilmente a oscilaciones en la direcciôn paralela a los ejes de las 
moléculas que a lo que responderian si el campo eléctrico tratara de empujarlos 
perpendicular al eje molecular. En esta forma esperamos una respuesta diferente 
para polarizaciôn en una direcciôn que para polarizaciôn perpendicular a esa di¬ 
recciôn. Llamemos eje ôptico a la direcciôn de los ejes de la molécula. Cuando la 
polarizaciôn esta en la direcciôn del eje ôptico, el indice de refracciôn es diferente 
que el que séria si la direcciôn de polarizaciôn fuera perpendicular a él. Tal sus¬ 
tancia se Dama birrefringente. Tiene dos refringencias, es decir, dos indices de re¬ 
fracciôn, que dependen de la direcciôn de polarizaciôn dentro de la sustancia. ôQué 
tipo de sustancia puede ser birrefringente? En una sustancia birrefringente debe ha- 
ber una cierta cantidad de alineamiento por una razôn u otra, de moléculas asimé- 
tricas. Naturalmente, un cristal cùbico, que tiene la simetria de un cubo, no puede 
ser birrefringente. Pero cristales en forma de agujas largas indudablemente contienen 
moléculas que son asimétricas, y se observa este efecto muy fâcilmente. 


Veamos qué efectos esperariamos si tuviéramos que hacer pasar luz polarizada 
a través de una plaça de sustancia birrefringente. Si la polarizaciôn es paralela al eje 
ôptico, la luz atravesarà con una velocidad; si la polarizaciôn es perpendicular al eje, 
la luz se transmite con una velocidad diferente. Una situaciôn interesante se pro¬ 
duce cuando, digamos, la luz està linealmente pojarizada a 45° con el eje ôptico. 
Ahora bien, la polarizaciôn a 45°, lo hemos observado ya, se puede representar co¬ 
mo superposiciôn de polarizaciones x e y de igual amplitud y en fase, como se mues¬ 
tra en la figura 33-2 (a). Como las polarizaciones x e y viajan con velocidades dife- 
rentes, sus fases cambian con velocidades diferentes cuando la luz atraviesa la sus¬ 
tancia. Asi, aunque al comienzo las vibraciones x e y estân en fase, dentro del ma¬ 
terial el defasaje entre las vibraciones x e y es proporcional a la profundidad en la 
sustancia. A medida que la luz avanza a través del material, la polarizaciôn cambia 
en la forma que se muestra en la sérié de diagramas de la figura 33-2. Si el espesor 
de la plaça es el preciso para introducir un defasaje de 90° entre las polarizaciones 
x e y, como en la figura 33-2 (c), la luz saldrâ polarizada circularmente. Ese espe¬ 
sor se Dama plaça de un cuarto de onda, porque introduce un defasaje de un cuarto 
de ciclo entre las polarizaciones x e y. Si se envia luz linealmente polarizada a través 
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de dos plaças de un cuarto de onda, saldrâ nuevamente polarizada plana, pero per- 
pendicularmente a la direcciôn original, como podemos ver en la figura 33-2 (c). 

Se puede ilustrar fâcilmente este fenômeno con un pedazo de celofân. El celofân 
estâ hecho de moléculas largas, fibrosas, y no es isotropo puesto que las fibras ya- 
cen preferencialmente en cierta direcciôn. Para demostrar la birrefringencia, necesi- 
tamos un haz de luz linealmente polarizada, y podemos obtenerlo convenientemente 
haciendo pasar luz no polarizada a través de una làmina de polaroide. El polaroide, 
que trataremos con mâs detalle mâs tarde, tiene la propiedad ütil de que transmite 
luz que estâ linealmente polarizada paralela al eje del polaroide con muy poca ab- 
sorciôn, pero la luz polarizada en una direcciôn perpendicular al eje del polaroide 
es absorbida fuertemente. Cuando hacemos pasar luz no polarizada a través de una 
làmina de polaroide, solamente pasa aquella parte del rayo no polarizado que estâ 
vibrando paralelo al eje del polaroide, por lo que el rayo transmitido estâ linealmente 
polarizado. Esta misma propiedad del polaroide es también ûtil para detectar la di¬ 
recciôn de polarizaciôn de un rayo linealmente polarizado, o para determinar si un 
rayo estâ linealmente polarizado o no. Simplemente se hace pasar el rayo de luz a 
través de la làmina de polaroide y se rota el polaroide en el piano normal al rayo. 
Si el rayo estâ linealmente polarizado, no serâ transmitido a través de la làmina 
cuando el eje del polaroide es normal a la direcciôn de polarizaciôn. El rayo trans¬ 
mitido se atenùa solo ligeramente cuando el eje de la làmina de polaroide se rota 
en 90°. Si la intensidad transmitida es independiente de la orientaciôn del polaroide, 
el rayo no estâ linealmente polarizado. 


Suponemos que la luz atraviesa el celofân con dos velocidades diferentes en esas 
dos orientaciones diferentes, pero es transmitida sin cambiar la direcciôn de polari¬ 
zaciôn. Cuando se gira el celofân a una posiciôn intermedia entre esas dos orienta¬ 
ciones, como se muestra en la figura 33-3, vemos que la luz transmitida por el se- 
gundo polaroide es brillante. 

Sucede justamente que el celofân ordinario usado en paquetes comerciales es de 
un espesor muy cercano a media onda para la mayoria de los colores en la luz blan- 
ca. Esa làmina girarâ el eje de la luz linealmente polarizada en 90° si el rayo inciden¬ 
te linealmente polarizado forma un ângulo de 45° con el eje ôptico. de modo que el 
rayo que emerge del celofân estâ vibrando entonces en la direcciôn correcta para pa¬ 
sar a través de la segunda làmina de polaroide. 

Si usamos luz blanca en nuestra demostraciôn. la làmina de celofân serâ del 
espesor apropiado de media onda solamente para una componente particular de la 
luz blanca, y el rayo transmitido tendrà el color de esta componente. El co'or trans¬ 
mitido dépende del espesor de la làmina de celofân, y podemos variar el espesor 
efectivo del celofân ladeândolo de manera que la luz pase a través del celofân en 
forma oblicua. consecuentemente a través de una trayectoria mâs larga en el celo¬ 
fân. A medida que la làmina se ladea. el color transmitido cambia. Con celofân de 
diferentes espesores se pueden construir filtros que transmitiràn diferentes colores. 
Estos filtros tienen la interesante propiedad de que transmiten un color cuando las 
dos làminas de polaroide tienen sus ejes perpendiculares. y el color complementario 
cuando los ejes de las dos làminas polaroides son paralelos. 


Fig. 33-3. Una demostraciôn experi¬ 
mental de la birrefringencia del celofân. 
Los vectores eléctricos de la luz se indican 
con lineas de trazos. Los ejes de pasada 
de las laminas de polaroide y los ejes 6p- 
ticos del celofân se indican por fléchas. 
El haz incidente no estâ polarizado. 


Para demostrar la birrefringencia del celofân, usamos dos làminas de polaroide, 
como muestra la figura 33-3. La primera nos da un rayo linealmente polarizado 
que hacemos pasar a través del celofân y luego a través de la segunda làmina de po¬ 
laroide, la cual sirve para detectar cualquier efecto que pueda haber tenido el celo¬ 
fân sobre la luz polarizada que lo atraviesa. Si colocamos primero los ejes de las 
dos làminas de polaroide perpendicualres entre si y quitamos el celofân, ninguna 
luz se transmitirâ a través del segundo polaroide. Si ahora introducimos el celofân 
entre las dos làminas de polaroide y rotamos la làmina alrededor del eje del rayo, 
observamos que en general el celofân hace posible que algo de luz pase a través del 
segundo polaroide. Sin embargo, hay dos orientaciones de la làmina de celofân, per¬ 
pendiculares entre si, que no permiten que ninguna luz pase a través del segundo 
polaroide. Esas orientaciones en que la luz polarizada linealmente es transmitida 
a través del celofân sin efecto sobre la direcciôn de polarizaciôn deben ser las direc- 
ciones paralela y perpendicular al eje ôptico de la làmina de celofân. 


Otra aplicaciôn interesante de moléculas alineadas es muy prâctica. Ciertos plâx 
ticos estân compuestos de moléculas muy largas y complicadas todas retorcidas 
entre si. Cuando el plâstico se solidifica muy cuidadosamente, las moléculas estân 
todas retorcidas en una masa, asi que hay tantas alineadas en una direcciôn como 
en otra. y el plâstico no es particularmente birrefringente. Corrientemente se introdu- 
cen esfuerzos y deformaciones cuando el material se solidifica, por lo que el mate- 
rial no es perfectamente homogéneo. Sin embargo, si aplicamos tension a una pieza 
de este material plâstico, es como si estuviéramos estirando toda una marafia de 
cuerdas. y habrâ mâs cuerdas alineadas preferencialmente paralelas a la tension que 
en cualquier otra direcciôn. Asi, cuando se aplica un esfuerzo a ciertos plâsticos. 
se vuelven birrefringentes, y uno puede ver los efectos de la birrefringencia haciendo 
pasar luz polarizada a través del plâstico. Si examinamos la luz transmitida a través 
de una làmina polaroide, se observarân dibujos de franjas oscuras y claras (en color, 
si se usa luz blanca). Los dibujos se mueven cuando se aplica esfuerzo a la muestra, 
y contando las franjas y viendo dônde estâ la mayoria de ellas, se puede determinar 
cuànto es el esfuerzo. Los ingenieros usan este fenômeno como un medio de encon- 
trar los esfuerzos en piezas de formas raras que son dificiles de calcular. 

Otro ejemplo interesante de una forma de obtener birrefringencia es mediante 
una sustancia liquida. Consideren un liquido compuesto de moléculas asimétricas 
largas que llevan una carga media positiva o negativa cerca de los extremos de la- 
molécula, de modo que la molécula es un dipolo eléctrico. En las colisiones en el li¬ 
quido las moléculas estarân ordinariamente orientadas al azar, con tantas moléculas 
dirigidas en una direcciôn como en otra. Si aplicamos un campo eléctrico, las rmo 
léculas tenderân a alinearse. y en el momento en que se alinean, el liquido se pone 
birrefringente. Con dos làminas 


Celofân 
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de polaroide y una celda transparente que contiene ese liquido polar, podemos inven- 
tar un dispositivo con la propiedad de que la luz es transmitida solamente cuando 
se aplica el campo eléctrico. Asi tenemos un interruptor eléctrico para la luz, que se 
llama celda de Kerr. Este efecto, que un campo eléctrico puede producir birrefringen- 
cia en ciertos liquidos, se llama efecto Kerr. 


33-4 Polarizadores 

Hasta ahora hemos considerado sustancias en las cuales el indice de refracciôn 
es diferente para luz polarizada en direcciones diferentes. De un valor muy pràctico 
son aquellos cristales y otras sustancias en las cuales no solamente el indice, sino 
también el coeficiente de absorciôn es diferente para luz polarizada en direcciones 
diferentes. Mediante los mismos argumentos que sustentaron la idea de birrefringen- 
cia, es comprensible que la absorciôn pueda variar con la direcciôn en la cual las 
cargas son forzadas a vibrar en una sustancia anisotropa. La turmalina es un viejo, 
famoso ejemplo, y el polaroide es otro. El polaroide consiste en una delgada capa 
de pequenos cristales de herapatita (una sal de yodo y quinina), todas alineadas con 
sus ejes paralelos. Estos cristales absorben luz cuando las oscilaciones estàn en una 
direcciôn, y no absorben apreciablemente cuando las oscilaciones estàn en otras 
direcciones. 

Supongan que enviamos luz sobre una lâmina de polaroide linealmente polariza¬ 
da en un àngulo 0 con la direcciôn de pasada. t,Cuâl intensidad pasarà? Esta luz 
incidente puede ser resuelta en una componente perpendicular a la direcciôn de pasa¬ 
da, la cual es proporcional a sen 0, y una componente segùn la direcciôn de pasada, 
la cual es proporcional a cos 0. La amplitud que sale del polaroide es solamente 
la parte coseno 0; la componente sen 0 es absorbida. La amplitud que atraviesa 
el polaroide es mâs pequena que la amplitud que entrô, en un factor cos 0. La ener- 
gia que atraviesa el polaroide, es decir, la intensidad de la luz, es porporcional al 
cuadrado de cos 0. Cos 2 0 es, entonces, la intensidad transmitida cuando la luz pola¬ 
rizada entra en un àngulo 0 con la direcciôn de pasada. La intensidad absorbida, 
naturalmente, es sen 2 0. 


Se présenta una interesante paradoja en la situaciôn siguiente. Sabemos que 
no es posible enviar un rayo de luz a través de dos lâminas polaroides con sus ejes 
cruzados en ângulos rectos. Pero si colocamos una tercera làmina polaroide entre 
las primeras dos, con su eje de pasada a 45° con los ejes cruzados, algo de luz se 
transmite. Sabemos que el polaroide absorbe luz, no créa cosa alguna. Sin embargo, 
la colocaciôn de un tercer polaroide a 45° permite que pase mâs luz. El anâlisis de 
este fenômeno se déjà como ejercicio para el estudiante. 


en absoluto. Solo si el rayo incidente estâ polarizado normalmente al piano de inci- 
dencia serâ reflejado. Es muy fâcil entender la razôn. En el material reflector la 
luz estâ polarizada transversalmente, y sabemos que es el movimiento de las cargas 
en el material lo que généra el rayo emergente, al cual llamamos rayo reflejado. La 
causa de la asi llamada luz reflejada no es simplemente que el rayo incidente sea re¬ 
flejado; nuestra comprensiôn mâs profunda de este fenômeno nos dice que el rayo 
incidente provoca una oscilaciôn de las cargas en el material, lo que a su vez généra 
el rayo reflejado. Estâ claro en la figura 33-4 que solamente las oscilaciones norma¬ 
les al papel pueden radiar en la direcciôn de réflexion, y consecuentemente el rayo 
reflejado estarâ polarizado normalmente al piano de incidencia. Si el rayo incidente 
estâ polarizado en el piano de incidencia, no habrâ luz reflejada. 

Este fenômeno se demuestra fâcilmente reflejando un rayo de luz linealmente 
polarizada en un pedazo de vidrio piano. Si el vidrio se gira para presentar diferentes 
ângulos de incidencia al rayo polarizado, se observa atenuaciôn aguda de la intensi¬ 
dad reflejada cuando el àngulo de incidencia pasa a través del àngulo de Brewster. 
Esta atenuaciôn se observa solamente si el piano de polarizaciôn yace en el piano 
de incidencia. Si el piano de polarizaciôn es normal al piano de incidencia, la in¬ 
tensidad reflejada usual se observa en todos los ângulos. 




. Fig. 33-4. Reflexiôn de luz linealmen¬ 
te polarizada en el àngulo de Brewster. La 
direcciôn de polarizaciôn se indica por 
fléchas de trazos; los circulitos indican 
polarizaciôn normal al papel. 


Fig. 33-5. Una molécula de forma tal 
que no es simétrica bajo reflexiôn en un 
espejo. Un rayo de luz, linealmente pola¬ 
rizado en la direcciôn y, incide sobre la 
molécula. 


33-5 Actividad ôptica 


Lino de los ejemplos mâs interesantes de polarizaciôn no estâ en cristales eom- 
plicados o sustancias dificiles, sino en una de las mâs simples y familiares de las si- 
tuaciones -la reflexiôn de la luz en una superficie-. Créanlo o no, cuando la luz se 
refleja en una superficie de vidrio puede estar polarizada, y la explicaciôn flsica de 
esto es muy simple. Fue descubierto empiricamente por Brewster que la luz reflejada 
en una superficie estâ completamente polarizada si el rayo reflejado y el rayo refrac- 
tado dentro del material forman un àngulo recto. La situaciôn se ilustra en la figura 
33-4. Si el rayo incidente estâ polarizado en el piano de incidencia, no habrâ reflec- 
ciôn 


Otro notabilisimo efecto de la polarizaciôn se observa en materiales compuestos 
de moléculas que no tienen simetria de reflexiôn: moléculas semejantes a un saca- 
corchos, o como una mano enguantada, o de cualquier forma que mirada a través 
de un espejo estaria invertida en la misma forma que un guante izquierdo se refleja 
como un guante derecho. Supongamos que todas las moléculas de la sustancia son 
iguales, es decir, ninguna es una imagen especular de otra. Esà sustancia puede mos- 
trar un interesante efecto llamado actividad ôptica, en el cual, cuando la luz polari¬ 
zada pasa a través de la sustancia, la direcciôn de polarizaciôn rota alrededor del eje 
del rayo. 
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Para comprender el fenômeno de actividad ôptica se requiere algûn càlculo, pero 
podemos ver cualitativamente cômo se produce el efecto sin hacer realmente câlcu- 
los. Considéré una molécula asimétrica en la forma de una espiral, como muestra 
la figura 33-5. Las moléculas no necesitan realmente tener formas como un saca- 
corchos para exhibir actividad ôptica, pero ésta es una forma simple que tomaremos 
como ejemplo tipico de las que no tienen simetria de réflexion. Cuando un rayo de 
luz linealmente polarizado segùn la direcciôn y cae sobre esta molécula, el campo 
eléctrico forzarà las cargas hacia arriba y hacia abajo de la hélice, generando asi 
una corriente en la direcciôn y e irradiando un campo eléctrico E r polarizado en la 
direcciôn y. Sin embargo, si los electrones estàn constrenidos a m'overse a lo largo 
de la espiral, también deben moverse en la direcciôn .y cuando son forzados hacia 
arriba y hacia abajo. Cuando una corriente fluye hacia arriba de la espiral, también 
esta fluyendo hacia dentro del papel en z = z,, y hacia afuera del papel en z = z + 
+ A si A es el diâmetro de nuestra espiral molecular. Se puede suponer que la co¬ 
rriente en la direcciôn x no producirâ radiaciôn neta puesto que las corrientes estàn 
en direcciones opuestas en lados opuestos de la espiral. Sin embargo, si considéra 
mos las componentes x del campo eléctrico que llegan a z = z 2 , vemos que el cam¬ 
po irradiado por la corriente en z = z, + A y el campo irradiado en z = z, llegan 
a z, separados en el tiempo por la cantidad A/c, y por lo tanto separados en fase 
en n + (j>A/ c. Como la diferencia de fase no es exactamente n, los dos campos 
no se anulan exactamente, y nos queda una pequena componente x en el campo 
eléctrico generado por el movimiento de los electrones en la molécula, mientras que 
el campo eléctrico excitador ténia solamente una componente y. Esta pequena com¬ 
ponente x, sumada a la gran componente y, produce un campo résultante que està 
inclin ado ligeramente respecto al eje y, la direcciôn original de polarizaciôn. A 
medida que la luz se mueve a través del material, la direcciôn de polarizacôn rota 
alrededor del eje del rayo. Dibujando unos pocos ejemplos y considerando las co¬ 
rrientes que un campo eléctrico incidente pondrâ en movimiento, uno se puede con- 
vencer que la existencia de la actividad ôptica y el signo de rotaciôn son indépen¬ 
dantes de la orientaciôn de las moléculas. 

La miel de maiz es una sustancia comùn que posee actividad ôptica. El fenômeno 
se demuestra fâcilmente con una lâmina de polaroide para producir un rayo li¬ 
nealmente polarizado, una celda de transmisiôn que contiene miel de maiz, y un se- 
gundo polaroide para detectar la rotaciôn de la direcciôn de polarizaciôn a medida 
que la luz pasa a través del jarabe de maiz. 



Fig. 33-6. Una onda incidente de am¬ 
plitud unitaria se refleja y réfracta en una 
superficie de vidrio. En (a) la onda inci¬ 
dente esta linealmente polarizada normal- 
mente al piano del papel. En (b) la onda 
incidente esta linealmente polarizada en 
la direcciôn indicada por el vector eléc¬ 
trico en trazos. 


ahora suponemos que la onda incidente, de amplitud unitaria, està polarizada en el 
piano de papel. Llamemos ahora B y A a las amplitudes de las ondas reflejada y re¬ 
fractada, respectivamente. 

Deseamos calcular la intensidad de la réflexion en las dos situaciones ilustradas 
en las figuras 33-6 (a) y 33-6 (b). Sabemos ya que cuando el ângulo entre el rayo 
reflejado y el rayo refractado es un ângulo recto, no habrâ onda reflejada en la fi¬ 
gura 33-6 (b), pero veamos si no podemos obtener una respuesta cuantitativa, una 
formula exacta para B y b en funciôn del ângulo de incidencia i. 

El principio que debemos comprender es el siguiente. Las corrientes que se gene- 
ran en el vidrio producen dos ondas. Primero, producen la onda reflejada. Ademâs, 
sabemos que si no hubiera corrientes generadas en el vidrio, la onda incidente conti- 
nuaria directamente hacia el interior del vidrio. Recuerden que todas las fuentes en 
el mundo forman el campo résultante. La fuente del rayo de luz incidente produce 
un campo de amplitud unitaria que se moveria hacia el interior del vidrio a lo largo 
de la linea punteada en la figura. Este campo no se observa y, por lo tanto, las co¬ 
rrientes generadas en el vidrio deben producir un campo de amplitud — 1 que se 
mueve a lo largo de la linea punteada. Usando esto, calcularemos la amplitud de las 
ondas refractadas a y A. 

En la figura 33-6 (a) vemos que el campo de amplitud b es irradiado por el mo¬ 
vimiento de cargas dentro del vidrio que estàn respondiendo a un campo a dentro 
del vidrio, y que por lo tanto b es proporcional a a. Podriamos suponer, puesto que 
nuestras dos figuras son exactamente iguales, excepto para la direcciôn de polariza¬ 
ciôn, que el cociente B/A séria la misma que la razôn b/ a. Esto no es completamen- 
te cierto, sin embargo, porque en la figura 33-6 (b) las direcciones de polarizaciôn 
no son todas paralelas entre si, como lo son en la figura 33-6 (a). Es solo la compo¬ 
nente de A la que es perpendicular a B A cos (/ + r), la que es efectiva en producir 
B. La expresiôn correcta para la proporcionalidad es entonces 


33-6 Intensidad de la luz reflejada 


b = B 

a A cos (/ + r) 


(33.1) 


Consideremos ahora cuantitativamente el coeficiente de réflexion en funciôn del 
ângulo. La figura 33-6 (a) muestra una rayo de luz incidiendo sobre una superficie 
de vidrio, donde se refleja parcialmente y se réfracta parcialmente en el vidrio. 
Supongamos que el rayo incidente, de amplitud unitaria, està linealmente polarizado 
normal al piano del papel. Llamaremos b a la amplitud de la onda reflejada, y a 
a la amplitud de la onda refractada. Las ondas refractadas y reflejadas estaràn, por 
supuesto, linealmente polarizadas, y los vectores campo eléctrico de las ondas inci¬ 
dente, reflejada y refractada son todos paralelos entre si. La figura 33-6 (b) muestra 
la misma situaciôn, pero 


Ahora usamos un truco. Sabemos que tanto en (a) como en (b) de la figura 
33-6, el campo eléctrico en el vidrio debe producir oscilaciones de las cargas que 
generan un campo eléctrico de amplitud — 1, polarizado paralelo al rayo incidente, 
y moviéndose en la direcciôn de la linea punteada. Pero vemos en la parte (b) de la 
figura que solamente la componente de A, normal a la linea de trazos, tiene la pola¬ 
rizaciôn correcta para producir este campo, mientras que en la figura 33-6 (a) la 
amplitud compléta a es efectiva, puesto que la polarizaciôn de la onda a es paralela 
a la polarizaciôn de la onda de amplitud — 1. Por lo tanto. 
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podemos escribir 


A cos (i - r) = 2Ü., (33.2) 

a — 1 

puesto que las amplitudes en el primer miembro de la ecuaciôn (33.2) producen cada 
una la onda de amplitud — 1. 

Dividiendo la ecuaciôn (33.1) por la (33.2), obtenemos 

B _ cos (/ + r) , 33 3 -v 

b cos (i — r) ’ 

un resultado que podemos comparar con el que ya conocemos. Si hacemos (i + r) 
= 90°, la ecuaciôn (33.3) da B = 0, como Brewster dice que deberia ser, por lo que 
nuestros resultados hasta ahora por lo menos no estàn evidentemente equivocados. 

Hemos supuesto amplitudes unitarias para las ondas incidentes, asi que \B | 2 
/l 2 es el coeficiente de réflexion para ondas polarizadas en el piano de incidencia, 
y |ô| 2 /l 2 es el coeficiente de réflexion para ondas polarizadas perpendicularmente 
al piano de incidencia. El cociente de estos dos coeficientes de réflexion està determi- 
nado por la ecuaciôn (33.3). 

; Ahora realizamos un milagro, y calculamos no solo el cociente, sino cada coefi¬ 
ciente |/?| 2 y |6| 2 individualmente ! Sabemos por la conservation de la energia que la 
energia de la onda refractada debe ser igual a la energia incidente menos la energia 
de la onda reflejada, 1 |fi| 2 en un caso, 1 - |ôj 2 en el otro. Ademâs, la energia 

que pasa al interior del vidrio en la figura 33-6 (b) es a la energia que pasa al vidrio 
en la figura 33-6 (a), como la razôn de los cuadrados de las amplitudes refractadas, 
|/l| 2 /|a| 2 . Uno podria preguntar si realmente sabemos cômo calcular la energia 
en el interior del vidrio, porque, después de todo, hay energias de movimientos de 
los âtomos ademâs de la energia del campo eléctrico. Pero es évidente que la tota- 
lidad de las diversas contribuciones a la energia total serâ proporcional al cuadrado 
de la amplitud del campo eléctrico. Por lo tanto, podemos escribir 


Ahora sustituimos la ecuaciôn (33.2) para eliminar Al a de la expresiôn anterior, 
y expresamos B en funciôn de b mediante la ecuaciôn (33.3) 

1 1 li 2 cos 2 (/ + r) 

_ cosL> ( / - ..^ = - T • (33.5) 

1 - |6j'-î cos- (/ - r ) 

Esta ecuaciôn contiene solamente una amplitud desconocida, b. Despejando |ô| 2 
obtenemos ,, 

ms sen-(/—r) ^ 

l*l " sen - (/'+ r) (336) 

y con la ayuda de (33.3) 

'«i 1 - SStrTr < 33 - 7) 

i Asi, pues, hemos encontrado el coeficiente de réflexion | b \ 2 para una onda inciden¬ 
te polarizada 
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perpendicularmente al piano de incidencia, y también el coeficiente de réflexion |j9j 2 
para una onda incidente polarizada en el piano de incidencia! 

Es posible seguir con argumentos de esta naturaleza y deducir que b es real. Pa¬ 
ra demostrar esto, debe considerarse un caso donde la luz llega desde ambos lados 
de la superficie del vidrio en el mismo instante, una situaciôn no fâcil de disponer 
experimentalmente, pero divertida de analizar teôricamente. Si analizamos este caso 
general, podemos probar que b debe ser real, y por lo tanto, de hecho, que b = ± 
sen (i - r)/ sen (i + r). Es aûn posible determinar e! signo considerando el caso de 
una làmina, muy, muy delgada, en que hay réflexion desde las superficies frontal y 
trasera, y calculando cuânta luz se refleja. Sabemos cuânta luz deberia ser reflejada 
por una capa delgada, porque sabemos cuânta corriente se généra, y hasta hemos 
determinado los campos producidos por esas corrientes. 

Se puede demostrar por estos argumentos que 


Estas expresiones para los coeficientes de réflexion en funciôn de los àngulos de in¬ 
cidencia y de refracciôn se llaman formulas de réflexion de Fresnel. 


Si consideramos el limite cuando los àngulos i y r se aproximan a cero, encon- 
tramos, para el caso de incidencia normal, que B 2 & b 2 (i - r) 2 / (i + r) 2 , para 
ambas polarizaciones, puesto que los senos prâcticamente iguales a los àngulos, co¬ 
mo también lo son las tangentes. Pero sabemos que sen //sen r—n, y cuando los 
àngulos son pequenos, 1/ r*> n. Asi, pues, es fâcil demostrar que el coeficiente de 
réflexion para incidencia normal es 


.B 2 = b 2 


(n - l) 2 
(« + l) 2 ' 


Es interesante determinar cuânta luz se refleja en incidencia normal en la su¬ 
perficie del agua, por ejemplo. Para el agua, n es 4/3, asi que el coeficiente de réfle¬ 
xion es (l/7) 2 «s2%. En incidencia normal, solamente un dos por 100 de la luz se 
refleja en una superficie de agua. 


33-7 Refracciôn anômala 

El ùltimo efecto de polarizaciôn que consideraremos fue efectivamente uno de los 
primeras en ser descubierto: la refracciôn anômala. Unos marineras que visitaron 
Islandia trajeron de regreso a Europa cristales de espato de Islandia (CaCO,) que 
tenian la divertida propiedad de hacer que cualquier cosa vista a bravés del cristal 
apareciera duplicada, es decir, como dos imàgenes. Esto llamô la atenciôn de Huy- 
gens, y jugô un importante papel en el descubrimiento de la polarizaciôn. Como 
corrientemente sucede, los fenômenos que se descubren primera son los mâs dificiles, 
en ültima instancia, de explicar. Es solamente después que comprendemos entera- 
mente el concepto fisico, que podemos seleccionar cuidadosamente aquellos fenô¬ 
menos que demuestran el concepto mâs clara y simplemente. 

La refracciôn anômala es un caso particular de la misma birrefringencia que 
consideramos anteriormente. La refracciôn anômala se produce cuando el eje ôptico, 
el eje largo de nuestras moléculas asimétricas, no es paralelo a la superficie del cristal. 
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Fig. 33-7. El diagrama superior muestra 
la trayectoria del rayo ordinario a través de un 
cristal birrefringente. El rayo extraordinario se 
muestra en el diagrama inferior. El eje ôptico 
yace en el piano del papel. 


En la figura 33-7 estân dibujadas dos piezas de material birrefringente, con el 
eje ôptico, tal como se muestra. En la figura superior, el rayo incidente que cae so¬ 
bre el material esta linealmente polarizado en una direcciôn perpendicular al eje ôp¬ 
tico del material. Cuando este rayo choca con la superficie del material. cada punto 
de la superficie actùa como una fuente de unà onda que viaja dentro del cristal con 
velocidad vj., la velocidad de la luz en el cristal cuando el piano de polarizaciôn es 
normal al eje ôptico. El frente de onda es justamente la envolvente o lugar geomé- 
trico de todas estas pequenas ondas esféricas, y este frente de onda se mueve dere- 
cho a través del cristal, y sale por el otro lado. Este es precisamente el comporta- 
miento ordinario que esperariamos, y este rayo se llama rayo ordinario. 

En la figura inferior, la luz linealmente polarizada que incide sobre el cristal tiene 
su direcciôn de polarizaciôn girada en 90°, asi que el eje ôptico yace en el piano de 
polarizaciôn. Si ahora consideramos las pequenas ondas que se originan en cual- 
quier punto de la superficie del cristal, vemos que no se esparcen como ondas esfé¬ 
ricas. La luz viajando a lo largo del eje ôptico viaja con velocidad v ± , porque la po¬ 
larizaciôn es perpendicular al eje ôptico, mientras que la luz viajando perpendicular 
al eje ôptico viaja con velocidad »* M , porque la polarizaciôn es paralela al eje ôptico. 
En un material birrefringente v,, y en la figura vp < v_j_. Un anâlisis mâs com- 

pleto demostrarâ que las ondas se esparcen en la superficie de un elipsoide. con el 
eje ôptico como eje mayor del elipsoide. La envolvente de todas esas pequenas on¬ 
das elipticas es el frente de onda que avanza a través del cristal en la direcciôn mos- 
trada. De nuevo, en la superficie posterior, el rayo sera deflectado justamente como 
lo fue en la superficie frontal, asi que la luz emerge paralela al rayo incidente, pero 
desplazada de éste. Claramente. este rayo no sigue la ley de Snell. sino que sigue 
en una direcciôn extraordinaria. Por lo tanto se le llama rayo extraordinario. 


Cuando un rayo no polarizado incide sobre un cristal réfractante anômalo. se 
sépara en un rayo ordinario. que atraviesa directamente de la manera normal, y en 
un rayo extraordinario que se desplaza a medida que atraviesa el cristal. Esos dos 
rayos emergentes estàn linealmente polarizados perpendicularmente entre si. Que 
esto es verdad se puede demostrar fàcilmente con una lamina de polaroide para ana- 
lizar la 


polarizaciôn de los rayos emergentes. Podemos también demostrar que nuestra inter- 
pretaciôn de este fenômeno es correcta, enviando luz linealmente polarizada dentro 
del cristal. Mediante una orientaciôn adecuada de la direcciôn de polarizaciôn del 
rayo incidente, podemos hacer que esta luz atraviese directamente sin desdoblamiento, 
o podemos hacer que atraviese sin desdoblamiento, pero con un desplazamiento. 



Fig. 33-8. Dos vectores de igual am- 
plitud rotando en sentido opuesto se su- 
man para producir un vector en una 
direcciôn fija, pero con amplitud oscilante. 


Fig. 33-9. Una carga moviéndose en 
un clrculo en respuesta a luz circularmen- 
te polarizada. 



Hemos representado todos los casos diferentes de polarizaciôn en las figuras 
33-1 y 33-2, como superposiciones de dos casos especiales de polarizaciôn, espe- 
cificamente x e y, en cantidades y fases diversas. Otros pares podrian haberse usado 
igualmente bien. Polarizaciôn segùn cualquier par de ejes x’ e y’ perpendiculares, 
inclinados con respecto a.te y, servirian igualmente ipor ejemplo, cualquier polari¬ 
zaciôn puede estar formada de la superposiciôn de casos (a) y (e) de la figura 33-2 j 
Es interesante, sin embargo, que esta idea puede ser ampliada también a otros casos. 
Por ejemplo, cualquier polarizaciôn lineal puede estar formada por la superposiciôn 
de cantidades adecuadas con fases adecuadas de polarizaciones circulares derecha 
e izquierda | casos (c) y (g) de la figura 33-21, puesto que dos vectores iguales rotan¬ 
do en direcciones opuestas se suman para dar un vector ünico oscilando en una 
linea recta (figura 33-8). Si la fase de uno està desplazada respecto del otro, la linea 
es inclinada. Asi, pues, todos los dibujos de la figura 33-1 podrian rotularse “la su¬ 
perposiciôn de cantidades iguales de luz circularmente polarizada derecha e izquier¬ 
da con diferentes fases relativas". Cuando la componente izquierda se corre detràs 
de la derecha en fase, la direcciôn de la polarizaciôn lineal cambia. Por lo tanto, los 
materiales ôpticamente activos son, en un sentido, birrefringentes. Sus propiedades 
pueden ser descritas diciendo que tienen diferentes indices para luz circularmente 
polarizada derecha e izquierda. La superposiciôn de luz circularmente polarizada 
derecha e izquierda de diferentes intensidades produce luz elipticamente polarizada. 

La luz circularmente polarizada tiene otra propiedad interesante —transporta 
momentum angular (respecto a la direcciôn de propagaciôn). Para ilustrar esto, su- 
pongamos que esa luz cae sobre un àtomo representado por un oscilador armônico 
que se puede desplazar igualmente bien en cualquier direcciôn en el piano xy. En- 
tonces el desplazamiento .v del électron responderâ a la componente E x del campo 
mientras que la componente y responde, igualmente, a la componente É v del campo 
pero retrasado de fase en 90°. 
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Esto es, el électron que responde gira en un circulo con velocidad angular co, en 
respuesta al campo eléctrico rotatorio de la luz (figura 33-9). Dependiendo de las ca- 
racteristicas de amortiguamiento de la respuesta del oscilador, la direcciôn del des- 
plazamiento a de electrôn y la direcciôn de la fuerza qe E sobre él no necesitan ser 
las mismas, sino que rotan juntas. El E puede tener una componente perpendicular 
a, de modo que se hace trabajo sobre el sistema y se ejerce un torque r. El trabajo 
hecho por segundo es tm. En un periodo de tiempo T\ la energia absorbida es t coT, 
mientras que iT es el momentum angular cedido a la materia que absorbe la energia. 
Vemos, por lo tanto, que un rayo de luz circularmente polarizado que contiene una 
energia total e transporta un momentum angular (con vector dirigido segtin la di- 
recciôn de propagaciôn) e/oj. Porque cuando este rayo es absorbido se cede ese 
momentum al absorbente. La luz circularmente polarizada a izquierda transporta 
momentum angular de signo opuesto, - e /co. 


Efectos relativistas en la radiaciôn 


34-1 Fuentes en movimiento 

34-2 Un modo de haliar el movimien¬ 
to “aparente” 

34-3 Radiaciôn sincrotrônica 
34-4 Radiaciôn sincrotrônica côsmica 


34-5 Bremsstrahlung 
34-6 El efecto Doppler 
34-7 El cuadrivector co, k 
34-8 Aberraciôn 
34-9 El momentum de la luz 


34-1 Fuentes en movimiento 

En este capitulo describiremos varios efectos miscelâneos relacionados con la 
radiaciôn, y entonces habremos terminado con la teoria clàsica de la propagaciôn 
de la luz. En nuestro anàlisis de la luz, hemos ido bastante lejos, y con considérable 
detalle. El ûnico fenômeno de alguna consecuencia asociado con la radiaciôn electro- 
magnética que no hemos discutido, es que sucede si ondas de radio estân contenidas 
en una caja con paredes reflectoras, siendo el tarnano de la caja comparable con una 
longitud de onda, o si éstas son transmitidas en un tubo largo. Los fenômenos de los 
asi llamados resonadores de cavidad y guias de ondas seràn discutidos mâs tarde; 
usaremos primero otro ejemplo fisico -el sonido— y luego volveremos a este tema. 
Este capitulo, excepto en esto, es nuestra ùltima consideraciôn de la teoria clàsica 
de la luz. 

Podemos resumir todos los efectos que discutiremos ahora, haciendo notar que 
ellos tienen que ver con los efectos de fuentes de movimiento. Ya no supondremos 
mâs que la fuente esta localizada, con todo su movimiento a una velocidad relati- 
vamente baja alrededor de un punto fijo. 

Recordemos que las leyes fundamentales de la electrodinâmica dicen que, a gran¬ 
des distancias de una carga môvil, el campo eléctrico està dado por la formula 


E - - 


_ q _ d 2 e/f 

47re 0 c 2 dt 2 


(34.1) 


La segunda derivada del versor e R . que apunta en la direcciôn aparente de la carga, 
es el aspecto déterminante del campo eléctrico. Este versor no apunta hacia la posi- 
ciôn présente de la carga, naturalmente, sino mâs bien en la direcciôn en que la 
carga pareceria estar, si la informaciôn viaja solamente con la velocidad finita e desde 
la carga al observador. 
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Fig. 34-1. La trayectoria de una carga 
môvil. La verdadera posiciôn en el tiempo t 
esta en T, pero la posiciôn retardada esta 
en A. 


Asociado con el campo eléctrico hay un campo magnético, siempre perpendicu- 
lar al campo eléctrico y perpendicular a la direcciôn aparente de la fuente, dado por 
la formula. 

B = — e*. X E/c. (34.2) 

Hasta ahora hemos considerado solamente el caso en que los movimientos son a 
velocidades no relativistas; asi que no hay movimiento apreciable a considerarse 
en la direcciôn de la fuente. Ahora seremos màs generales y estudiaremos el caso 
en que el movimiento tiene una velocidad arbitraria, y veremos qué efectos diferentes 
pueden esperarse en aquellas circunstancias. Dejaremos que el movimiento tenga una 
velocidad arbitraria, pero naturalmente supondremos aûn que el detector esta muy 
lejos de la fuente. 

Ya sabemos, por nuestra discusiôn en el capitulo 28, quelasünicas cosas que 
cuentan en cPe R ddP son los cambios en la direcciôn de e R .. Sean (x, y, z) las coor- 
denadas de la carga, con z medida a lo largo de la direcciôn de observaciôn (Figu¬ 
ra 34-1). En un momento dado en el tiempo, digamos el instante t, las très compo- 
nentes de la posiciôn son x (t), y (t), y z (t). La distancia R es muy aproximada- 
mente igual a R (t) = R 0 + z (t). Ahora bien, la direcciôn del versor e R . dépende 
principalmente de x e y, pero muy poco de z; las componentes transversales del 
versor son x/R e y/R, y cuando derivamos esas componentes, obtenemos términos 
como R 2 en el denominador: 


dix/R'l _ dx/dt _dz_ x_ 
~~Tt~ R dt R' 2 ‘ 


Asi, cuando estamos suficientemente lejos, los unicos términos de los que tenemos 
que preocuparnos son las variaciones de x e y. Asi, pues, eliminamos el factor R n 
y obtenemos 

dV 


E x = ■ 


47re 0 c 2 Æo dt 2 

. g d 2 ÿ 
47re 0 c 2 /? 0 dt 2 


(34.3) 


donde R 0 es mâs o menos la distancia a q; tomémosla como la distancia OP al ori- 
gen de las coordenadas (x, y, z). Entonces el campo eléctrico es una constante mul- 
tiplicada por una cosa muy simple, las segundas derivadas de las coordenadas xe y. 
(Podriamos expresario mâs matemâticamente, llamando x e y las componentes 
transversales del vector de posiciôn r de la carga, pero esto no agrega mayor cla- 
ridad.) 

Por supuesto, nos damos cuenta que las coordenadas deben ser medidas en el 
tiempo retardado. Aqui encontramos que z (t) si afecta al retardo. <,Cuàl es el tiem¬ 
po retardado? Si se llama t al tiempo de observaciôn (el tiempo en P), entonces 
el tiempo r al cual 


esto corresponde en A, no es el tiempo t sino que esta retardado por la distancia 
total que la luz tiene que viajar, dividido por la velocidad de la luz. En primera apro- 
ximaciôn, este retardo es R 0 /c, una constante (una caracteristica no interesante), pero 
en la aproximaciôn siguiente debemos incluir los efectos de la posiciôn en la direcciôn 
z en el tiempo r, porque si q esta un poco alejada hacia atrâs. hay un retardo un poco 
mayor. Este es un efecto que hemos despreciado anteriormente, y es el ünico cambio 
que se necesita para hacer vàlidos nuestros resultados para todas las velocidades. 


Lo que debemos hacer ahora es escogêr cierto valor t y calcular el valor r a 
partir de él, y encontrar donde estaban x e y en aquel r. Estos son entonces los 
x e y retardados, que llamaremos x’ e y’, cuyas derivadas segundas determinan el 
campo. Asi, pues, t esta determinado por 


y 


r + 


, f(r) 
c c 


x'(0 = x(r), y'(t) = y(r). (34.4) 

Ahora bien, éstas son ecuaciones complicadas, pero es suficientemente fâcil hacer 
un cuadro geométrico para describir su soluciôn. Este cuadro nos darà una buena 
idea cualitativa de cômo funcionan las cosas, pero aün se requiere mucha matemâ- 
tica detallada para deducir los resultados precisos de un problema complicado. 



Fig. 34-2. Una soluciôn geométrica de la ecuaciôn (34.5) para encontrar x’ftj. 


34-2 Un modo de hallar el movimiento “aparente” 

La ecuaciôn anterior tiene una simplificaciôn interesante. Si despreciamos el 
retardo constante R 0 / c, que no interesa, que solo significa que debemos cambiar 
el origen de t en una constante, entonces esto dice que 

et = ct + z(r), x' = x(t), ÿ = y(r). (34.5) 

Ahora necesitamos encontrar x’ e y’ como funciones de t, no de t, y podemos hacer 
esto de la manera siguiente: la ecuaciôn (34.5) dice que deberiamos tomar el movi¬ 
miento real y agregar una constante (la velocidad de la luz) multiplicada por t. Lo 
que esto quiere decir està mostrado en la figura 34-2. Tomamos el movimiento real 
de la carga (mostrado a la izquierda) y nos imaginamos que a medida que se mueve 
esta siendo arrastrada desde el punto P con la velocidad de la luz c (no hay contrac- 
ciones relativistas o cualquier cosa como ésta; esto es solo una suma matemàtica 
de los ct). En esta forma obtenemos un nuevo movimiento donde la 
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coordenada segûn la visual es et como se muestra a la derechâ. (La figura muestra 
el resultado para un movimiento bastante complicado en un piano, pero, por supues- 
to, el movimiento puede no estar en un piano; puede ser aün mâs complicado que el 
movimiento en un piano.) La cuestiôn es que ahora la distancia horizontal (es decir, 
segûn la visual) no es mâs la antigua z, sino z + ct, y por lo tanto es et. jAsi que 
hemos encontrado una representaciôn de la curva, x’ (e >’’) en funciôn d e t! Todo lo 
que tenemos que hacer para encontrar el campo es buscar la aceleraciôn de esta 
curva, o sea, derivar dos veces. A si, pues, la respuesta final es: para encontrar el 
campo eléctrico de una carga môvil tômese el movimiento de la carga y traslàdeselo 
hacia atrâs con la velocidad c para "abrirlo”; luego la curva asi dibujada es una 
curva de las posiciones e / en funciôn de t. La aceleraciôn de esta curva da el 
campo eléctrico en funciôn de t. O, si queremos, podemos ahora imaginar que toda 
esta curva “rigida” se mueve hacia adelante con velocidad c a través del piano vi¬ 
sual. de manera que el punto de intersecciôn con el piano visual tiene las coordena- 
das V e y’. La aceleraciôn de este punto produce el campo eléctrico. Esta soluciôn 
es tan exacta como la formula de que partimos -es simplemente una representaciôn 
geométrica. 



Fig. 34-3. La curva x'(t) para una particula que se mueve con velocidad constante 
v = 0,94c, un circulo. 

Si el movimiento es relativamente lento, si tenemos, por ejemplo, un oscilador 
que solo sube y baja lentamente, entonces, cuando disparamos ese movimiento con 
la velocidad de la luz, obtendriamos por supuesto una simple curva coseno, y eso da 
una formula que habiamos estado buscando por mucho tiempo: da el campo pro- 
ducido por una carga oscilante. Un ejemplo mâs interesante es un électron movién- 
dose râpidamente, casi a la velocidad de la luz, en un circulo. Si miramos en el 
piano del circulo, el x’(t) retardado aparece como muestra la figura 34-3. <,Q u é es 
esta curva? Si imaginamos un radio vector desde el centra del circulo a la carga y 
si extendemos esta linea radial un poco mâs allà de la carga, solo un poquito si se 
mueve ràpido, entonces llegamos a un punto de la linea que va a la velocidad de la 
luz. Por lo tanto, cuando trasladamos este movimiento hacia atrâs con la velocidad 
de la luz, eso corresponde a tener una rueda con una carga sobre ella rodando hacia 
atrâs (sin deslizar) con la velocidad de la luz; asi encontramos una curva que es muy 
parecida a una cicloide -se llama hipocicloide—. Si la carga va con una velocidad 
muy cercana a la de la luz, las “cuspides" son en verdad muy agudas; si fuera a 
exactamente la velocidad de la luz, serian cuspides reales, infinitamente agudas. 
“Infinitamente agudas" es interesante; significa que cerca de una cüspide, la segunda 
derivada es enorme. Una vez en cada ciclo obtenemos un pulso agudo de campo 
eléctrico. Esto no es todo lo que obtendriamos de un movimiento no relativista, 
donde cada vez que la carga da vueltas. hay una 



oscilaciôn de aproximadamente la misma “intensidad” todo el tiempo. En cambio, 
hay pulsos muy agudos de campo eléctrico a intervalos de tiempo 1 /T 0 donde T 0 es 
el periodo de revoluciôn. Estos intensos campos eléctricos son emitidos en un estre- 
cho cono en la direcciôn del movimiento de la carga. Cuando la carga se aleja de P, 
hay muy poca curvatura y hay muy poco campo irradiado en la direcciôn de P. 


34-3 Radiaciôn sincrotrônica 

En el sincrotrôn tenemos electrones muy ràpidos moviéndose en trayectorias 
circulares; estân viajando casi a la velocidad c jy es posible ver la radiaciôn ante- 
dicha como luz real! Discutamos esto con mayor detalle. 

En el sincrotrôn tenemos electrones que dan vueltas en circulos en un campo 
magnético uniforme. Veamos primera por qué ellos van en circulos. Conforme a la 
ecuaciôn (12-10), sabemos que la fuerza sobre una particula en un campo magné¬ 
tico estâ dada por 

F = q\ X B, (34.6) 

y es perpendicular al campo y a la velocidad. Como siempre, la fuerza es igual a la 
derivada del momentum respecto al tiempo. Si el campo estâ dirigido hacia arriba 
saliendo del papel, el momentum de la particula y la fuerza sobre ésta, son como 
muestra la figura 34-4. Como la fuerza es perpendicular a la velocidad, la energia 
cinética, y por lo tanto la velocidad, permanece constante. Todo lo que hace el 
campo magnético es cambiar la direcciôn del movimiento. En un corto tiempo At, 
el vector momentum cambia en ângulo recto a si mismo en una cantidad Jp = 
= FJ/, y por lo tanto p gira en un ângulo AO = Apip = c/vBAt/p, puesto que 
I F\ = qvB. Pero en este mismo tiempo la particula ha viajado una distancia As = 
= v At. Evidentemente, las dos lineas AB y CD se interceptarân en un punto O tal 
que OA = OC = R, donde As = R AO. Combinando esto con las expresiones 
anteriores,encontramos R AO/At — Rat = v = qvBR/p, de donde encontramos 


p = qBR (34.7) 

y 

a = qvB/p. (34.8) 

C'omo este mismo razonamiento se puede aplicar durante el instante siguiente, el que 
sigue, y asi sucesivamente, concluimos que la particula debe estar moviéndose en un 
circulo de radio R con velocidad angular a>. 



Fig. 34-4. Una particula cargada se mue¬ 
ve en una trayectoria circular (o hélicoïdal) en 
un campo magnético uniforme. 
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El resultado de que el momentum de la particula sea igual a la carga por el radio 
por el campo magnético, es una ley muy importante que se usa mucho. Es impor¬ 
tante para fines prâcticos, porque si tenemos particulas elementales que tienen todas 
la misma carga y las observamos en un campo magnético, podemos medir los radios 
de curvatura de sus ôrbitas y, conociendo el campo magnético, determinar asi el mo¬ 
mentum de las particulas. Si multiplicamos ambos lados de la ecuaciôn (34.7) por c, 
y expresamos q en términos de la carga electrônica, podemos medir el momentum 
en unidades electronvolt. En esas unidades nuestra formula es: 

pc(ev) = 3 X 10 \q/q e )BR, (34.9) 

donde B, R y la velocidad de la luz, estân todas expresadas en el sistema MKS, 
siendo la ültima numéricamente igual a 3 x 10 8 . 

La unidad MKS de campo magnético se llama weber por métro cuadrado. Hay 
una unidad màs antigua que esté aün en uso corriente, llamada gauss. Un we¬ 
ber/m* 2 es igual a 10 4 gauss. Para dar una idea de lo grandes que son los campos 
magnéticos, el campo magnético mâs intenso que se puede producir en el hierro es 
de 1,5 x 10 4 gauss; màs allâ de eso, la ventaja de usar hierro desaparece. Hoy dia 
los electroimanes con bobinas superconductoras son capaces de producir campos 
constantes de intensidad superior a 10' gauss, esto es, 10 unidades MKS. El campo 
de la tierra en el ecuador es de unas pocas décimas de gauss. 

Volviendo a la ecuaciôn (34.9) podriamos imaginar el sincrotrôn funcionando 
con mil millones de electronvolts, asi pc séria 10 9 para mil millones de electronvolts. 
(Volveremos a la energia dentro de un momento.) Luego, si tuviéramos un B corres¬ 
pondante a, digamos, 10.000 gauss, que es un campo bien considérable, una unidad 
MKS, entonces vemos que R deberia ser 3,3 métros. El radio real del sincrotrôn 
del Caltech es de 3,7 métros, el campo es un poco mâs grande y la energia es de 
1.500 millones, pero la idea es la misma. Asi, pues, tenemos ahora una idea de por 
qué el sincrotrôn tiene el tamano que tiene. 

Hemos calculado el momentum, pero sab emos que la en ergia total, incluyendo 
la energia en reposo, esta dada por W = \Jp 2 c 2 + m z c 4 , y para un électron la 
energia en reposo correspondiente a me 2 es de 0,511 x 10 6 eV, de modo que cuan- 
do pc es 10 9 eV podemos despreciar me 2 , y asi, para todos los fines prâcticos, 
W — pc cuando las velocidades son relativistas. Es prâcticamente lo mismo decir 
que la energia de un electrôn es mil millones de electronvolts que decir que el mo¬ 
mentum por c es mil millones de electronvolts. Si W = 10 9 eV jes fâcil demostrar 
que la velocidad difiere de la velocidad de la luz en solo una parte en ocho millones! 


Volvamos ahora a la radiaciôn emitida por tal particula. Una particula movién- 
dose en un circulo de radio 3,3 métros, o sea 20 métros de circunferencia, da vuelta 
una vez en alrededor del tiempo que demora la luz en viajar 20 métros. Entonces 
la longitud de onda que esa particula deberia emitir deberia ser de 20 métros -en 
la région de onda corta de radio—. Pero debido al efecto de amontonamiento que 
hemos estado discutiendo (Fig. 34-3) y debido a que la distancia en la cual debe- 
mos extender el radio para alcanzar la velocidad c es solamente de una parte en 
ocho millones del radio, las cûspides de las hipococicloides son enormemente agu- 
das comparadas con la distancia entre ellas. La aceleraciôn que implica una segunda 
derivada con respecto al tiempo, se hace dos veces el “factor de compresiôn” de 
8 x 10 6 , debido a que la escala de tiempo se reduce en ocho millones dos veces 
en las 



Fig. 34-5. La luz, que incide sobre una 
red .como un simple pulso agudo, se dispersa 
en diversas direcciones como luz de diferen- 
tes colores. 


vecindades de la cüspide. Asi pues, debemos esperar que la longitud de onda efec- 
tiva sea mucho mâs corta, del orden de 64 veces 10' 2 mâs pequena que 20 mé¬ 
tros, y eso corresponde a la région de rayos X. (Realmente, la cùspide misma no es 
el ûnico factor déterminante; debe también incluirse una cierta région alrededor de 
la cùspide. Esto cambia el factor a la potencia 3/2 en vez del cuadrado. pero aùn 
nos déjà por encima de la région ôptica.) Asi, aun cuando un electrôn moviéndose 
lentamente habria irradiado ondas de 20 métros, ;el efecto relativista acorta la lon- 
titud de onda tanto que la podemos ver! Evidentemente, la luz deberia estar polari- 
zada con el vector eléctrico perpendicular al campo magnético uniforme. 


Fig. 34-6. El campo eléctrico total debi¬ 
do a una sérié de (a) pulsos agudos.y (b) pul- 
sos suaves. 

Para apreciar mayormente qué observariamos, supongan que fuéramos a tomar 
esa luz (para simplificar las cosas, dado que estos pulsos estân tan separados en el 
tiempo, tomaremos solamente un pulso) y la dirigimos sobre una red de difracciôn, 
que consiste en muchos alambres dispersores. Después que este pulso se aleja del 
reticulo, ^qué vemos? (Deberiamos ver luz roja, luz azul, etc., si es que vemos algu- 
na luz.) iQué vemos efectivamente? El pulso golpea la red centralmente, y todos 
los osciladores de la red, juntos, son violentamente movidos hacia arriba y luego 
hacia abajo de nuevo, solamente una vez. Producen entonces efectos en varias direc¬ 
ciones, como muestra la figura 34-5. Pero el punto P estâ màs cerca de un extremo 
del reticulo que del otro, por lo que en este punto el campo eléctrico llega primero 
desde el alambre A, después desde B, y asi sucesivamente; finalmente, llega el pulso 
del ültimo alambre. En resumen, la suma de las reflexiones de todos los alambres 
sucesivos se muestra en la figura 34-6 (a); es un campo eléctrico que es una sérié 
de pulsos, y es muy parecido a una onda sinusoidal, cuya longitud de onda es la 
distancia entre los pulsos, ijustamente como lo séria para luz monocromâtica inci- 
diendo sobre la red! Asi, obtenerpos luz coloreada, de veras. Pero, con el mismo 
razonamiento, £no obtendremos luz a partir de cualquier tipo de “pulso”? No. Su¬ 
pongan que la curva fuera mucho mâs suave; entonces sumariamos todas las ondas 
dispersadas, separadas por un pequeno tiempo entre ellas (Fig. 34-6 b). Luego vemos 
que el campo no se sacudiria en absoluto, séria una curva muy suave porque cada 
pulso no varia mucho en el intervalo de tiempo entre los pulsos. 
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Fig. 34-7. La nebulosa del cangrejo vista con todos colores (sin filtro). 

La radiaciôn electromagnética emitida por particulas relativistas cargadas circu- 
lando en un campo magnético, se llama radiaciôn sincrotrônica. Se llama asi por 
razones obvias, pero no esta especificamente limitada a los sincrotrones, o siquiera 
a laboratorios terrestres. jEs excitante e interesante que también ocurra en la na- 
turaleza! 

34-4 Radiaciôn sincrotrônica côsmica 

En el ano 1054, las civilizaciones china y japonesa estaban entre las màs avan- 
zadas del mundo; estaban conscientes del universo externo, y registraron aquel ano 
algo muy notable, una estrella explosiva y brillante. (Es extraordinario que ninguno 
de los monjes europeos, quienes escribian todos los libros en la edad media, ni si¬ 
quiera se molestaran en escribir que explotô una estrella en el cielo, pero no lo hi- 
cieron.) Hoy podemos tomar una fotografia de aquella estrella, y lo que vemos se 
muestra en la figura 34-7. En el cxterior hay una gran masa de filamentos rojos, 
que se produc'e por los âtomos del gas diluido “sonando” con sus frecuencias natu- 
rales; esto forma un brillante espectro de lineas con diferentes frecuencias en él. 
Résulta que, en este caso, el rojo se debe al nitrôgeno. En cambio, en la région cen¬ 
tral hay una misteriosa mancha de luz borrosa con una distribuciôn continua de fre¬ 
cuencias, es decir, no hay frecuencias especiales asociadas con âtomos individuales, 
Tampoco es polvo “encendido” por las estrellas vecinas, lo que es una manera de 
obtener un espectro continuo. Podemos ver estrellas a través de ella; asi que es 
transparente, pero estâ emitiendo luz. 



Fig. 34-8. La nebulosa del cangrejo vista 
a través de un filtro azul y un polaroide. (a) El 
vector eléctrico vertical, (b) El vector eléctrico 
horizontal. 


a dos orientaciones, diferentes en 90°. ; Vemos que las fotografias son diferentes! Es 
decir, la luz estâ polarizada. La razôn es, presumiblemente, que hay un campo mag¬ 
nético local, y muchos electrones muy râpidos moviéndose en aquel campo magné¬ 
tico. 

Hemos ilustrado ya cômo los electrones pueden dar vueltas alrededor del campo 
en un circulo. A esto podemos agregar, naturalmente, cualquier movimiento uni¬ 
forme en la direcciôn del campo, puesto que la fuerza q\ x B, no tiene componente 
en esta direcciôn, y como hemos indicado, la radiaciôn sincrotrônica estâ evidente- 
mente polarizada en direcciôn perpendicular a la proyecciôn del campo magnético 
sobre el piano visual. 

Reuniendo estos dos hechos, vemos que en una région donde una fotografia 
es brillante y en la otra es negra, la luz debe tener su campo eléctrico completamente 
polarizado en una direcciôn. Esto significa que hay un campo magnético perpendicu¬ 
lar a esta direcciôn, mientras en las otras regiones, donde hay una fuerte émision 
en la otra fotografia, el campo magnético debe estar de la otra manera. Si observa- 
mos cuidadosamente la figura 34-8, podemos notar que hay, en términos aproxima- 
dos, un conjunto general de “lineas” que van en una direcciôn en una foto, y per- 
pendicularmente a ésta en la otra. Las fotografias muestran un tipo de estructura 
fibrosa. Presumiblemente, las lineas del campo magnético tenderân a extenderse a 
distancias relativamente grandes en su propia direcciôn, y asi, presumiblemente, hay 
grandes regiones de campo magnético con todos los electrones dando vueltas en es- 
piral en un sentido, mientras en otra région el campo estâ en otro sentido, y los elec¬ 
trones estân también dando vueltas en espiral en ese sentido. 

lQ ué es lo que mantiene tan alta la energia de los electrones durante tanto 
tiempo? Después de todo ya hace 900 anos que se produjo la explosion. ^Cômo 
pueden seguir moviéndose tan râpido? Cômo mantienen su energia y cômo toda 
esta cosa sigue evolucionando no se entiende todavia completamente. 


34-5 “Bremsstrahlung” 


En la figura 34-8 observamos el mismo objeto, usando luz en una région del 
espectro que no tiene lineas espectrales brillantes, asi que podemos ver solamente 
la région central. Pero en este caso, también se han puesto polarizadores en el teles- 
copio, y las dos vistas corresponden 
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A continuaciôn mencionaremos brevemente otro interesante efecto de una par- 
ticula en movimiento râpido que irradia energia. La idea es muy similar a la que ya 
hemos discutido. Supongan que en un pedazo de materia hay particulas cargadas 
y un electrôn muy râpido, digamos, se aproxima (figura 34-9). Enfonces, debido al 
campo eléctrico alrededor del nùcleo atômico, el electrôn es atraido, acelerado, de 
manera que la curva de su movimiento tiene un ligero codo o dobladura en ella. Si 
el electrôn estâ viajando 
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casi a la velocidad de la luz, <,cuâl sera el campo eléctrico producido en direcciôn c? 
Recuerden nuestra régla: tomamos el movimiento real, lo trasladamos hacia atrâs con 
la velocidad c, y eso da una curva cuya curvatura mide el campo eléctrico. Estaba 
aproximândose hacia nosotros con la velocidad v, asi obtenemos un movimiento hacia 
atrâs con el cuadro completo comprimido dentro de una distancia menor en la propor 
ciôn en que c — v es menor que c. Asi, si 1— v/c <c 1, hay una curvatura muy aguda 
y râpida en R’, y cuando tomamos la segunda derivada de aquélla, obtenemos un cam¬ 
po muy fuerte en la direcciôn del movimiento. Asi, cuando electrones muy râpidos 
se mueven a través de la materia, lanzan radiaciôn en la direcciôn hacia adelante. Esto 
se llama bremsstrahlung* En realidad, el sincrotôn se usa, no tanto para producir 
electrones de alta energia (realmente si pudiéramos sacarlos de la mâquina mâs conve- 
nientemente, no diriamos esto) como para producir fotones de energia muy alta (rayos 
gamma) haciendo pasar los electrones a través de un “blanco” de tungsteno sôlido, 
y dejândolos irradiar fotones mediante este efecto de bremsstrahlung. 



(b) 


Fig. 34-9. Un electrôn râpido al pa¬ 
sar cerca de un nucleo irradia energia en 
la direcciôn de su movimiento. 
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(o) (b) 

Fig. 34-10. Las curvas x-zy*'-t 
de un oscilador en movimiento. 


34-6 El efecto Doppler 

Pasemos ahora a considerar algunos otros efectos de fuentes en movimiento. 
Supongan que la fuente es un âtomo quieto que estâ oscilando a una de sus frecuen- 
cias naturales, co 0 . Entonces sabemos que la frecuencia de la luz que observariamos 
es co Q . Pero ahora tomemos otro ejemplo, en el cual tenemos un oscilador similar 
oscilando con una frecuencia a»,, y al mismo tiempo el âtomo entero, todo el osci¬ 
lador, se mueve con velocidad y en direcciôn hacia el observador. Entonces, el movi¬ 
miento real en el espacio es, naturalmente, como se muestra en la figura 34-10 (a). 
Ahora hacemos nuestro juego usual, sumamos cr; es decir, trasladamos la curva 
entera hacia atrâs y encontramos entonces que oscila como en la figura 34-10 (b). 
En una cantidad dada de tiempo t, cuando el oscilador deberia haber viajado una 
distancia vt, sobre el diagrama .v’ en funciôn de et viaja una distancia ( c - v) t. 
Asi, pues, todas las oscilaciones de frecuencia a> l en el tiempo At se encuentran 
ahora en el intervalo At = (1-v/c) At; se aplastan y a medida que esta curva pase 
por nosotros a velocidad c, veremos luz de una frecuencia mâs alta, mâs alta en 
justamente el factor de compresiôn (1 - v/c). Entonces observamos 



Naturalmente, podemos analizar esta situaciôn de varias maneras. Supongan 
que el âtomo estuviera emitiendo, en vez de ondas sinusoïdales, una sérié de pulsos, 
pi, pi, pi, pi, con cierta frecuencia w,. <,Con qué frecuencia los recibiriamos? El 

* N. del T.: Palabra alemana que significa radiaciôn de frenado y que usan los fisicos de todas 
las lenguas. 


primero llega con cierto retardo, pero el prôximo estâ menos retardado porque en el 
interin el âtomo se mueve mâs cerca del receptor. Por lo tanto, el tiempo entre los 
“pi” disminuye por el movimiento. Si analizamos la geometria de la situaciôn, en¬ 
contramos que la frecuencia de los pi aumenta en el factor 1/(1 -v/c). 

iSerâ entonces a> = <x> 0 /( 1-v/c) la frecuencia que se observaria si tomâramos 
un âtomo ordinario, que tuviera una frecuencia natural a> 0 , y se moviera con velo¬ 
cidad v hacia el observador? No; sabemos la frecuencia natural o>, de un âtomo 
en movimiento no es la misma que la medida cuando estâ quieto, debido a la dilata¬ 
tion relativista de la velocidad del transcurrfr del tiempo. Entonces, si co 0 fuera la 
frecuencia natural modificada, a>, séria 


«i = ü>o \/T - v 2 /c 2 . (34.11) 

Por lo tanto, la frecuencia observada co es 

MovT-^ (34.12) 

1 — v/c 

El corrimiento de frecuencia observado en la situaciôn anterior, se llama efecto 
Doppler: si algo se mueve hacia nosotros, la luz que emite aparece mâs violeta, y si 
se aleja, aparece mâs roja. 

Daremos ahora dos deducciones mâs de este mismo interesante e importante re- 
sultado. Supongan ahora que la fuente estâ quieta y estâ emitiendo ondas de fre¬ 
cuencia o> 0 , mientras que el observador estâ moviéndose hacia la fuente a la veloci¬ 
dad v. Después de cierto periodo de tiempo t, el observador se habrâ movido a una 
nueva position, una distancia vt desde donde él estaba en t = .0. £Cuântos radianes 
de fase habrâ visto pasar? Un cierto numéro, u> 0 t, pasaron por cualquier punto fijo, 
y ademâs el observador ha barrido en su pasada algunos mâs debido a su propio 
movimiento, precisamente un numéro de vtk^ (el numéro de radianes por métro mul- 
tiplicado por la distancia). Asi, el nümero total de radianes en el tiempo t, o sea la 
frecuencia observada séria ai, = a> 0 + k 0 v. Hemos hecho este anàlisis desde el 
punto de vista de un hombre en reposo; nos gustaria saber qué le pareceria al hom- 
bre que estâ moviéndose. Aqui tenemos que preocuparnos de nuevo acerca de la 
diferencia en la rapidez de marcha del reloj para los dos observadores, y esta vez 
eso significa que tenemos que dividir por \f~ 1 — 7/c 3 . Asi, si k 0 es el numéro de 
onda, el numéro de radianes por métro en la direcciôn del movimiento, y to 0 es la 
frecuencia, entonces la frecuencia observada por el hombre en movimiento es: 


— +' kqV 

VT - v 2 /c 2 ' 

Para e! caso de la luz, sabemos que k 0 = ojJc. Asi que 
ticular, la ecuaciôn se leeria 

_ CVqU + v/c) 

V\ - VJe 2 ’ 


(34.13) 
este problema par- 

(34.14) 


ique parece completamente diferente a la formula (34.12)! La frecuencia que obser¬ 
variamos si nos movemos hacia una fuente, ^serâ diferente de la frecuencia que ve- 
riamos si la fuente se moviera hacia nosotros? jNaturalmente que no! La teoria de la 
relatividad dice que las dos deben ser exactamente iguales. ; Si fuéramos matemâti- 
cos suficientemente expertos 


34-10 


34-11 




probablemente nos dàriamos cuenta de que esas dos expresionès matemâticas son 
exactamente iguales! De hecho, la igualdad necesaria de las dos expresiones es una 
de las formas con que a algunas personas les gusta demostrar que la relatividad exige 
una dilataciôn del tiempo, porque si no hubiéramos puesto aquellos factores de raiz 
cuadrada, no seguirian siendo iguales. 

Puesto que sabemos relatividad, analicémoslo aûn de una tercera manera, que 
puede parecer un poco mâs general. (jEs realmente la misma cosa, puesto que no 
importa cômo lo hacemos!) De acuerdo con la teoria de la relatividad, hay una 
relaciôn entre la posiciôn y el tiempo observado por un hombre, y la posiciôn y el 
tiempo visto por otro que estâ moviéndose respecto a él. Escribimos esas relaciones 
largo tiempo atrâs (capitulo 16). Es la transformaciôn de Lorentz y su inversa: 


Vl — v' 2 /c- \/l — V 2 /c 2 

t + vx/ç 2 ^ t = t' - vx'/c 2 _ 
VT^vÿc* ’ VI - r-/c 2 


(34.15) 


Si estuviéramos inmôviles en el suelo, la forma de una onda séria cos (u>t - kx); 
todos los modos y màximos y minimos seguirian esta forma. Pero, £qué veria un 
hombre en movimiento, observando la misma onda fisica? Donde el campo es cero, 
las posiciones de todos los nodos son las mismas (cuando el campo es cero, todos 
miden el campo como cero); es un invariante relativista. Asi, pues, la forma es la 
misma también para el otro hombre, excepto que debemos transformarla a su siste- 
ma de referencia: 


cos (mt — kx ) = cos 


t' - vx'/c 2 

Vl ~vyc2 



34-7 El cuadrivector co, k 

Las relaciones indicadas en las ecuaciones (34.17) y (34.18) son muy interesan- 
tes, porque dicen que la nueva frecuencia oj es una combinaciôn de la antigua 
frecuencia tu y el antiguo numéro de onda k, y que el nuevo numéro de onda es una 
combinaciôn de los antiguos numéros de onda y frecuencia. Ahora bien, el numéro 
de onda es la velocidad de cambio de Case con la distancia, y la frecuencia es la 
velocidad de cambio de fase con el tiempo, y en esas expresiones vemos una estre- 
cha analogia con la transformaciôn de Lorentz de la posiciôn y del tiempo: si se 
piensa que tu es como t, y si se piensa que k es como x dividido por c 2 , el nuevo 
tu’ séria como t’ y el nuevo k’ séria como x’/c 2 . Es decir, frente a la transformaciôn 
de Lorentz, co y k se transforman en la misma forma que t y x. Ellos constituyen 
lo que llamamos un cuadrivector; cuando una cantidad tiene cuatro componentes 
que se transforman como tiempo y espacio, es un cuadrivector. Todo parece bien, 
entonces, excepto en una pequena cosa: dijimos que ufe cuadrivector tiene que tener 
cuatro componentes; <,donde estân las otras dos componentes? Hemos visto que tu 
y k son como tiempo y espacio en una direcciôn espacial, pero no en todas direc- 
ciones, y asi debemos estudiar a continuaciôn el problema de la propagaciôn de la 
luz en très dimensiones espaciales, no solo en una direcciôn, como lo hemos estado 
haciendo hasta ahora. 

Supongan que tenemos un sistema de coordenadas, x, y, z, y una onda que se 
propaga y cuyos frentes de ondas son como se muestra en la figura 34-11. La lon- 
gitud de onda de la onda es A, pero la direcciôn de movimiento de la onda no esta 
en la direcciôn de uno de los ejes. ^Cuâl es la formula para esa onda? La respuesta 
es claramente cos (tut - ks), donde k = 2n/ A y s es la distancia segün la direcciôn 
de movimiento de la onda -la componente de la posiciôn espacial en la direcciôn 
de movimiento- Pongâmoslo de esta manera: si r es el vector posiciôn de un punto 
en el espacio, s es r • t k , donde e k es un versor en la direcciôn de movimiento. O sea, 
s es justamente r cos (r • e k ), la componente de la distancia en la direcciôn de movi¬ 
miento. Por lo tanto, nuestra onda es cos (tut - k e k ■ r). 


Si reagrupamos los términos dentro de los paréntesis, obtenemos 


cos (ut — kx) = cos 
= cos [ 


to + kv 

V i — Vf 


k + vu/c 2 J 

Vl - v 2 /c 2 J 

k' x']. (34.16) 


Esta es una onda de nuevo, una onda coseno, en la cual hay una cierta frecuen¬ 
cia tu\ una constante multiplicando a t’ y otra constante, k', que multiplica a x’. 
Llamamos k’ el numéro de onda, o nümero de ondas por métro, para el otro hom¬ 
bre. Por lo tanto. el otro hombre vera una nueva frecuencia y un nuevo numéro de 
onda dado por 

(34.17) 

k ,_± ± Æ Xk ( 34 . 18 ) 

V 1 — V-/ c- 


Si observamos (34.17). vemos que es la misma formula (34.13) que obtuvimos con 
un razonamiento màs fisico. 


Résulta ahora conveniente définir un vector k, llamado vector de onda, que tiene 
un môdulo igual al numéro de onda, 2n/A, y esta dirigido segün la direcciôn de pro¬ 
pagaciôn de las ondas: 


k = 2ire k /\ = ke h . 


(34.19) 


Usando este vector, nuestra onda puede escribirse como cos (a>t - k • r) o como 
cos (u>t — k x x-k y y — k.z). ^Cuàl es el significado de una componente de k, diga- 
mos /c x ? Evidentemente, k x es la velocidad de defasaje con respecto a x. Refiriéndo- 
nos a la figura 34-11, vemos que la fase varia cuando variamos x, tal como si hubie- 
ra una onda a lo largo de x, pero de una longitud de onda mâs larga. La “longitud 
de onda en la direcciôn x”es màs larga que una longitud de onda natural verdadera, 
en la secante del àngulo <i entre la direcciôn real de propagaciôn y el eje x: 


\ x — X/cos a. 


(34.20) 


Por lo tanto, la velocidad de cambio de fase, que es proporcional a la inversa de 
A x - es mâs pequena por el factor cos a; asi es justamente cômo variaria k x séria 
el môdulo de k multiplicado por el coseno del àngulo entre k y el eje x! 
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34-13 





Fig. 34-11. Una onda plana que viaja en 
una direcciôn oblicua. 


Esa es, entonces, la naturaleza del vector de onda que usamos para representar 
una onda en très dimensiones. Las cuatro cantidades co, k x k v , k z , se transforman 
en relatividad como cuadrivector, donde <o corresponde al tiempo, y k x , k v , y k z co- 
rresponden a las componentes x, y y z del cuadrivector. 

En nuestra discusiôn anterior de la relatividad especial (Cap. 17), aprendimos 
que hay formas de hacer productos escalares relativistas con cuadrivectores. Si 
usamos el vector posiciôn x fl , donde /u représenta las cuatro componentes (tiempo y 
très espaciales), y si llamamos vector de onda k „ donde el indice fi de nuevo tiene 
cuatro valores, tiempo y très espaciales, luego et producto escalar de x^ y k /t se es- 
cribe % x u ( ver capitulo 17). Este producto escalar es un invariante, îndependien- 
te del sistema de coordenadas; la qué es igual? Por la definiciôn de este producto 
escalar en cuatro dimensiones, es 



(b) 


Fig. 34-12. Una fuente S distante se ob¬ 
serva con (a) un telescopio quieto y (b) un 
telescopio que se mueve hacia un lado. 


pase “derecho" por el tubo. Es muy fàcil ver que la distancia horizontal es vt cuando 
la distancia vertical es et, y por lo tanto, si 0’ es el ângulo de inclination, tan 0 = 
= v/c. jQué bonito! Qué bonito, realmente excepto en una pequeiia cosa: 0 ’ no 
es el ângulo en que se debe colocar el telescopio, respecto a la tierra, porque hemos 
hecho nuestro anàlisis desde el punto de vista de un observador “fijo”. Cuando diji- 
mos que la distancia horizontal es vt, el hombre sobre la tierra habria encontrado 
una distancia diferente, puesto que él ha medido con una régla “aplastada”. Résulta 
que, debido al efecto de esa contracciôn 


que es équivalente a 


tan 0 = 


v/c _ ( 

\/l — v 2 /c 2 


sen 0 = v/c. 


(34.22) 

(34.23) 


S' /c„x M = ut — k x x - k v y — k x z. (34.21) 

Sabemos por nuestro estudio de vectores que X’ x^ es invariante frente a la 

transformaciôn de Lorentz, puesto que k„ es un cuadrivector. Pero esta cantidad es 
precisamente lo que aparece dentro del coseno para una onda plana, y deberia ser 
invariante frente a una transformaciôn de Lorentz. No podemos tener una formula 
con algo que cambia en el interior del coseno, puesto que sabemos que la fase de 
una onda no puede cambiar cuando cambiamos el sistema de coordenadas. 


Serâ instructivo para el estudiante deducir este resultado, usando la transformaciôn 
de Lorentz. 

Este efecto, que un telescopio tiene que ser inclinado, se llama aberraciôn, y ha 
sido observado. iCômo podemos observarlo? ^Quién puede decir dônde deberia 
estar una estrella dada? Supongamos que tenemos que mirar en la direcciôn equivo- 
cada para ver una estrella; £cômo sabemos que es una direcciôn equivocada? Por¬ 
que la tierra da vueltas alrededor del sol. Hoy tenemos que apuntar el telescopio 
de una manera; seis meses mâs tarde tenemos que inclinar el telescopio de otra ma- 
nera. Asi es como podemos decir que existe tal efecto. 


34-8 Aberraciôn 

Al derivar las ecuaciones (34.17) y (34.18), hemos tomado un simple ejemplo 
donde k resultô estar en la direcciôn de movimiento, pero naturalmente podemos 
generalizarlo también a otros casos. Por ejemplo, supongan que hay una fuente emi- 
tiendo luz en cierta direcciôn desde el punto de vista de un hombre en reposo, pero 
nos estamos moviendo sobre la tierra, digamos (Fig. 34-12). ^De qué direcciôn pare- 
ce venir la luz? Para averiguarlo tendremos que escribir las cuatro componentes de 
k/u, y aplicar la transformaciôn de Lorentz. La respuesta, sin embargo, puede encon- 
trarse con el siguiente razonamiento: tenemos que apuntar nuestro telescopio en un 
ângulo para ver la luz ^,Por qué? Porque la luz se aproxima con la velocidad de la 
luz, y nosotros nos estamos moviendo hacia el lado con la velocidad v, y asi que hay 
que inclinar el telescopio hacia adelante de tal manera que cuando la luz llegue, 


34-9 El momentum de la luz 

Cambiemos ahora a un tôpico diferente. Nunca hemos dicho, en todas nuestras 
discusiones de los pocos capitulos pasados, cosa alguna acerca de los efectos del 
campo magnético que estâ asociado con la luz. Ordinariamente, los efectos del cam- 
po magnético son muy pequenos, pero hay un efecto interesante e importante, que es 
una consecuencia del campo magnético. Supongan que viene luz de una fuente y 
estâ actuando sobre una carga, y forzàndola de un lado a otro. Supondremos que el 
campo eléctrico estâ en la direcciôn x, asi que el movimiento de la carga estâ tam¬ 
bién en la direcciôn x: tiene una posiciôn x y una velocidad v, como muestra la 
figura 34-13. El campo magnético es perpendicular al campo eléctrico. Ahora bien, 
a medida que el campo eléctrico actüa sobre la carga, y 
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Fig. 34-13. La fuerza magnética sobre 
una carga impulsada por un campo eléctrico 
esté en la direcciôn del rayo de luz. 

la mueve hacia arriba y hacia abajo, (,qué hace el campo magnético? El campo magnéti- 
co actüa sobre la carga (digamos un électron) solamente cuando esta se mueve; pero el 
électron esta moviéndose, esta forzado por el campo eléctrico, asi que ambos trabajan 
juntos: mientras la cosa viaja hacia arriba y hacia abajo, tiene una velocidad y hay una 
fuerza sobre ella, B por v por q; pero, <,en qué direcciôn esta esta fuerza? Esta en la 
direcciôn de propagaciôn de la luz. Por lo tanto, cuando la luz està iluminando una 
carga, y oscila en respuesta a esa carga, hay una fuerza impulsora en la direcciôn 
del rayo de luz. Esto se llama presiôn de radiaciôn o presiôn de la luz. 

Determinemos cuànto vale la presiôn de radiaciôn. Evidentemente, ésta es F = 
= qvB, o puesto que todo esta oscilando, es el promedio en el tiempo de esto, 
< F > . Segûn (34.2) la intensidad del campo magnético es igual a la intensidad del 
campo eléctrico dividida por c, asi que necesitamos encontrar el promedio del campo 
eléctrico, por la velocidad, por la carga, por l/c: < F> = q < vE > le. jPero la 
carga q por el campo E es la fuerza eléctrica sobre la carga, y la fuerza sobre la 
carga por la velocidad es el trabajo dW/dt realizado sobre la carga! jPor lo tanto, 
la fuerza, el “momentum impulsor” que se entrega por segundo por la luz, es igual 
a l/c por la energia absorbida de la luz por segundo! Esa es una régla general, 
puesto que no dijimos cuâl era la intensidad de la radiaciôn, o si algunas de las car- 
gas se anulaban. En cualquier circunstancia donde la luz esta siendo absorbida, hay 
una presiôn. El momentum que entrega la luz es siempre igual a la energia absor¬ 
bida, dividida por c: 



(F) 


dW/dt 


(34.24) 


Ya sabemos que la luz transporta energia. Ahora comprendemos que también 
transporta momentum, y ademâs, que el momentum transportado es siempre igual a 
l/c veces la energia. * 

Cuando una fuente emite luz, hay un efecto de retroceso: la misma cosa a la in¬ 
versa. Si un âtomo esta emitiendo una energia W en alguna direcciôn, enfonces 
hay un momentum de retroceso p = W/c. Si se refleja luz perpendicularmente en 
un espejo, obtenemos dos veces la fuerza. 

Hasta aqui llegamos usando la teoria clâsica de la luz. Por cierto que sabemos 
que hay una teoria cuântica, y que en muchos aspectos la luz actùa como una par- 
ticula. La energia de una particula de luz es una constante multiplicada por la fre- 
cuencia: 

W = hv = ha (34.25) 

Ahora notamos que la luz también transporta un momentum igual a la energia divi- 
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por c, asi que también es verdad que esas particulas efectivas, estos fotones, llevan 
momentum. 

p = W/c = hw/c = hk. (34.26) 

La direcciôn del momentum es, natu'ralmente, la direcciôn de propagaciôn de la luz. 
Asi, para ponerlo en forma vectorial, 

W = hw, j = hk. (34.27) 

! 

Sabemos también, naturalmente, que la energia y el momentum de un particula de- 
berian formar un cuadrivector. Hemos descubierto recién que o> y k forman un cua- 
drivector. Por lo tanto, es bueno que (34.27) tenga la misma constante en ambos 
casos; significa que la teoria cuântica y la teoria de la relatividad son mutuamente 
compatibles. 

La ecuaciôn (34.27) se puede escribir mâs elegantemente como p y{ -- ftk u , una 
ecuaciôn relativista, para una particula asociada con una onda. Aunque hemos dis- 
cutido esto solo para fotones, para los cuales k (el môdulo de k) es igual a a>/c y 
p = W/c, la relaciôn es mucho mâs general. En mecânica cuântica, todas las par¬ 
ticulas, no solamente los fotones, muestran propiedades ondulatorias, pero la fre- 
cuencia y el numéro de onda de las ondas estâ relacionado con la energia, y el mo¬ 
mentum de las particulas por (34.27) (que se llaman relaciones de de Broglie), aun 
cuando p no es igual a W/ c. 

En el ûltimo capitulo, vimos que un rayo de luz polarizada circularmente, dere- 
cha o izquierda, también lleva momentum angular en una cantidad proporcional 
a la energia £ de la onda. En la representaciôn cuântica, un rayo de luz circular¬ 
mente polarizada se considéra como un flujo de fotones, cada uno de los cuales 
lleva un momentum angular ± h segûn la direcciôn de propagaciôn. Eso es lo que 
llega a ser la polarizaciôn desde el punto de vista corpuscular -los fotones llevan 
momentum angular como balas de rifle girando sobre si mismas-, Pero esta imagen 
“balistica” es realmente tan incompleta como la imagen "ondulatoria". y tendremos 
que discutir esas ideas mâs exhaustivamente en un capitulo posterior sobre Compor- 
tamiento Cuântico. 
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Vision de los colores 
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35-1 El ojo humano 

El fenômeno de los colores dépende parcialmente del mundo fisico. Discutimos 
los colores de peliculas de jabôn, y de otras cosas, como producidos por inter- 
ferencia. Pero también, por cierto, dépende del ojo, o lo que suceda detràs del ojo, 
dentro del cerebro. La fisica caracteriza la luz que entra al ojo, pero después de 
esto, nuestras sensaciones son el resultado de procesos neuro-fotoquimicos y de 
respuestas psicolôgicas. 

Existen muchos fenômenos interesantes asociados con la vision que comprenden 
una mezcla de fenômenos fisicos y procesos fisiolôgicos, y la total apreciaciôn de 
los fenômenos naturales, cuando nosotros los vemos, debe ir mâs allà de la fisica 
en el sentido usual. No damos mayores justificaciones para hacer estas excursiones 
en otros campos, porque la separaciôn de campos, como lo hemos recalcado, es me- 
ramente una conveniencia humana, y no urfâ cosa natural. La Naturaleza no estâ 
interesada en nuestras divisiones, y muchos fenômenos interesantes tienden un puen- 
te sobre las brechas entre campos. 

En el capitulo 3 ya hemos discutido la relaciôn entre la fisica y las otras ciencias 
en términos generales, pero ahora vamos a mirar con algûn detalle un campo espe- 
cifico en el cual la fisica y otras ciencias estân muy, pero muy relacionadas. Tal 
ârea es la vision. En particular discutiremos la vision de los colores. En el capitulo 
présente discutiremos principalmente los fenômenos observables de la vision humana, 
y en el capitulo siguiente consideraremos los aspectos fisiolôgicos de la vision, tanto 
en el hombre como en otros animales. 

Todo comienza con el ojo; asi, con el fin de entender cuàl fenômeno vemos, se 
requiere cierto conocimiento del ojo. En el capitulo siguiente discutiremos con algûn 
detalle como trabajan las diferentes partes del ojo, y como estàn interconectadas 
con el sistema nervioso. Por ahora, describiremos solo brevemente cômo funciona 
el ojo (Fig. 35-1). 

La luz entra al ojo a través de la côrnea; ya hemos discutido cômo se desvia 
para formar imagen en una capa Uamada retina en la parte posterior del ojo, de 
modo que diferentes partes de la retina reciben luz desde diferentes partes del campo 
visual exterior. La retina no es absolutamente uniforme: existe un lugar, un punto, 
en el centro de nuestro campo 




Fig. 35-2. La estructura de la retina. 
(La luz entra desde abajo.) 


visual, que utilizamos cuando tratamos de ver muy cuidadosamente las cosas, y 
en el cual tenemos la vision mâs aguda; se llama la fôvea o macula. Las partes laté¬ 
rales del ojo, como podemos apreciar inmediatamente a partir de nuestra experiencia 
al mirar las cosas, no son tan efectivas para ver detalles, como lo es el centro 
del ojo. Existe también un punto en la retina de donde salen los nervios que llevan 
la informaciôn; éste es un punto ciego. No existe aqui parte sensible de la retina, 
y es posible demostrar que si cerramos, digamos, el ojo izquierdo y miramos direc- 
tamente un objeto, y en seguida movemos un dedo u otro objeto pequeno lentamente 
hacia fuera del campo visual, sübitamente desaparece en alguna parte. El unico uso 
prâctico que de este hecho conocemos es que cierto fisiôlogo llegô a ser todo un 
favorito en la corte del rey de Francia, a quien se lo dio a conocer; en las aburridas 
sesiones con sus cortesartos, el rey podia divertirse "cortândoles la cabeza", miran- 
do a alguno y viendo desaparecer la cabeza del otro. 


La figura 35-2 muestra una vista ampliada del interior de la retina en forma 
algo esquemàtica. En diferentes partes de la retina existen diferentes clases de es- 
tructuras. Los objetos que se presentan mâs densamente cerca de la periferia de la 
retina se llaman bastoncitos. Mâs cerca de la fôvea encontramos. ademàs de estas cé- 
lulas bastoncitos, las cêlulas conos. Describiremos mâs adelante estas células. A 
medida que nos aproximamos a la fôvea, aumenta el numéro de conos, y en la fôvea 
misma no hay otra cosa que células conos, empaquetados en forma muy compacta, 
tan compacta que las células conos son aqui mucho mâs finas o delgadas. que en 
cualquier otra parte. Debemos asi apreciar que vemos con los conos justamente 
en el centro del campo visual, pero a medida que nos vamos a la periferia tenemos 
las otras células, los bastoncitos. Ahora la cosa interesante es que en la retina cada 
célula sensible a la luz no esté conectada por una fibra directa al nervio ôptico. sino 
que estâ conectada a muchas otras células, que a su vez estàn conectadas entre si. 
Hay varias clases de células: hay células que llevan la informaciôn hasta el nervio 
ôptico, pero hay otras que estân principalmente interconectadas "horizontalmente". 
Existen esencialmente cuatro clases de células, pero no entraremos en estos detalles 
ahora. 
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Lo principal en que ponemos énfasis es que la senal luminosa ha sido ya “pen- 
sada”. Esto quiere decir que la informaciôn desde las diferentes células no va in- 
mediatamente al cerebro, punto por punto, sino que en la retina una cierta cantidad 
de la informaciôn ya ha sido digerida, por una combinaciôn de la informaciôn desde 
diverses receptores visuales. Es importante comprender que ciertos fenômenos de la 
funciôn cérébral ocurren en el ojo mismo. 


35-2 El color dépende de la intensidad 

Uno de los fenômenos mâs sorprendentes de la vision es la adaptaciôn del ojo 
a la oscuridad. Si nos introducimos en la oscuridad desde una pieza brillantemente 
iluminada, no podemos ver muy bien durante un instante, pero paulatinamente, las 
cosas se hacen màs y màs notorias, y fmalmente podremos ver algo donde antes no 
veiamos nada. Si la intensidad de la luz es muy baja, las cosas que vemos son 
incoloras. Es sabido que esta vision debida a la adaptaciôn a la oscuridad se debe, 
por mucho, enteramente a los bastoncitos, mientras que la vision en la luz brillante, 
se debe a los conos. Como resultado, existen muchos fenômenos que podemos apre- 
ciar fàcilmente a causa de esta transferencia de funciones de lqs conos y baston¬ 
citos en conjunto a los bastoncitos ûnicamente. 

Hay muchas situaciones en las cuales, si la intensidad de la luz fuera màs fuerte, 
podriamos ver color, y encontrariamos estas cosas bien bellas. Un ejemplo es que a 
través del telescopio vemos casi siempre imàgenes en “blanco y negro" de nebulo- 
sas tenues, pero W. C. Miller, de los Observatorios de Mt. Wilson y de Palomar, 
tuvo la paciencia de hacer fotografias en color de algunos de estos objetos. En rea- 
lidad, nadie ha visto nunca estos colores con el ojo, pero no se trata de colores arti- 
ficiales, se trata solamente de que la intensidad de la luz no es suficientemente fuerte 
para que los conos de nuestro ojo puedan verlos. Entre los mâs espectaculares de 
estos objetos estân la nebulosa de anillo y la nebulosa del Cangrejo. La primera 
muestra una hermosa parte interna azul, con un halo rojo brillante exterior, y la ûl- 
tima muestra una bruma general azulada, penetrada por filamentos rojo-anaranjados 
brillantes. 

A la luz brillante, aparentemente, los bastoncitos son de sensibilidad muy baja, 
pero en la oscuridad, a medida que pasa el tiempo adquieren su habilidad para ver 
la luz. Las variaciones en intensidad de la luz para las cuales uno puede adaptarse 
son mayores que un millôn a uno. La naturaleza no hace todo esto con solo una cla- 
se de célula, sino que traspasa su tarea desde las células que ven la luz brillante, las 
células que ven los colores, los conos, a las células adaptadas a las intensidades 
bajas, a la oscuridad, los bastoncitos. Entre las consecuencias interesantes de este 
desplazamiento estân, primero, que no existe color, y segundo, que hay una diferen- 
cia en la brillantez relativa de objetos coloreados diferentemente. Résulta entonces 
que los bastoncitos ven mejor hacia el azul que los conos, y los conos pueden ver, 
por ejemplo, luz roja profunda, mientras que los bastoncitos la encuentran absoluta- 
mente imposible de ver. Asi, pues, la luz roja es negra en lo que concierne a los bas¬ 
toncitos. Por lo tanto, dos trozos de papel coloreado, digamos azul y rojo, donde el 
rojo podria ser aûn mâs brillante que el azul bajo una buena luz, apareceràn, en la 
oscuridad, completamente invertidos. Se trata de un efecto bastante sorprendente. 
Si estamos en la oscuridad y podemos encontrar una revista o algo que tenga colo¬ 
res y, antes de que sepamos con seguridad cuâles son, juzgamos las âreas claras y 
oscuras, y si luego llevamos la revista a la luz, podriamos ver este corrimiento bien 
notable entre el que era el color màs brillante y el que no lo era. El fenômeno se 
llama efecto Purkinje. 
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Fig. 35-3. La sensibilidad espectral del 
ojo. Curva de trazos, bastoncitos; curva conti¬ 
nua, conos. 


En la figura 35-3, la curva de trazos représenta la sensibilidad del ojo en la os¬ 
curidad, es decir, utilizando los bastoncitos, mientras que la curva continua repré¬ 
senta la sensibilidad a la luz. Vemos que la sensibilidad màxima de los bastoncitos 
estâ en la région verde y la de los conos estâ mâs en la région amarilla. Si se tiene 
una pâgina de color rojo (el rojo estâ aproximadamente a 650 m/n) la podemos ver 
si estâ brillantemente iluminada, pero en la oscuridad es casi invisible. 

Otro efecto del hecho de que los bastoncitos entran en juego en la oscuridad y 
de que no existen bastoncitos en la fôvea, es que cuando miramos directamente algo 
en la oscuridad, nuestra vision no es tan aguda como cuando miramos hacia un 
lado. Una estrella tenue, o una nebulosa, se puede ver a veces mejor mirando un 
poco hacia el lado en vez de directamente hacia ella, porque no tenemos bastoncitos 
sensibles en el medio de la fôvea. 

Otro efecto interesante del hecho que el numéro de conos decrece a medida que 
vamos mâs hacia el lado del campo de vision, es que aun en una luz brillante, el 
color desaparece cuando el objeto se aleja hacia un lado. La manera de comprobar 
esto es mirar en alguna direcciôn fija particular, hacer que un amigo entre desde un 
lado cori tàrjetas coloreadas, y tratar de définir de qué color son antes de que estén 
exactamente frente a usted. Se encuentra que uno puede ver que las cartas estân 
alli mucho antes de que se pueda determinar el color. Al hacer esto, es aconsejable 
entrar desde el lado opueslo del punto ciego, porque de otra manera résulta bastante 
confuso ver casi el color, entonces no ver nada y después ver el color otra vez. 

Otro fenômeno interesante es que la periferia de la retina es muy sensible al 
movimiento. A pesar de que no podemos ver muy bien con el rabillo del ojo, si un 
pequeno bicho se mueve y nosotros no esperâbamos que algo se moviera alli, somos 
inmediatamente sensibles a ello. Dentro de nosotros todo se conecta” para mirar 
algo que se agita a un lado del campo. 


35-3 Mediciôn de la sensacion de color 

Ahora pasamos a la vision mediante los conos, a la vision de lo brillante, y 11e- 
gamos al asunto que es màs caracteristico de la vision mediante los conos. y éste es 
el color. Como sabemos, la luz blanca se puede descomponer 
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por medio de un prisma en todo un espectro de longitudes de onda que nos parecen tener di- 
ferentes colores; esto es loque son los colores, por supuesto : apariencias. C ualquier fuente 
luminosa se puede analizar por medio de una red de difracciôn o un prisma y se puede 
determinar la distribuciôn espectral. es decir, la "cantidad" de cada longitud de 
onda. Una cierta luz puede tener mucho azul, bastante rojo y muy poco amarillo, 
o cualquier otra combinaciôn. Eso es todo muy preciso en el sentido de la fisica, 
pero el problema es ^de que color aparecerâ la luz? Es évidente que los diferentes 
colores dependen de alguna manera de la distribuciôn espectral de la luz, pero el 
problema es encontrar cuàles caracteristicas de la distribuciôn espectral producen 
las diversas sensaciones. Por ejemplo, ôqué tenemos que hacer para obtener un color 
verde? Todos sabemos que podemos tomar simplemente una parte del espectro que 
sea verde. Pero, ^es ésta la ûnica manera de obtener verde, o anaranjado, o cual¬ 
quier otro color? 

^Hay màs de una distribuciôn espectral que produzca el mismo efecto visual 
aparente? La respuesta es defmitivamente, si. Existe un numéro muy limitado de 
efectos visuales, de hecho, una variedad tridimensional de ellos, como veremos en 
breve, pero existe un numéro infinito de curvas diferentes que podemos trazar para 
la luz que proviene de diferentes fuentes. Ahora bien, el asunto que debemos discu- 
tir es: ^en qué condiciones aparecen diferentes distribuciones de luz como exacta- 
mente del mismo color para el ojo? 

La técnica psico-fisica màs poderosa para juzgar colores es usar el ojo como 
instrumenta de cero. Esto es, no tratamos de définir qué constituée una sensaciôn 
verde, o de medir en qué circunstancias obtenemos una sensaciôn verde, porque 
résulta que esto es extremadamente complicado. En su lugar estudiamos las condi¬ 
ciones en las cuales dos estimulos son indistinguibles. Entonces no tenemos que de- 
cidir si dos personas ven la misma sensaciôn en circunstancias diferentes, sino ùni- 
camente, que si para una persona dos sensaciones son las mismas, son también las 
mismas para otra. No tenemos que decidir, cuando uno ve algo verde, si lo que 
siente en su interior es lo mismo que siente en su interior alguien distinto, cuando 
ve algo verde; no sabemos nada acerca de esto. 

Para ilustrar las posibilidades, podemos usar una sérié de cuatro lâmparas pro- 
yectoras que tienen filtros y cuyas intensidades se pueden ajustar en forma continua 
sobre un amplio intervalo; una tiene un filtro rojo y produce una mancha de luz roja 
sobre la pantalla, la siguiente tiene un filtro verde y produce una mancha verde, la 
tercera tiene un filtro azul y la cuarta es un circulo blanco con una mancha negra 
en su centro. Ahora bien, si encendemos alguna luz roja y a continuaciôn ponemos 
algo de verde, vemos que en la superficie de traslape se produce una sensaciôn que 
no es lo que llamamos verde rojizo, sino que un nuevo color, amarillo en este caso 
particular. Cambiando las proporciones de rojo y de verde. podemos pasar por va- 
rios matices de anaranjado. etc. Si hemos ajustado un cierto amarillo, podemos obte¬ 
ner también el mismo amarillo no mezclando estos dos colores, sino mezclando al- 
gunos otros, quizâs un filtro amarillo con luz blanca, o algo parecido, para obtener 
la misma sensaciôn. En otras palabras es posible formar varios colores de màs de 
una manera, mezclando las luces de diversos filtros. 


Lo que hemos descubierto recién se puede expresar analiticamente como sigue. 
Un amarillo particular, por ejemplo, se puede representar por un cierto simbolo Y, 
que es la “suma" de ciertas porciones de luz roja filtrada (R) y luz verde filtrada (V). 
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Usando dos numéros, digamos r y v para describir la intensidad de (R) y (V) do- 
demos escribir una formula para este amarillo: 

Y — rR + vV (35.1) 

El problema es ^podemos formar todos los diferentes colores sumando dos o très 
luces de diferentes colores fijos? Veamos qué se puede hacer en relaciôn a esto. Cier- 
tamente no podemos obtener todos los diferentes colores mezclando solo rojo y 
verde, porque, por ejemplo, el azul nunca aparece en tal mezcla. Sin embargo, intro- 
duciendo algo de azul, la région central, donde las très regiones traslapan, se puede 
hacer aparecer de un blanco bastante hermoso. Mezclando los diversos colores y 
observando esta région central, encontramos qïie podemos obtener una gama con¬ 
sidérable de colores en esta région cambiando las proporciones, y asi no es imposible 
que todos los colores se puedan formar mezclando estas très luces coloreadas. Dis- 
cutiremos hasta donde esto es verdadero; es en efecto esencialmente correcto y vere- 
mos en breve como définir mejor ese enunciado. 


Para ilustrar nuestro propôsito, movamos las manchas sobre la pantalla de ma¬ 
nera que todas caigan una sobre la otra y tratemos entonces de aparear con un co¬ 
lor particular que aparece en el anillo producido por la cuarta lâmpara. Lo que 
antes pensabamos que era “blanco” al salir de la cuarta lâmpara, parece ahora ama- 
rulento. Podemos tratar de aparear éste, ajustando el rojo y el verde y el azul lo 
mejor que podamos en una especie de aproximaciones sucesivas y encontramos 
que podemos aproximarnos bastante a este matiz particular de color “crema”. Asi 
pues, no es dificil convencerse de que podemos formar todos los colores. Trata- 
remos de formar el amarillo en breve, pero antes de hacer esto, hay un color que 
podria ser dificil formar. Las personas que dan clases sobre los colores, forman 
todos los colores “brillantes", pero nunca forman el castano, y es dificil acordarse 
de haber visto alguna vez luz castana. De hecho, este color no se usa nunca para 
algun efecto escemco, uno no ve nunca un reflector con luz castana; asi que pensa- 
mos que pudiera ser imposible formar el castano. Para averiguar si es posible formar 
castano, senalemos que luz castana es simplemente algo que no estamos acostum- 
brados a ver sin su fondo. De hecho, podemos formarla mezclando algo de rojo 
y amarillo. Para demostrar que estamos observando luz castana, aumentamos sim¬ 
plemente la luminosidad del fondo anular contra el cual vemos exactamente la mis¬ 
ma luz jy vemos que ésta es, en efecto, lo que llamamos castano! El castano es 
siempre un color oscuro al lado de un fondo màs luminoso. Podemos cambiar fâ- 
cilmente la caracteristica del castano. Por ejemplo, si eliminamos algo de verde, obte¬ 
nemos un castano rojizo, aparentemente un castano rojizo chocolaté, y si agregamos 
mas verde, en proporciôn, obtenemos aquel horrible color de que estân hechos todos 
los uniformes del Ejercito, pero la luz de este color no es tan horrible en si misma- 
es de un verde amanllento, pero vista contra un fondo luminoso. 

Ahora colocamos un filtro amarillo frente a la cuarta luz y tratamos de apa- 
rearla. (La intensidad debe estar, por supuesto, dentro de las posibilidades de las di- 
versas lamparas; no podemos aparear algo que sea demasiado luminoso, porque no 
tenemos suficiente potencia en la lâmpara). Pero podemos aparear el amarillo; usa- 
mos una mezcla de verde y de rojo y ponemos un toque de azul para hacerlo aûn 
mas perfecto. Estamos quizâs listos para creer que, en buenas condiciones, pode¬ 
mos hacer un perfecto apareo de cualquier color dado. 
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Discutamos ahora las leyes de la mezcla de colores. En primer lugar, encontra- 
mos que distribuciones espectrales diferentes pueden producir el mismo color; a con- 
tinuaciôn, vimos que “cualquier” color puede formarse mezclando très colores espe- 
ciales, rojo, azul y verde. El aspecto mâs interesante de la mezcla de colores es 
este: si tenemos una cierta luz, que podriamos llamar X y si ella aparece al ojo 
indistinguible de Y (puede ser una distribution espectral diferente, pero aparece 
como indistinguible), llamamos estos colores “iguales”, en el sentido de que los ojos 
los ven como iguales, y escribimos 

X= Y. (35.2) 

Aqui estâ una de las grandes leyes del color: si dos distribuciones espectrales son 
indistinguibles, y si agregamos a cada ma una cierta luz, digamos Z (si escribimos 
X + Z, esto significa que iluminamos ambas làmparas sobre la misma mancha) y 
tomamos entonces y y agregamos la misma cantidad de la misma luz, Z, las nuevas 
mezclas son también indistinguibles: 

X + Z = Y + Z. (35.3) 

Hemos apareado recién nuestro amarillo; si ahora iluminamos todo con luz rosada, 
todavia habrâ apareo. Asi, agregando cualquier otra luz a las luces apareadas, que- 
dan apareadas. En otras palabras, podemos resumir todos estos fenômenos de color, 
diciendo que una vez que se tenga apareo entre dos luces coloreadas, vista una prô- 
xima a la otra en las mismas circunstancias, entonces este apareo permanecerâ, y 
una luz puede ser sustituida por la otra luz en cualquier otra situaciôn de mezcla 
de colores. En efecto, résulta, y esto es muy importante e interesante, que este apa¬ 
reo de color de las luces no dépende de las caracteristicas del ojo en el momento 
de la observation: sabemos que si miramos por largo tiempo una superficie roja bri¬ 
llante, o una luz roja brillante, y miramos a continuaciôn un papel blanco, éste se ve 
verdoso, y otros colores también se distorsionan, por haber estado mirando tanto 
tiempo el rojo brillante. Si tenemos ahora un apareo entre, digamos, dos amarillos 
y los miramos y los apareamos, en seguida miramos una superficie roja brillante por 
largo tiempo, y luego volvemos al amarillo, ya no se verâ mâs amarillo; no sé de 
que color se verâ, pero no se verâ amarillo. Sin embargo, los amarillos todavia apa- 
recerân apareados, y asi, a medida que el ojo se adapta a los diversos niveles de in- 
tensidad, el apareo de colores todavia funciona con la excepciôn évidente de cuando 
vamos a una région donde la intensidad de la luz se hace tan baja que nos hemos 
corrido de los conos a los bastoncitos; entonces el apareo de colores no serâ mâs 
un apareo de colores, porque estamos usando un sistema diferente. 

El segundo principio de la mezcla de colores es éste: cualquier color puede for¬ 
marse a partir de très colores diferentes, en nuestro caso luces roja, verde y azul. 
Mezclando convenientemente las très, podemos hacer cualquier cosa, como demos- 
tramos con nuestros dos ejemplos. Ademâs estas leyes son muy interesantes bajo 
el punto de vista matemâtico. Para los que estân interesados en las matemâticas del 
asunto, résulta como sigue. Supongan que tomamos nuestros très colores que son 
rojo, verde, y azul, pero los indicamos por A, B y C y los llamamos nuestros colo¬ 
res primarios. Entonces cualquier color puede formarse con ciertas cantidades de 
estos très: digamos una cantidad a de color A, una cantidad b de color B y una 
cantidad c de color C forma X: 

X = aA + bB + cC. (35.4) 


Supongan ahora que se forma otro color Y a partir de los mismos très colores: 

Y = a'A + b'B + CC. (35.5) 

Résulta entonces que la mezcla de las dos luces (esto es una de las consecuencias 
de las leyes que ya hemos mencionado) se obtiene haciendo la suma de las compo- 
nentes de A" e E: 

Z - X + Y — (a + a')A + (b + b')B + (c + c')C. (35.6) 

Es precisamente como la matemâtica de la suma de vectores, donde (a, b, c) son las 
componentes de un vector y (ci, b', C) son las de otro vector, y la nueva luz Z es 
entonces la “suma” de los vectores. Este tema ha interesado siempre a los fisicos y 
matemâticos. En efecto, Schrôdinger escribiô un maravilloso trabajo sobre la vision 
de los colores, en el cual desarrollô esta teoria del anâlisis vectorial aplicado a la 
mezcla de colores. 

Un problema se présenta ahora: cuâles son los colores primarios correctos a 
usar? No hay tal cosa como "los" colores primarios correctos para la mezcla de 
luces. Podria haber, por razones prâcticas, très pinturas que son mâs utiles que otras 
para obtener una mayor variedad de pigmentos mezclados, pero no estamos discu- 
tiendo esta materia ahora. Très luces diferentemenle coloreadas cualesquiera* pue¬ 
den mezclarse siempre en la proporciôn correcta para producir cualquier color. 
^.Podemos demostrar este hecho fantâstico? En lugar de usar rojo, verde y azul, 
usemos rojo, azul y amarillo en nuestro proyector. (.Podemos usar rojo, azul y 
amarillo para formar, digamos verde? 

Al mezclar estos très colores en varias proporciones, obtenemos toda una gama 
de -''diferentes colores, abarcando todo un espectro. Pero de hecho, después de 
muchos tanteos, no encontramos nunca nada similar al verde. El problema es: 
podemos formar el verde? La respuesta es si. (.Cômo? Proyectando algo de rojo 
sobre el verde, j entonces podemos hacer un apareo con una cierta mezcla de amarillo 
y azul! Asi los tenemos apareados, excepto que tuvimos que hacer trampa, introdu- 
ciendo el rojo al otro lado. Pero, ya que tenemos cierto refmamiento matemâtico, 
podemos darnos cuenta que lo que realmente demostramos no fue que X puede for¬ 
marse siempre, digamos a partir de rojo, azul y amarillo, sino que al introducir el 
rojo al otro lado, encontramos que rojo mâs X podia formarse a partir de azul y 
amarillo. Poniéndolo en el otro miembro de la ecuaciôn, podemos interpretar eso 
como una cantidad negativa; asi que, si admitimos que los coeficientes en ecuacio- 
nes como la (35.4) pueden ser tanto positivos como negativos, y si interpretamos 
las cantidades negativas como que tenemos que sumar ésas en el otro miembro, 
entonces cualquier color se puede aparear mediante très cualesquiera, y no hay tal 
cosa como “los” primarios fundamentales. 

Podemos preguntarnos si existen très colores que solo aparezcan con cantidades 
positivas para todas las mezclas. La respuesta es no. Todo conjunto de très prima¬ 
rios requiere cantidades negativas para algunos colores, y por eso no existe una ma- 
nera ùnica de définir un primario. En los libros elementales se dice que son el rojo, 
el verde y el azul, pero esto es solo porque con ésos se dispone de una gama mâs 
amplia de colores sin signos menos para algunas combinaciones. 


* Excepto por supuesto, si alguno de los très se puede aparear mezclando los otros dos. 
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35 4 - El diagrama cromàtico 

Discutamos ahora la combination de colores a un nivel matemâtico, como una 
proposiciôn geométrica. Si se représenta cualquier color por la ecuaciôn (35.4), po- 
demos graficarlo como un vector en el espacio, trazando sobre los très ejes las canti- 
dades a, b y c y entonces cierto color sera un punto. Si otro color es a', b', d, este 
color estarâ ubicado en alguna otra parte. La suma de ambos, como sabemos, es el 
color que résulta de sumarlos como vectores. Podemos simplificar este diagrama y 
representar todo en un piano, basàndonos en la siguiente observaciôn: si tuviéramos 
una cierta luz de color, y duplicâramos simplemente a y b y c, esto es, si los hace- 
mos todos mâs intensos en la misma proporciôn, serâ el mismo color, pero mâs 
brillante. Por lo tanto, si convenimos en reducir todo a la misma intensidad lumino- 
sa, podemos proyectar todo sobre un piano, y esto es lo que se ha hecho en la figu¬ 
ra 35-4. Résulta que cualquier color que se obtenga, mezclando otros dos en alguna 
proportion, estarà en alguna parte sobre la linea trazada entre los dos puntos. Por 
ejemplo, una mezcla por mitades apareceria a la mitad entre ellos, y 1 /4 de uno y 
3/4 del otro apareceria a 1/4 de camino de un punto al otro, y asi sucesivamente. 
Si usamos un azul y un verde y un rojo como primarios, vemos que todos los colo¬ 
res que podemos formar con coeficientes positivos estân en el interior del triângulo 
de trazos, que contiene casi todos los colores que podamos ver alguna vez, porque 
todos los colores que podemos alguna vez ver estân encerrados en el ârea de forma 
extrana, limitada por la curva. ^De dônde proviene esta ârea? De una vez que alguien 
hizo un apareo muy cuidadoso de todos los colores que podemos ver en relaciôn 
a otros très especiales. Pero no tenemos que comprobar todos los colores que 
podemos ver: tenemos que comprobar solo los colores espectrales puros, las lineas 
del espectro. Una luz cualquiera se puede considerar como suma de diversas canti- 
dades positivas de diversos colores espectrales puros -puros desde el punto de 
vista fisico- Una luz dada tendrà una cierta cantidad de rojo, amarillo, azul, etc. 
—colores espectrales- Asi, si sabemos cuànto de cada uno de nuestros très primarios 
escogidos se necesita para formar cada uno de estos componentes puros, podemos 
calcular cuànto de cada uno se necesita para formar nuestro color dado. 



Fig. 35-5. Los coeficientes de color de los 
colores espectrales puros en términos de un 
cierto conjunto de colores primarios de refe- 
rencia. 


Asi, si averiguamos cuâles son los coeficientes de color de todos los colores espectrales 
para très colores primarios dados cualesquiera, podemos elaborar la tabla compléta 
de mezcla de colores. 

Un ejemplo de taies resultados experimentales al mezclar très luces se da en la 
figura 35-5. Esta figura muestra la cantidad de cada uno de los très diferentes pri¬ 
marios particulares, rojo, verde y azul que se necesita para formar cada uno de los 
colores espectrales. El rojo estâ en el extremo izquierdo del espectro, el amarillo es 
el siguiente y asi sucesivamente, hasta llegar al azul. Nôtese que en algunos puntos 
se necesitan signos menos. Es a partir de taies datos que es posible ubicar la po¬ 
sition de cada uno de los colores en un diagrama, donde las coordenadas x e y estân 
relacionadas a las cantidades de los diferentes primarios que se utilizan. Esa es la 
manera cômo se ha encontrado la linea curva de contorno. Es el lugar geométrico 
de los colores espectrales puros. Ahora bien, cualquier otro color se puede formar 
sumando lineas espectrales, por supuesto, y asi encontramos que todo lo que se 
pueda producir, uniendo una parte de esta curva con la otra, es un color que se 
encuentra en la naturaleza. La linea recta une el extremo violeta del espectro con 
el extremo rojo. Es el lugar geométrico de los purpuras. En el interior del contorno 
estân los colores que se pueden formar mediante luces, y en el exterior estân los 
colores que no se pueden formar mediante luces, y nadie los ha visto nunca (jexcep- 
to, posiblemente, como imàgenes residuales!). 


35-5 El mecanismo de la vision de los colores 

El siguiente aspecto del problema es ahora la pregunta ipor qué los colores se 
comportan de esta manera? La teoria mâs simple, propuesta por Young y Helmholtz, 
supone que en el ojo hay très pigmentos diferentes que reciben la luz y que los mis- 
mos tienen espectros de absorciôn diferentes, de manera que un pigmento absorbe 
fuertemente, digamos, en el rojo, otro absorbe fuertemente en el azul, otro absorbe 
en el verde. Entonces, cuando hacemos incidir luz sobre ellos, vamos a obtener can¬ 
tidades diferentes de absorciôn en las très regiones y estas très partes de informa¬ 
tion son manejadas de alguna manera en el cerebro o en el ojo, o en alguna parte, 
para decidir cuàl es el color. Es fàcil demostrar que todas las réglas de mezcla de 
colores serian una consecuencia de esta proposiciôn. Ha habido grandes debates 
acerca del tema porque el problema siguiente, naturalmente, es encontrar las carac- 
teristicas de absorciôn de cada uno de los très pigmentos. Résulta, desgraciadamen- 
te, que debido a que podemos transformar las coordenadas del color como quera- 
mos, solo podemos encontrar todo tipo de 
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combinaciones lineales de las curvas de absorcion mediante experimentos de mezcla 
de colores, pero no las curvas para los pigmentos individuales. Se ha tratado de 
varias maneras de obtener una curva especifica que describa alguna propiedad fi- 
sica particular del ojo. Una de estas curvas se llama curva de luminosidad, mostra- 
da en la figura 35-3. En esta figura hay dos curvas, una para los ojos en la 
oscuridad, la otra para ojos a la luz; la ûltima es la curva de luminosidad del cono. 
Esto se mide encontrando cuâl es la menor cantidad de luz de color que necesitamos 
para apenas verla. Esto mide la sensibilidad del ojo en las diferentes regiones espec- 
trales. Hay otra manera muy interesante de medir esto. Si tomamos dos colores y 
los hacemos aparecer en una superficie, haciendo aparecer alternativamente uno tras 
otro, vemos un centelleo si la frecuencia es muy baja. Sin embargo, a medida que la 
frecuencia aumenta, el centelleo va a desaparecer por ültimo a una cierta frecuencia 
que dépende de la luminosidad de la luz, digamos a 16 repeticiones por segundo. 
Ahora bien, si ajustamos el brillo o la intensidad de un color respecto al otro, apa- 
rece una intensidad para la cual el centelleo de 16 ciclos desaparece. Para obtener 
centelleo con la luminosidad asi ajustada, tenemos que ir a una frecuencia mucho 
màs baja para ver un centelleo de color. Asi, obtenemos lo que llamamos un cente¬ 
lleo de la luminosidad a una frecuencia màs alta y, a una frecuencia mâs baja, un 
centelleo del color. Es posible ajustar dos colores a “luminosidad iguaf' por medio 
de esta técnica del centelleo. Los resultados son casi, pero no exactamente, los mis- 
mos que los obtenidos midiendo el umbral de sensibilidad del ojo para ver luz débil 
por los conos. La mayoria de los investigadores usan el sistema centelleo como una 
definiciôn de la curva de luminosidad. 


Ahora bien, si hay très pigmentos sensibles al color en el ojo, el problema es de- 
terminar la forma del espectro de absorcion de cada uno. ôCômo? Sabemos que 
existen personas que sufren de daltonismo -ocho por ciento de la poblaciôn masculi- 
na, y medio por ciento de la poblaciôn femenina-. La mayoria de las personas 
que sufren de daltonismo o de alguna anormalidad en la vision del color, tienen un 
grado diferente de sensibilidad que los 




otros a una variaciôn del color, pero de todas maneras necesitan très colores para 
aparear. Sin embargo, hay algunos a los que se les llama dicrômatas, para quienes 
cualquier color se puede aparear usando solamente dos colores primarios. La suge- 
rencia évidente es, entonces, decir que estân perdiendo uno de los très pigmentos. 
Si podemos encontrar très tipos de dicrômatas daltônicos que tienen diferentes reglàs 
para mezclar colores, un tipo debe estar perdiendo la pigmentation roja, la verde 
y otro la azul. jMidiendo todos estos tipos podemos determinar las très curvas! 
Résulta que hay très tipos de dicromatia daltônica; existen dos tipos comunes y un 
tercer tipo muy escaso y a partir de estos très ha sido posible deducir los espectros 
de absorcion de los pigmentos. 

La figura 35-6 muestra la mezcla de color de un tipo particular de persona dal¬ 
tônica llamado deuteranope. Para él, el lugar geométrico de colores constantes no 
son puntos, sino ciertas lineas, a lo largo de cada una de las cuales el color le parece 
a él ser el mismo. Si la teoria de que él estâ perdiendo una de las très partes de in- 
formaciôn es correcta, todas estas lineas se deberian cortar en un punto. Si medimos 
cuidadosamente en el grâfico, se cortan perfectamente. Es évidente, entonces, que 
esto ha sido hecho por un matemàtico jy no représenta datos reales! En realidad, si 
revisamos los ùltimos trabajos con datos verdaderos, résulta que en el grâfico de la 
figura 35-6, el punto de enfoque de todas las lineas no estâ exactamente en el lugar 
correcto. LIsando las lineas de la figura de mâs arriba, no podemos encontrar espec¬ 
tros razonables: necesitamos absorciones negativas y positivas en diferentes regiones. 
Pero usando los nuevos datos de Yustova, résulta que cada una de las curvas de 
absorcion es positiva en todas partes. 

La figura 35-7 muestra un tipo diferente de daltonismo, el de protanope, quien 
tiene un enfoque cerca del final rojo de la curva de contorno. Yustova obtiene 
aproximadamente la misma ubicaciôn en este caso. LIsando los très tipos diferentes 
de daltonismo se ha determinado finalmente las très curvas de respuesta a los 
pigmentos, y se muestran en la figura 35-8. ^En forma terminante? Quizâs. Existe 
una duda acerca de si 
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Fig. 35-8. Las curvas de sensibilidad es- 
pectral de un receptor normal tricromâtico. 


la idea de los très pigmentos es correcta, de si el daltonismo résulta por la pérdida 
de uno de los pigmentos, y aun si los datos de mezcla de color en el daltonismo son 
correctos. Diferentes investigadores obtienen diferentes resultados. Este campo se 
encuentra grandemente en desarrollo todavia. 


35-6 Fisioquimica de la vision de los colores 

Ahora bien, ^qué tal si verificamos estas curvas con los pigmentos reales en el 
ojo? Los pigmentos que se pueden obtener de una retina consisten principalmente 
de un pigmento llamado purpura Visual. Sus caracteristicas mâs prominentes son, 
primero, que se encuentra en el ojo de casi todos los animales vertebrados, y se- 
gundo, que su curva de respuesta se ajusta maravillosamente con la sensibilidad 
del ojo, como se ve en la figura 35-9, en la cual estàn graficados en la misma escala 
la absorciôn del purpura visual y la sensibilidad del ojo adaptado a la oscuridad. 
Este pigmento es evidentemente el pigmento con el que vemos en la oscuridad: el 
purpura visual es el pigmento para los bastoncitos y no tiene nada que ver con la 
vision del color. Este hecho fue descubierto en 1877. Aùn hoy en dia se puede decir 
que los pigmentos de color de los conos nunca han sido obtenidos en un tubo de 
ensayo. En 1958 se podia decir que los pigmentos de color nunca habian sido vis- 
tos. Pero desde enfonces, dos de ellos han sido detectados por Rushton por medio 
de una técnica sencilla y hermosa. 

La dificultad esta, presumiblemente, en que como el ojo es tan débilmente sensi¬ 
ble a la luz brillante comparado con la luz de baja intensidad, necesita mucha 
purpura visual para ver, pero no muchos de los pigmentos de color para ver los 
colores. La idea de Rushton es dejar el pigmento en el ojo y medirlo de todas ma- 
neras. Lo que hace es esto. Existe un instrument llamado oftalmoscopio para enviar 
luz dentro del ojo a través de las lentes y luego enfocar la luz que regresa. Con él 
uno puede medir qué cantidad 



Fig. 35-9. La curva de sensibilidad de un 
ojo adaptado a la oscuridad, comparada con 
la curva de absorciôn de la purpura visual. 


se refleja. Asi uno mide el coeficiente de réflexion de la luz que ha pasado dos veces 
a través del pigmento (reflejada por una capa posterior en el globo del ojo, y salien- 
do a través del pigmento del cono nuevamente). La naturaleza no estâ siempre tan 
maravillosamente disenada. Los conos estàn disenados en forma interesante para 
que la luz que llega a los conos rebote alrededor y busqué su camino hacia abajo, 
hacia los pequenos puntos sensibles en el âpice. La luz baja derecho hacia el punto 
sensible, rebota en el fondo y regresa hacia afuera nuevamente, habiendo atravesado 
una cantidad considérable del pigmento de vision de color; también, examinando la 
fôvea, donde no existen bastoncitos, el purpura visual no nos confunde. Pero el co¬ 
lor de la retina se vio hace mucho tiempo: es algo como un rosado anaranjado; lue¬ 
go estàn todos los vasos sanguineos y el color de la sustancia del fondo, y todo lo 
demâs. <,Cômo sabemos cuàndo estamos mirando el pigmento? Respuesta: Primero 
tomamos a una persona daltônica, quien tiene menos pigmentos y para quien, por 
lo tanto, es mâs fâcil hacer el anâlisis. Segundo, los diversos pigmentos, como la 
purpura visual, tienen un cambio de intensidad cuando son blanqueados por la luz; 
cuando los alumbramos cambian su concentraciôn. Asi, mientras miraba al espectro 
de absorciôn del ojo, Rushton introdujo otro rayo en todo el ojo, lo que cambia 
la concentraciôn del pigmento, y midiô el cambio en el espectro, y la diferencia, por 
supuesto, no ténia nada que ver con la cantidad de sangre o el color de las capas 
reflectoras, u otras cosas, sino solamente con el pigmento, y en esta forma Rushton 
obtuvo una curva para el pigmento del ojo protanope, la cual se da en la figura 35-10. 
Densidad doble Densidad doble 



Fig. 35-10. Espectro de absorciôn del 
pigmento del color de un daltônico protanope 
(cuadrados) y de un ojo normal (puntos). 


La segunda curva de la figura 35-10 es una curva obtenida con un ojo normal. 
Se obtuvo tomando un ojo normal y, habiendo ya determinado cuàl era uno de los 
pigmentos iluminando el otro en el rojo, donde el primero es insensible. La luz roja 
no afecta el ojo protanope, pero si el ojo normal, y asi uno puede obtener la curva 
del pigmento que falta. La forma de una curva se ajusta maravillosamente a la curva 
del verde de Yustova, pero la curva del rojo està un poquito desplazada. Asi que 
tal vez estamos en el buen camino. O tal vez no -los ùltimos trabajos con deutera- 
nopes no demuestran que falta ningun pigmento definido. 

El color no es un asunto de la fisica de la luz misma. El color es una sensaciàn, 
y la sensaciôn de los diferentes colores es diferente en diferentes circunstancias. Por 
ejemplo, si tenemos una luz rosada, formada superponiendo haces cruzados de luz 
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blanca y luz roja (todo lo que podemos hacer con el blanco y el rojo es rosado. 
evidentemente), podemos mostrar que la luz blanca puede aparecer azul. Si coloca- 
mos un objeto en los rayos da dos sombras —una iluminada por solo la luz blanca 
y la otra por el rojo- Para la mayoria de las personas la sombra "blanca" de un 
objeto se ve azul, pero si seguimos extendiendo esta sombra hasta que cubra toda la 
pantalla j vemos que de repente se ve blanca, no azul! Podemos obtener otros efectos 
de la misma naturaleza mezclando luces roja. amarilla y blanca. Las luces roja. 
amarilla y blanca pueden producir solamente amarillos anaranjados, etc. Asi, pues, 
si mezclamos estas luces aproximadamente en forma igual, obtenemos solamente 
luz naranja. Sin embargo, al proyectar diferentes tipos de sombras en la luz. con 
diferentes colores traslapados, uno obtiene una sérié bastante grande de hermosos 
colores que no estàn en la luz misma (que es solamente naranja), sino en nuestras 
sensaciones. Vemos claramente muchos colores diferentes que son totalmente dife¬ 
rentes a los colores "fisicos” en el rayo. Es muy importante apreciar que una retina 
està y a “pensando” en la luz; esta comparando lo que ve en una région con lo que ve 
en otra, aunque no en forma consciente. Lo que sabemos acerca de cômo lo hace es 
el tema del prôximo capitulo. 


BIBLIOGRAFIA 


Commiîtee on Colorimetry, Optical Society of America, The Science ofColor, Thomas 
Y. Crowell Company, New York, 1953. 

Hecht, S., S. Shlaer, and M. H. Pirenne, “Energy, Quanta, and Vision,” Journal of 
General Physiology, 1942, 25, 819-840. 

Morgan, Clifford and Eliot Stellar, Physiological Psychology, 2nd ed., McGraw¬ 
Hill Book Company, Inc., 1950. 

Nuberg, N. D. and E. N. Yustova, “Researches on Dichromatic Vision and the 
Spectral Sensitivity of the Receptors of Trichromats,” presented at Symposium No. 8, 
Visual Problems of Colour, Vol. II, National Physical Laboratory, Teddington, England, 
September 1957. Published by Her Majesty’s Stationery Office, London, 1958. 

Rushton, W. A„ “The Cône Pigments of the Human Fovea in Colour Blind and 
Normal,” presented at Symposium No. 8, Visual Problems of Colour , Vol. I, National 
Physical Laboratory, Teddington, England, September 1957. Published by Her Majesty’s 
Stationery Office, London, 1958. 

Woodworth, Robert S., Experimental Psychology, Henry Holt and Company, New 
York, 1938. Revised édition, 1954, by Robert S. Woodworth and H. Schiosberg. 


35-15 


36 


El mecanismo de la vision 
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36-1 La sensacion de color 

Al discutir el sentido de la vista. debemos darnos cuenta que (jfuera de una 
galeria de arte modemo!) uno ve manchas de color o manchas de luz al azar.Cuando 
miranios un objeto. vemos un hombre o una cosa; en otras palabras, el cerebro in¬ 
terpréta lo que vemos. Cômo lo hace. nadie lo sabe. y lo hace. por supuesto. a un 
nivel muy alto. Aunque evidentemente aprendemos a reconocer después de mucha 
experiencia cuâl es el aspecto de un hombre. hay una cierta cantidad de rasgos de 
la vision que son màs elementales. pero que también implican combinar informaciôn 
de diferentes partes de lo que vemos. Para ayudarnos a entender cômo hacemos 
una interpretaciôn de una imagen compléta, vale la pena estudiar las primeras 
etapas de la union de la informaciôn desde las diferentes células de ia retina. En 
este capitulo nos varnos a dedicar principalmente a ese aspeao de la vision, aunque 
también vamos a mencionar algunos problemas latérales en el camino. 

Un ejemplo del hecho de que tenemos acumulaciôn de informaciôn. a nivel muy 
elemental. desde diferentes partes del ojo al misrno tiempo. mas alla de nuestro con- 
trol voluntario o habilidad para aprender. fue esa sombra azul producida por la luz 
blanca. cuando tanto blanco comu rojo estaban iluminando la misma pantalla. Este 
efecto por lo rnenos implica el conocimiento de que el fondo de la pantalla es rosa¬ 
do. aunque cuando estamos mirando a la sombra azul. es solo luz "blanca" llcgando 
a un punto particular en el ojo; en alguna parte, las informaciones han sido reunidas. 
Mientras màs completo y familiar es el contexto. màs correcciones harà el ojo para 
las peculiaridades. De hecho. Land ha demostrado que si mezclamos ese azul apa 
rente y el rojo en diferentes proporciones. mediante el uso de dos transparencias 
fotogràficas que tienen diferente absorciôn trente al rojo y al blanco. se puede hacer 
que représente una escena real, con objetos reales. bastante fielmente. En este caso 
obtenemos también muchos colores aparentes intermedios. anàlogos a lo que obten 
driamos al combinar rojo y azul-verde: parece que fuera un conjuntô casi completo 
de colores, pero si los miranios mucho. vemos que no son tan bucnos. Aun asi. es 
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sorprendente todo lo que podemos obtener de solo el rojo y el blanco. Mientras mâs 
se parece la escena a una situaciôn real, jtanto màs uno puede compensar el hecho 
de que toda la luz no es realmente nada màs que rosado! 

Otro ejemplo es la apariciôn de “colores" en un disco blanco y negro en rota- 
ciôn, cuyas àreas negras y blancas se muestran en la figura 36-1. Cuando el disco 
se rota, las variaciones de luz y sombra en cualquier radio son exactamente iguales: 
es solo el fondo el que es diferente para las dos clases de "franjas". Sin embargo, 
uno de los “anillos" aparece coloreado con un color y el otro con otros*. Nadie 
entiende aün la razôn de estos colores, pero esta claro que la informaciôn es reunida 
a un nivel muy elemental, en el ojo mismo probablemente. 



Fig. 36-1. Cuando se hace rotar un disco 
como el de arriba, aparecen colores en solo 
uno de los dos "anillos” més oscuros. Si se 
invierte el sentido de rotaciôn, los colores 
aparecen en el otro anillo. 


Casi todas las teorias modernas de la vision de los colores estân de acuerdo 
en que los datos de mezcla de colores indican que hay solo très pigmentos en los 
conos del ojo y que es la absorciôn espectral en estos très pigmentos lo que funda- 
mentalmente produce el sentido del color. Pero la sensaciôn total asociada con las 
caracteristicas de absorciôn de los très pigmentos actuando conjuntamente no es, 
necesariamente, la suma de las sensaciones individuales. Todos estamos de acuerdo 
en que el amarillo no parece ser verde rojizo: de hecho podria ser una tremenda sor 
presa para mucha gente descubrir que la luz es. en realidad. una mezcla de colores, 
porque probablemente la sensaciôn de luz se debe a algùn otro proceso distinto al de 
una simple mezcla como un acorde en mùsica. donde las très notas estàn ahi al mismo 
tiempo y. si escuchamos con cuidado. podemos oirlas individualmente. No podemos 
mirar con cuidado y ver el rojo y el verde. 

Las primeras teorias de la vision decian que hay très pigmentos y très tipos de 
conos, cada tipo conteniendo un pigmento; que un nervio va desde cada cono al 
cerebro, de manera que las très partes de la informaciôn son llevada'- al cerebro, 
y entonces en el cerebro puede suceder cualquier cosa. Esta, por supuesto, es una 
idea incompleta: no sirve de nada descubrir que el nervio ôptico lleva la informaciôn 
al cerebro, porque aùn no hemos empezado ni siquiera a resolver el problema. Debe- 
mos plantearnos preguntas mâs bàsicas: ;,Hace alguna diferencia dônde se junta 
la informaciôn? i,Es importante que sea llevada directamente por el nervio ôptico 
hasta el cerebro, o podria la retina hacer primera algùn anàlisis? Hemos visto un 
cuadro de la retina como una cosa muy complicada, con muchas interconexiones 
(figura 35-2) y ella podria hacer algunos anàlisis. 


* Los colores depcnden de la velocidad de rotaciôn, de la intensidad de la iluminaciôn y 
hasta cierto punlo de quién los mira y cuân absortamente los observa. 


De hecho, las personas que estudian anatomia y el desarrollo del ojo, han de- 
mostrado que la retina es, en realidad, el cerebro: en el desarrollo del embriôn, un 
pedazo del cerebro sale hacia adelante y fibras largas crecen hacia atràs, conectando 
el ojo con el cerebro. La retina estâ organizada de la misma manera que estâ orga- 
nizado el cerebro y, como lo ha dicho alguien en forma tan bella, “el cerebro 
ha desarrollado una manera de mirar hacia el mundo”. El ojo es un pedazo de cere¬ 
bro que esta tocando la luz, por decirlo asi, en el exterior. De manera que no séria 
raro que algùn anàlisis del color ya se haya hecho en la retina. 

Esto nos da una oportunidad muy interesante. Ninguno de los otros sentidos 
implica tal cantidad de câlculo, digamos, que uno pueda hacer medidas antes que la 
senal entre a un nervio. Los câlculos para todos los otros sentidos generalmente se 
realizan en el cerebro mismo, donde es muy dificil llegar a lugares especificos para 
hacer medidas; porque hay tantas interconexiones. Aqui, con el sentido de la vista, 
tenemos la luz, très capas de células haciendo câlculos y los resultados de estos 
câlculos son transmitidos a través del nervio ôptico. De manera que tenemos la 
primera oportunidad de observar fisiolôgicamente, quizàs, como las primeras capas 
del cerebro trabajan en sus primeras etapas. Es asi de doble interés, no solamente 
interesante para la vision, sino interesante para todo el problema de fisiologia. 


Respuestas neurales 



Absorciones fotoquimicas 
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Fig. 36-2. Conexiones neurales de acuer¬ 
do con una teoria "de los opuestos" de la 
vision del color. 


El hecho de que haya très pigmentos no significa que deba haber très tipos de 
sensaciôn. Otra de las teorias de la vision de los colores dice que hay esquemas de 
colores que realmente se oponen (Fig. 36-2). O sea, una de las fibras nerviosas lleva 
muchos impulsos si se estâ viendo amarillo y menos de lo usual para el azul. Otra 
fibra nerviosa lleva informaciôn verde y roja de la misma manera, y otra, blanca 
y negra. En otras palabras, en esta teoria alguien ha empezado ya a tratar de adi- 
vinar el circuito, el método de câlculo. 

Los problemas que estamos tratando de resolver estimando estos primeras câlcu¬ 
los son problemas sobre los colores aparentes que se ven en un fondo rosado, qué 
pasa cuando el ojo se adapta a diferentes colores y también los asi llamados fenô- 
menos sicolôgicos. Los fenômenos sicolôgicos son del tipo, por ejemplo, que el blan- 
co no “se siente” como rojo y amarillo y azul y esta teoria fue propuesta porque los 
sicôlogos dicen que hay cuatro colores puros aparentes: “Hay cuatro estimulos que 
tienen una gran capacidad para evocar sicolôgicamente los simples colores, azul, 
amarillo, verde y rojo, respectivamente. En contraste con el tierra de Siena, el ma¬ 
genta, el purpura o la mayoria de los colores discriminables. estos colores no son mez- 
clados en el sentido que 
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ninguno comparte la naturaleza del otro; especificamente, el azul no es amarillento, 
ni rojizo o verdoso y asi sucesivamente, son colores sicolôgicamente primarios Este 
es un hecho sicolôgico, asi se llama. Para encontrar de que evidencia se dedujo este 
hecho sicolôgico, debemos buscar en forma realmente afanosa en toda la literatura. 
En la literatura moderna, todo lo que encontramos sobre el tema, son repeticiones de 
la misma afirmaciôn o de una de un sicôlogo alemàn que usa como una de sus auto- 
ridades a Leonardo da Vinci, quien, todos sabemos por supuesto, era un gran artista. 
El dice “Leonardo pensô que habia cinco colores". Entonces, buscando aûn màs, en¬ 
contramos en un libro aûn mâs viejo la evidencia para el tema. El libro dice algo por 
este estilo: “El purpura es azul rojizo, el naranja es amarillo rojizo, ipero puede elrojo 
verse como naranja purpùreo? ;No son el rojo y el amarillo mâs unitarios que el pur¬ 
pura y el naranja? Una persona promedio, a quien se le pide que diga cuâles 
colores son unitarios, nombra el rojo, el amarillo y el azul, estos très, y algunos 
observadores agregan un cuarto, el verde. Los sicôlogos estàn acostumbrados a 
aceptar los cuatro colores salientes”. Asi que éste es el estado en el anâlisis sicolô¬ 
gico de este tema: si todos dicen que hay très y alguien dice que hay cuatro, y ellos 
quieren que sean cuatro, serân cuatro. Esto muestra la dificuitad con las investiga- 
ciones sicolôgicas. Estâ claro que tenemos taies sensaciones, pero es muy dificil ç>b- 
tener mucha informaciôn acerca de ellas. 

Por lo tanto, el otro camino a seguir es la direcciôn de la fisiologia, para averi- 
guar experimentalmente lo que realmente sucede en el cerebro, el ojo, la retina o 
donde sea, y tal vez descubrir que algunas combinaciones de impulsos de diversas 
células se mueven a lo largo de ciertas fibras nerviosas. A propôsito, los pigmentos 
primarios no tienen que estar en células separadas; uno podria tener células en las 
cuales hay mezclas de los diversos pigmentos, células con los pigmentos rojos y ver- 
des, células con los très (la informaciôn de los très es informaciôn blanca), etc. Hay 
muchas maneras de montar el sistema, y debemos encontrar cuâl usô la naturaleza. 
Se podria esperar, en ùltima instancia, que cuando entendamos las conexiones fi- 
siolôgicas vamos a entender algo de algunos de estos aspectos de la sicologia; asi 
que buscaremos en esa direcciôn. 


36-2 La fisiologia del ojo 

Empezamos hablando no solo de la vision de los colores, sino también de la 
vision en general, solo para recordarnos de las interconexiones que hay en la retina, 
mostradas en la figura 35-2. La retina es realmente como la superficie del cerebro. 
Aunque la fotografia real a través de un microscopio se ve un poco mâs complicada 
que este dibujo un tanto esquematizado, mediante un anâlisis cuidadoso, uno puede 
ver todas estas interconexiones. No hay duda que una parte de la superficie de la 
retina estâ conectada a otras partes y que la informaciôn que sale de los largos 
axones, que producen el nervio ôptico, son combinaciones de informaciôn de mu¬ 
chas células. Hay très capas de células en la sucesiôn de funciones: las células de la 
retina, que son las que afecta la luz, una célula intermedia que toma la informaciôn 
de una o unas pocas células de la retina y que la entrega a varias células en una 
tercera capa de células y la lleva al cerebro. Hay todo tipo de interconexiôn entre las 
células de las capas. 


entre el indice de la côrnea, que es 1,37, y el del agua, que es 1,33. Detrâs de la 
Ahora consideramos algunos aspectos de la estructura y comportamiento del ojo 
(ver figura 35-1). El enfoque de la luz es realizado principalmente por la côrnea, de- 
bido a que tiene una superficie curva que “dobla” la luz. Por esto es que no pode- 
mos ver claramente bajo el agua, porque entonces no tenemos suficiente diferencia 
côrnea hay agua, prâcticamente, con un indice 1,33 y mâs atràs hay una lente que 
tiene una estructura muy interesante: es una sérié de capas como una cebolla con 
la diferencia de que es transparente y que tiene un indice 1,40 en el medio y 1,38 
exteriormente. (Séria bueno si pudiéramos hacer un vidrio ôptico en el cual pudié- 
ramos ajustar el indice en todas partes, porque entonces no tendriamos que curvarlo 
tanto como lo hacemos cuando tenemos un indice uniforme.) Ademâs, la forma 
de la côrnea no es la de una esfera. Una lente esférica tiene una cierta cantidad 
de aberraciôn esférica. La côrnea es “màs plana" por afuera que una esfera, de 
manera tal, jque la aberraciôn esférica es menor para la côrnea de lo que séria, 
si pusiéramos una lente esférica ahi! La luz es enfocada por el sistema côrnea-lente 
en la retina. Cuando miramos cosas que estàn mâs cerca y mâs lejos, la lentç se 
aprieta y se suelta y cambia el foco para ajustarse a las diferentes distancias. Para 
ajustar la cantidad total de luz, estâ el iris, que es lo que llamamos el color del ojo, 
castano o azul, dépende de quien sea; a medida que la cantidad de luz aumenta y 
disminuye, el iris se cierra y se abre. 


Observemos ahora e! mecanismo nervioso para controlar la acomodaciôn de 
la lente, el movimiento del ojo, los mùsculos que mueven los ojos en las ôrbitas y el 
iris, mostrado esquemâticamente en la figura 36-3. De toda la informaciôn que sale 
del nervio ôptico A la gran mayoria se distribuye en uno de dos manojos (de los 
cuales vamos a hablar después) y de ahi al cerebro. Pero hay unas cuantas fibras, 
de interés ahora para nosotros, que no van directamente a la corteza visual del cerebro 
donde “vemos" las imâgenes, sino al cerebro medio H. Estas son las fibras que mi- 
den la luz promedio y hacen ajustes para el iris; o si la imagen se ve borrosa tratan 
de corregir la lente; o, si hay una imagen doble, tratan de ajustar el ojo para vision 
binocular. En todo caso, atraviesan el cerebro medio y realimentan el ojo. En K 
estàn los mùsculos que gobiernan las acomodaciôn de la lente y en L otro que va al 
iris. El iris tiene dos sistemas de mùsculos. Uno es un mùsculo circular L que cuan 
do es excitado, tira y cierra el iris; actùa muy râpidamente y los nervios estàn co- 
nectados directamente desde el cerebro a través de cortos axones con el iris. Los 
mùsculos opuestos son mùsculos radiales, de manera que cuando oscurece y los 
mùsculos circulares se relajan, estos mùsculos radiales tiran hacia afuera. Aqui te¬ 
nemos, como en muchos lugares del cuerpo, un par de mùsculos que trabajan en di 
recciones opuestas y en casi todos estos casos los sistemas nerviosos que controlar, 
a ambos estàn ajustados muy delicadamente, de manera que cuando se envian sena 
les para contraer uno, automâticamente se envian senales para dilatar el otro. El 
iris es una excepciôn peculiar: los nervios que hacen contraerse el iris son los que 
hemos descrito recién, pero los nervios que hacen que el iris se dilate, nadie sabe exacta 
mente de donde salen, bajan por la espina dorsal detrâs del pecho hasta las seccio- 
nes toràcicas, salen de la espina dorsal, suben a través de los ganglios del cuello y 
dando toda la vuelta retornan a la cabeza, de modo de accionar el otro extremo del 
iris. 
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Fig. 36-3. Las interconexiones neu- Fig. 36-4. Las conexiones neurales 

raies para el funcionamiento mecanico de los ojos a la corteza visual. 
de los ojos. 

De hecho, la senal va por un sistema nervioso completamente diferente, no el sistema 
nervioso central en absoluto, sino el sistema nervioso simpàtico, asi que esta es una 
manera bastante extrana de hacer funcionar las cosas. 

Ya hemos senalado otra cosa extrana acerca del ojo, que las células sensibles a 
la luz estàn en el lado equivocado, de manera que la luz debe atrevesar varias ca- 
pas de otras células antes de llegar a los receptores —{esta construido al revés!-. 
De manera que algunos aspectos son maravillosos y otros aparentemente estüpidos. 

La figura 36-4 muestra las conexiones del ojo con la parte del cerebro que estâ 
màs directamente relacionada con el proceso visual. Las fibras del nervio ôptico 
van a una cierta àrea justo màs alla de D, llamada el geniculado latéral, desde donde 
van a una secciôn del cerebro llamada corteza visual. Nôtese que algunas de las fi¬ 
bras de cada ojo se mandan al otro lado del cerebro, de manera que el cuadro for- 
mado es incompleto. Los nervios ôpticos del lado izquierdo del ojo derecho pasan 
a través del quiasma ôptico B, mientras que los del lado izquierdo del ojo izquierdo 
dan la vuelta y van por este mismo camino. De manera que el lado izquierdo del 
cerebro recibe toda la informaciôn que viene del lado izquierdo del globo de cada 
ojo, es decir, en el lado derecho del campo visual, mientras que el lado derecho del 
cerebro ve el lado izquierdo del campo visual. Esta es la manera cômo la informa¬ 
ciôn de los dos ojos se junta para decir a que distancia estàn las cosas. Este es el 
sistema de vision binocular. 

Las conexiones entre la retina y la corteza visual son interesantes. Si un punto 
de la retina se saca o se destruye de alguna manera, entonces toda la fibra muere 
y podemos asi encontrar donde estâ conectada. Résulta que, esencialmente, las cone¬ 
xiones son una a una —por cada punto de la retina hay un punto de la corteza vi¬ 
sual- y puntos que estàn muy juntos en la retina, estàn muy juntos en la corteza 
visual. De manera que la corteza visual todavia représenta 
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el arreglo espacial de los bastoncitos y conos. pero. por supuesto. muy distorsionado. 
Cosas que estàn en el centra del campo, que ocupan un lugar muy pequeno en la retina, 
estàn extendidas sobre muchas, muchas células en la corteza visual. Estâ claro que es ûtil 
tener cosas que estaban originalmente juntas, màs juntas aûn. El aspecto màs notable del 
tema, sin embargo, es el siguiente. El lugar donde podria pensarse que séria màs impor¬ 
tante tener cosas juntas séria exactamente en el medio del campo visual. Créanlo o no, 
la linea vertical en nuestro campo de vision cuando miramos algo es de tal naturale- 
za que la informaciôn de todos los puntos en el lado derecho de esa linea va al lado 
izquierdo del cerebro y la informaciôn de los puntos del lado izquierdo va al lado 
derecho del cerebro, y de la manera como esta région estâ hecha, hay un corte justo 
en el medio, de manera que las cosas que estàn muy juntas en el medio jestân muy 
separadas en el cerebro! De alguna manera, la informaciôn tiene que ir desde un 
lado del cerebro al otro por algùn otro conducto, lo que es bastante sorprendente. 


El problema de cômo esta red Uega a “armarse” es muy interesante. El proble- 
ma de cuânto estâ ya armado y cuânto se aprende es muy antiguo. Se pensaba hace 
mucho que a lo mejor no necesitaba en absoluto estar armada cuidadosamente, que 
estâ interconectada solo superficialmente y luego, mediante la experiencia, el nino 
aprende que cuando una cosa estâ “ahi arriba" produce alguna sensaciôn en el cere¬ 
bro. (Los doctores siempre nos dicen lo que “siente” un nino; pero, ^corno saben 
ellos lo que siente un nino a la edad de un ano?) El nino. a la edad de un ano, se supo- 
ne que ve que un objeto estâ “ahi arriba”, obtiene una cierta sensaciôn y aprende 
cômo alcanzar hasta “ahi”, porque cuando alcanza hasta “aqui”, no résulta. Este 
enfoque probablemente no es correcto, porque ya vemos que en muchos casos estàn 
estas interconexiones especialmente detalladas. Muy aclarativas son algunas notables 
experiencias realizadas con salamandras. (A propôsito, en la salamandra hay una 
conexiôn cruzada directa, sin el quiasma ôptico, porque los ojos estàn a cada lado 
de la cabeza y no tienen région en comün. Las salamandras no tienen vision bino¬ 
cular.) La experiencia es ésta. Podemos cortar el nervio ôptico de una salamandra 
y el nervio va a crecer de nuevo desde los ojos. Miles y miles de fibras celulares 
se regeneran asi. Ahora bien, en el nervio ôptico las fibras no estàn adyacentes -es 
como un gran cable telefônico hecho descuidadamente con todas las fibras torcién- 
dose y dando vueltas-; pero, cuando llegan al cerebro, se ordenan de nuevo. Cuando 
cortamos el nervio ôptico de la salamandra, la pregunta interesante es : ,',podrà orde- 
narse alguna vez? La respuesta es notable: si. Si cortamos el nervio ôptico de la sa¬ 
lamandra y éste crece de nuevo, la salamandra tiene de nuevo buena agudeza visual. 
Sin embargo, si cortamos el nervio ôptico y damos vuelta al ojo de arriba para aba- 
jo, y dejamos crecer aquél de nuevo, otra vez tendrâ una agudeza visual correcta, 
pero con un terrible error: cuando la salamandra ve una mosca “ahi arriba" salta 
sobre ella “allâ abajo y nunca aprende. Por lo tanto, hay una manera misteriosa 
mediante la cual los miles y miles de fibras encuentran su lugar adecuado en el 
cerebro. 


Este problema de cuânto estâ armado y cuânto no lo estâ, es un problema im¬ 
portante en la teoria del desarrollo de las criaturas. La respuesta no se conoce, pero 
se estâ estudiando intensivamente. 
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El mismo experimento, en el caso del pez dorado, demuestra que se produce 
un terrible nudo, como una gran cicatriz o complicaciôn donde cortamos el nervio 
ôptico; pero, a pesar de todo esto, las fibras crecen de nuevo a sus lugares correctos 
en el cerebro. 

Para hacer esto, a medida que crecen en los viejos canales del nervio ôptico, 
deben hacer una sérié de decisiones respecta a la direcciôn en que deben crecer. 
(,Cômo hacen esta? Parece que hay claves quimicas a las cuales diferentes fibras 
responden en forma diferente. Piensen en el enorme numéro de fibras en crecimiento, 
cada una de las cuales es un individuo que difiere de alguna manera con sus vecinos; 
al responder a cualquiera qué sean las claves quimicas iresponde de un modo ünico 
suficiente para encontrar su lugar apropiado para la conexiôn definitiva en el cere¬ 
bro! Esto es un hecho interesante -fantàstico—. Es uno de los grandes fenômenos 
de la biologia descubierto recientemente y esta conectado indudablemente con otros 
antiguos problemas no resueltos de crecimiento, organizaciôn y desarrollo de orga- 
nismos y particularmente de embriones. 

Otro fenômeno interesante tiene que ver con el movimiento del ojo. Hay que 
mover los ojos para hacer que las dos imâgenes coincidan en diferentes circunstan- 
cias. Estos movimientos son de diferente tipo: uno es seguir algo, lo que demanda 
que los dos ojos vayan en la misma direcciôn, hacia la derecha o la izquierda, y 
el otro es dirigirlos hacia el mismo lugar a distintas distancias, lo que précisa que se 
muevan en forma opuesta. Los nervios que van a los mûsculos del ojo ya estàn co- 
nectados para estos efectos. Hay un grupo de nervios que va a tirar los mûsculos 
del lado de adentro de un ojo y el de afuera del otro y relajar los mûsculos opues- 
tos, de manera que los dos ojos se muevan juntos. Hay otro centro en el cual una 
excitaciôn va a producir que los ojos se muevan uno hacia el otro desde una posi- 
ciôn paralela. Cualquier ojo puede ser girado hacia la esquina si el otro ojo se mueve 
hacia la nariz, pero es imposible en forma consciente o inconsciente girar ambos 
ojos hacia afuera, al mismo tiempo, no porque no haya mûsculos, sino porque no hay 
manera de mandar una senal para girar ambos ojos hacia afuera, a menos que haya- 
mos tenido un accidente o haya pasado algo, por ejemplo, que un nervio haya sido 
cortado. Aunque los mûsculos de un ojo pueden, ciertamente, dirigir un ojo para cual¬ 
quier lado, ni siquiera un Yoga es capaz de mover ambos ojos libremente hacia afuera 
bajo control voluntario, porque parece ser que no hay manera de hacerlo. Estamos 
ya armados hasta cierto punto. Este es un punto importante, porque la mayoria 
de los primeras libros de anatomia y de sicologia, etc., no aprecian o no ponen énfa- 
sis en el hecho que ya estamos armados tan completamente -dicen que todo se aprende. 
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de la absorciôn de la luz. No entendemos la razôn de los pianos, pero es muy posible 
que haya alguna razôn para mantener paralelas todas las moléculas de rodopsina. La 
quimica del fenômeno ha sido estudiada extensamente, pero podria haber algo de fisica 
en él. Pudiera ser que todas las moléculas estén ordenadas en una especie de fila, de ma¬ 
nera que cuando una se excita se généra un électron, digamos, que puede recorrerlas to¬ 
das hasta algûn lugar al final para sacar la senal, o algo por el estilo. Este tema es muy 
importante y no ha sido estudiado. Es un campo en el cual tanta la bioquimica como la 
fisica del estado sôlido, o algo parecido, se va a usar a la larga. 

Este tipo de estructura en capas, aparece en otras circunstancias donde la luz 
es importante, por ejemplo en el cloroplasto de las plantas donde la luz produce la 
fotosintesis. Si los ampliamos, encontramos lo mismo, con casi los mismos tipos de 
capas, pero ahi tenemos clorofila. por supuesto, en vez de retineno. La forma quimica 
del retineno se muestra en la figura 36-6. Tiene una sérié de enlaces dobles alternados 
en la cadena latéral que es caracteristica de casi todas las sustancias orgânicas fuer- 
temente absorbentes, como la clorofila, la sangre, etc. Es imposible que los seres hu- 
manos fabriquen esta sustancia en sus propias células -tenemos que comerla- De 
manera que la comemos bajo la forma de una sustahcia especial, que es exactamente 
igual al retineno, excepta que hay un hidrôgeno amarrado en el extremo derecno; se 
llama vitamina A y si no comemos suficientemente de ella, no obtenemos suficiente 
abastecimiento de retineno y el ojo adquiere lo que llamamos ceguera nocturna, por¬ 
que entonces no hay suficiente pigmento en la rodopsina para ver de noche con los 
bastoncitos. 


Analicemos ahora con mayor detalle qué sucede en las células bastoncitos. La 
figura 36-5 muestra una microfotografia electrônica del medio de una célula bas- 
toncito (la célula bastoncito se extiende fuera del campo). Hay capa tras capa de 
estructuras planas, que se muestran ampliadas a la derecha, que contienen la sus¬ 
tancia rodopsina (pûrpura visual), la tintura o pigmento, que produce los efectos de 
vision en los bastoncitos. La rodopsina, que es el pigmento, es una proteina grande 
que contiene un grupo especial llamado retineno, que se puede extraer de la proteina 
y que es, indudablemente, la causa principal 


La razôn por la cual tal sérié de enlaces dobles absorbe luz muy fuertemente, 
también se conoce. Podemos dar una sugerencia: la sérié alternante de enlaces dobles 
se llama un enlace doble conjugado; un enlace doble significa que hay un électron 
extra y este électron extra se muda fâcilmente hacia la derecha o la izquierda. Cuando 
la luz incide sobre esta molécula, el electrôn de cada enlace doble se corre un paso. 
Todos los electrones en toda la cadena se corren. como una fila de fichas de domino 
que se caen, y 
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aunque cada uno se mueve solo una pequena distancia (es de esperar que, en un 
âtomo simple, podamos mover el électron solo una pequena distancia) jel efecto 
neto es el mismo que si el que està en un extremo se hubiera movido al otro 
extremo! Es lo mismo que si un électron recorriera toda la distancia hacia adelante 
y hacia atrâs y asi, de esta manera, obtenemos una absorciôn mucho màs fuerte 
bajo la influencia del campo eléctrico que si solo pudiéramos mover el élec¬ 
tron una distancia que està asociada a un âtomo. De manera que, como es fâcil 
mover los electrones hacia atrâs y hacia adelante, el retineno absorbe la luz muy 
fuertemente: ése es el mecanismo de su parte fisico-quimica. 


36-4 El ojo compuesto (del insecto) 

Volvamos a la biologia. El ojo humano no es el ûnico tipo de ojo. En los ver- 
tebrados, casi todos los ojos son esencialmente como los ojos humanos. Sin embar¬ 
go, en los animales inferiores hay muchos otros tipos de ojos: manchas oculares, 
diferentes copas de ojos y otras cosas menos sensibles, que no tenemos tiempo de 
discutir. Pero hay otro ojo muy desarrollado en los invertebrados, el ojo compuesto 
del insecto. (La mayoria de los insectos que tienen grandes ojos compuestos, también 
tienen varios ojos adicionales màs simples.) La abeja es un insecto cuya vision ha 
sido estudiada cuidadosamente. Es fâcil estudiar las propiedades de la vision de las 
abejas, porque son atraidas por la miel y podemos hacer experimentos en los cuales 
identificamos la miel, poniéndola en papel azul o papel rojo y vemos a cuâl vienen. 
Mediante este método, se han descubierto algunas cosas muy interesantes respecto a 
la vision de la abeja. 

En primer lugar, al tratar de medir con cuànta agudeza pueden las abejas ver la 
diferencia de color entre dos pedazos de papel “blanco", algunos investigadores 
encontraron que no era muy buena y otros encontraron que era fantàsticamente 
buena. Aun cuando los dos pedazos de papel blanco eran casi exactamente iguales, 
las abejas podian distinguir la diferencia. Los investigadores usaron blanco de zinc 
para un pedazo de papel y blanco de plomo para otro y, aunque para nosotros se ven 
exactamente iguales, la abeja podia distinguirlos perfectamente, porque reflejan en 
cantidades diferentes el ultravioleta. De esta manera se descubriô que el ojo de la 
abeja es sensible a un intervalo mayor del espectro que los nuestros. Nuestro ojo 
trabaja entre 7.000 y 4.000 angstroms, desde el rojo al violeta, pero la abeja alcanza 
a ver hasta 3.000 angstroms jen el ultravioleta! Esto produce una sérié de diferentes 
efectos interesantes. En primer lugar, las abejas pueden distinguir entre muchas flores 
que a nosotros nos parecen iguales. Por supuesto, debemos darnos cuenta que los 
colores de las flores no estân diseiïados para nuestros ojos, sino para los de la abeja; 
son senales para atraer las abejas a una flor especifica. Todos sabemos que hay 
muchas flores “blancas". Parece ser que el blanco no es muy interesante para las 
abejas, porque résulta que todas las flores blancas tienen diferentes proporciones de 
reflexion en el ultravioleta; no reflejan el cien por ciento del ultravioleta, como lo 
haria un blanco verdadero. No toda la luz vuelve, falta el ultravioleta y ése es un 
color, tal como para nosotros cuando faltara el azul, parece amarillo. De manera 
que todas las flores tienen colores para las abejas. Sin embargo, también sabemos 
que las abejas no pueden ver el rojo. Por lo tanto podriamos esperar que todas las 
flores rojas parecieran negras a la abeja. ;De ningùn modo! Un estudio cuidadoso 
de las flores rojas muestra, primero, que aun con nuestros ojos podemos ver que la 
mayoria de las flores rojas tienen un tinte azulado. 


principalmente porque estân reflejando una cantidad adicional de azul, que es la parte 
que ven las abejas. Ademâs, los experimentos demuestran también que las flores va- 
rian segün su réflexion en el ultravioleta, en las diferentes secciones de los pétalos, 
etcétera. iDe manera que si pudiéramos ver las flores como las ven las abejas, serian 
a un mâs bonitas y variadas! 

Se ha demostrado, sin embargo, que hay unas cuantas flores rojas que no reflejan 
el azul o el ultravioleta y por lo tanto \parecerian negras a la abeja! Esto era de 
sumo interés para las personas que se preocupan de este tema, porque el negro no 
parece un color interesante, ya que es dificil distinguirlo de una vieja sombra sucia. 
Résulté ser que estas flores no eran visitadas por las abejas, son las flores visitadas 
por los colibries ;y los colibries pueden ver el rojo! 

Otro aspecto interesante de la vision de la abeja es que las abejas pueden, ajja- 
rentemente, indicar la direcciôn del sol mirando un pedazo de cielo azul, sin ver el 
sol mismo. Nosotros no podemos hacer esto fâcilmente. Si miramos el cielo por la 
ventana hacia afuera y vemos que es azul, <^,en qué direcciôn està el sol? La abeja 
puede decirlo, porque la abeja es muy sensible a la polarizaciôn de la luz y la luz 
dispersada del cielo estâ polarizada*. Todavia existe alguna discusiôn sobre cômo 
funciona esta sensibilidad. Aun no se sabe si es porque las reflexiones de la luz son 
diferentes en diversas circunstancias o porque el ojo de la abeja es sensible direc- 
tamente 1 . 

También se dice que la abeja puede apreciar un centelleo de hasta 200 oscila- 
ciones por segundo, mientras que nosotros no vemos màs que hasta 20. Los movi- 
mientos de las abejas en las colmenas son muy râpidos; los pies se mueven y las 
alas vibran, pero es muy dificil para nosotros ver estos movimientos con nuestros 
ojos. Sin embargo, si pudiéramos ver mâs râpidamente veriamos el movimiento. Pro- 
bablemente es muy importante para la abeja que su ojo tenga una respuesta tan 
ràpida. 

Discutamos ahora qué agudeza visual podriamos esperar de la abeja. El ojo de 
la abeja es un ojo compuesto y estâ hecho de un gran numéro de células especiales 
Uamadas omatidios, que estân arregladas en forma cônica en la superficie de una 
esfera (aproximadamente) en la parte de afuera de la cabeza de la abeja. La figu¬ 
ra 36-7 muestra un dibujo de uno de estos omatidios. En la parte de arriba hay un 
ârea transparente, un tipo de "lente”, pero realmente es màs bien un filtro o guia 
de luz, que hace que la luz baje por la fibra delgada donde, probablemente, se pro¬ 
duce la absorciôn. Al otro extremo estâ la fibra nerviosa. La fibra central estâ ro- 
deada en sus lados por seis células que, de hecho, han secretado. la fibra. Esta des- 
cripciôn es suficiente para nuestros propôsitos; lo importante es que es algo cônico 
y muchas de ellas pueden encajar una al lado de la otra en toda la superficie del 
ojo de la abeja. 

Discutamos ahora la resoluciôn del ojo de la abeja. Si dibujamos lineas 
(Fig. 36-8) para representar los omatidios en la superficie, que suponemos que es 
una esfera 

* El ojo humano también tiene una leve sensibilidad a la polarizaciôn de la luz jy uno puede 
aprender a ubicar la direcciôn del sol! El fenômeno implicado se llama cepillo de Haidinger; 
es una figura muy débil amarillenta, con forma de vidrio de reloj, que se ve en el centra del campo 
visual, cuando uno observa una gran extension sin rasgos distintivos, usando anteojos polari- 
zantes. También se puede ver en el cielo azul, sin los anteojos de polarizaciôn, si uno rota la 
cabeza de uno a otro lado alrededor del eje de vision. 

1 Evidencia obtenida después que esta clase fue dictada, indica que el ojo es sensible di- 
rectamente. 
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vamos a tener luz entrando en un ângulo A Bd tal que 

a e d = \/s. 


(36.2) 



Ahora vemos que si hacemos <S demasiado pequeno. ;cada omatidio no ve sola- 
mente en una direcciôn, debido a la difracciôn! Si los hacemos demasiado grandes, 
cada uno ve en una direcciôn definida. pero no hay suficiente numéro de ellos para 
tener una buena vision de la escena. Por lo tanto, ajustamos la distancia d para hacer 
minimo el efecto total de estos dos. Si los suroamos y buscamos el lugar donde la 
suma tiene un minimo (Fig. 36-9) encontramos que 


lo que nos da una distancia 

5 = \/\r. (36.4) 

Si suponemos que r mide alrededor de 3 milimetros, tomamos la luz que ve la abeja 
como de 4.000 angstroms, juntamos ambas y extraemos la raiz cuadrada, obtenemos 

J = (3X 10“ 3 X 4 X 10“ 7 ) 1/2 m 
= 3.5 X 10~ 5 m = 7,5 p. (36-5) 


Fig. 36-7. La estructura de un omatidio Fig. 36-9. El tamano ôptimo de un 
(una célula simple de un ojo compuesto). omatidio es S m 


de radio r, podemos calcular realmente el ancho de cada omatidio usando nuestro 
cerebro ;y suponiendo que la evoluciôn es tan inteligente como nosotros! Si tenemos 
un omatidio muy grande, no tenemos mucha resoluciôn. O sea, una célula obtiene 
una parte de informaciôn desde una direcciôn y la célula adyacente obtiene una 
parte de informaciôn de otra direcciôn y asi sucesivamente, y la abeja no puede 
ver muy bien las cosas que estân por el medio. De manera que la indeterminaciôn 
en la agudeza visual del ojo va a corresponder, seguramente, a un ângulo, 
el ângulo del extremo del omatidio con respecto al centro de curvatura del ojo. 
(Las células del ojo existen, por supuesto, solo en la superficie de la esfera; dentro 
de ésta estâ la cabeza de la abeja.) Este ângulo desde un omatidio al siguiente es, 
por supuesto, el diâmetro del omatidio dividido por el radio de la superficie del ojo: 

A g, = S/r. (36.1) 

De manera que podemos decir “Mientras mâs delgado hagamosô, mayor serà la 
agudeza visual. Entonces, ^,por qué la abeja no usa omatidio muy, pero muy fino?” 
Respuesta: sabemos suficiente fisica para darnos cuenta de que si queremos hacer 
pasar luz por una ranura angosta, no podemos ver con précision en una direcciôn 
dada, debido al efecto de difracciôn. La luz que viene de diferentes direcciones puede 
entrar y, debido a la difracciôn, 


El libro dice que el diâmetro es 30/1 ;asi que esto es una concordancia bastante 
buena! Asi que, aparentemente, en realidad funciona ;y podemos entender qué déter¬ 
mina el tamano del ojo de la abeja! También es fâcil volver a introducir los numé¬ 
ros y encontrar de qué calidad realmente es la resoluciôn angular del ojo de la abeja: 
es muy mala, comparada con la de nosotros. Podemos ver cosas que son treinta ve- 
ces mâs chicas, en tamano aparente, que la abeja; la abeja tiene una imagen borrosa 
fuera de foco, comparado con lo que nosotros podemos ver. Sin embargo, estâ bien, 
y es lo mâs que pueden hacer. Podriamos preguntarnos por qué las abejas no desarrollan 
un ojo bueno como el nuestro con una lente, etc. Hay varias razones interesantes. 
En primer lugar, la abeja es demasiado chica; si tuviera un ojo como el nuestro, 
pero a su escala, la abertura séria del orden de 30 p y la difracciôn séria tan impor¬ 
tante que no podria ver muy bien de todos modos. El ojo no sirve si es muy chico. 
En segundo lugar, si fuera tan grande como la cabeza de la abeja, el ojo ocuparia 
toda la cabeza de la abeja. Lo hermoso del ojo compuesto es que no ocupa lugar, 
es solo una delgada capa en la superficie de la abeja. De manera que cuando ale- 
gamos que deberian haberlo hecho de nuestra manera, jdebemos recordar que ellas 
tenian sus propios problemas! 


36-5 Otros ojos 

Ademâs de la abejas, muchos animales pueden ver color. Los peces, las maripo- 
sas, los pàjaros y los reptiles pueden ver color, pero se créé que la mayoria de los 
mamiferos no pueden. Los primates pueden ver color. Los pàjaros por cierto que 
ven color y eso explica los colores de los pàjaros. ;No tendria ningùn sentido tener 
machos con colores tan brillantes, si las hembras no pudieran verlo! Esto es, la evo¬ 
luciôn de "lo que sea” sexual 
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que tienen los pàjaros es el resultado de la capacidad de la hembra de ver el color. De 
manera que la prôxima vez que veamos un pavo real y pensemos en el brillante des- 
pliegue de colores maravillosos que es y en lo delicados que son los colores y qué 
maravilloso sentido estético se necesita para apreciar todo esto, no debemos felicitar 
al pavo real, sino ensalzar la agudeza visual y sentido estético de la hembra jporque 
eso es lo que ha generado tan bella escenaî 

Todos los invertebrados tienen ojos pobremente desarrollados u ojos compues- 
tos, pero todos los vertebrados tienen ojos muy similares a los nuestros con una 
excepciôn. Si consideramos la forma mâs evolucionada de animales, decimos co- 
rrientemente, “i Aqui estamos!", pero si tomamos un punto de vista de menos pre 
juicios y nos restringimos a los invertebrados, de modo que no podamos incluirnos, 
y preguntamos cuâl es el animal invertebrado mâs evolucionado, la mayoria de los 
zoôlogos estân de acuerdo que jel pulpo es el animal mâs desarrollado! Es muy in- 
teresante que, ademâs del desarrollo de su cerebro y sus reacciones, etc., que son 
bastante buenas para un invertebrado, ha desarrollado, en forma independiente, un 
ojo diferente. No es un ojo compuesto ni es un ojo puntual —tiene côrnea, pàrpados, 
iris, una lente, tiene dos regiones de agua y tiene una retina atrâs- jEs esencialmente 
igual al ojo de los vertebrados! Es un notable ejemplo de coincidencia en la evolu- 
ciôn, donde la naturaleza ha descubierto dos veces la misma soluciôn para un pro- 
blema, con un pequeno mejoramiento. Résulta también sorprendente que en el pulpo 
la retina es un pedazo de cerebro, que ha salido de la misma manera en su desarro¬ 
llo embriônico que en los vertebrados, pero lo interesante y diferente es que las cé- 
lulas que son sensibles a la luz estân en el interior y las células que hacen los 
câlculos estân detràs de aquéllas, en vez de “al rêvés”, como en nuestro ojo. Asi 
vemos que por lo menos no hay ninguna buena razôn para que esté al rêvés. iLa 
otra vez que la naturaleza lo ensayô, lo puso al derecho! (Ver figura 36.10). Los 
ojos mâs grandes del mundo son los del calamar gigante; ;se han encontrado de 
hasta cerca de 40 centimetros de diâmetro! 



36-6 Neurologia de la vision 

Uno de los puntos mâs importantes de nuestro tema es la interconexiôn de la 
informaciôn de una parte del ojo a la otra. Consideremos el ojo compuesto del can- 
grejo gigante limulo. sobre cl cual se ha hecho gran cantidad de experimentos. Pri- 
mero. tenemos que apreciar 


qué tipo de informaciôn puede venir a lo largo de los nervios. Un nervio lleva un tipo 
de perturbaciôn que tiene un efecto eléctrico fâcil de detectar, un tipo de perturbaciôn 
ondulatoria que baja por el nervio y produce un efecto en el otro extremo: un largo pe¬ 
dazo de la célula nerviosa, llamado el axôn. lleva la informaciôn y un cierto impulso, 
llamado “espique”*, se propaga si es excitado en un extremo. Cuando un espique 
baja por un nervio, otro no puede seguir inmediatamente. Todos los espiques son del 
mismo tamano, de manera que no tenemos espiques mâs altos cuando la cosa se ex¬ 
cita mâs fuertemente, sino que obtenemos mâs espiques por segundo. El tamano del 
espique queda determinado por la fibra. Es importante darse cuenta de esto para ver 
qué sucede a continuaciôn. 



Fig. 36-11. El ojo compuesto del cangrejo gigante limulo. (a) Vista normal, (b) Secciôn 
transversal. 


La figura 36-11 (al muestra el ojo compuesto del limulo; no tiene mucho de ojo, 
tiene solamente cerca de mil omatidios. La figura 36-11 (b) es una seccion transver¬ 
sal del sistema; se puede ver el omatidio con las fibras nerviosas que salen de ellos 
y van al cerebro. Pero nôtese que aun en un limulo hay pequenas interconexiones. 
Son mucho menos elaboradas que el ojo humano y nos dan la oportunidad de estu- 
diar un ejemplo mâs simple. 

Veamos ahora los experimentos que se han hecho poniendo finos electrodos en 
el nervio ôptico de un limulo y haciendo incidir luz en un solo omatidio. lo que es 
fâcil de hacer con lentes. Si encendemos la luz en un instante /„ y medimos los pul- 
sos eléctricos que salen, encontramos que hay un pequeno retraso y luego una râ- 
pida sérié de descargas que gradualmente disminuye a una rapidez uniforme, 
como se muestra en la figura 36-12 (a). Cuando la luz se apaga, la descarga se de- 
tiene. Ahora bien, es muy interesante que si, mientras nuestro amplificador estâ co- 
nectado a esta misma fibra nerviosa, iluminamos un omatidio diferente, no sucede 
nada; no hay senal. 

Ahora hacemos otro experimento: iluminamos el omatidio original y obtenemos 
la misma respuesta, pero si ahora iluminamos otro cercano también, los pulsos se 
interrumpen brevemente y después se suceden a una rapidez mucho menor (figu¬ 
ra 36-12 b). jLa rapidez de una es inhibida por los impulsos que vienen del otro! 
En otras palabras, cada fibra nerviosa lleva la informaciôn desde un omatidio. 

* N. del r.-La palabra inglesa «spike», para designar un pulso râpido de muy corta dura- 
ciôn, es también de vasto uso en la terminologia castellana. 
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pero la cantidad que lleva es inhibida por las senales de los otros. De manera que si,por 
ejemplo, todo el ojo estâ iluminado en forma mâs o menos uniforme, la informaciôn 
proveniente de cualquiera de los omatidios va a ser relativamente débil, porque estâ 
inhibida por muchos otros. De hecho, la inhibiciôn es aditiva -si iluminamos varios 
omatidios muy cercanos, la inhibiciôn es muy grande— La inhibiciôn es mayor cuan- 
do los omatidios estàn mâs juntos, y si los omatidios estân lo suficientemente aleja- 
dos entre si, la inhibiciôn es pràcticamente cero. De manera que es aditiva y dépen¬ 
de de la distancia; aqui tenemos un primer ejemplo de cômo la informaciôn prove¬ 
niente de diferentes partes del ojo se combina en el ojo mismo. Podemos ver, quizâs, 
si pensamos en eso un rato, que es un dispositivo para destacar los contrastes en los 
bordes de los objetos, porque si una parte de la escena estâ iluminada y una parte 
es negra, entonces los omatidios en el ârea iluminada producen impulsos que son 
inhibidos por la otra luz en la vecindad, de manera que es relativamente débil. Por 
otro lado, un omatidio en el borde, al cual se le da un impulso “blanco”, también 


es inhibido por otros en la vecindad, pero no existen tantos, ya que algunos son 
negros; la senal résultante es, por lo tanto, mâs fuerte. El resultado séria una curva, 
algo asi como la de la figura 36-13. El crustâceo va a percibir un realce del borde. 


El hecho de que exista un realce de los bordes, se conoce desde hace mucho; 
en realidad, es un hecho notable que ha sido comentado muchas veces por los 
sicôlogos. Para dibujar un objeto, basta que dibujemos un esbozo. jCômo estamos 
de acostumbrados a mirar cuadros que tienen solo el esbozo! i Que es el esbozo? 
El esbozo es solo la diferencia de contorno entre luz y sombra o un color y otro. 
No es algo defmido. jNo es, créanlo o no, que cada objeto tenga una linea 
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alrededor de él. No existe tal linea. Es solo en nuestra propia construcciôn sicolôgica 
donde hay una linea; empezamos a entender la razôn por la cual la “linea” es clave 
suficiente para llegar al todo. Probablemente nuestros propios ojos trabajan en forma 
similar —mucho inâs complieada, pero similar. 

Finalmente, describiremos brevemente el trabajo mâs detallado, el trabajo her- 
moso y avanzado realizado en el sapo. Haciendo un experimento correspondiente 
en un sapo, colocando en el nervio ôptico del sapo unas sondas en forma de agujas 
muy finas y construidas muy bellamente, uno puede obtener las senales que van a 
lo largo de un axôn particular y, lo mismo que en el caso del cangrejo gigante, en- 
contramos que la informaciôn no dépende de solo un punto del ojo, sino que es la 
suma de la informaciôn de varios puntos. 

El cuadro mâs reciente de la manera en que funciona el ojo del sapo es el si- 
guiente. Uno puede encontrar cuatro tipos diferentes de fibras nerviosas ôpticas. en 
el sentido de que hay cuatro tipos de respuestas diferentes. Estos expérimentes no se 
hicieron iluminando con pulsos de luz, porque eso no es lo que ve un sapo. El sapo 
se queda sentado simplemente y sus ojos no se mueven nunca, a menos que la hoja 
de lirio se bambolee de un lado a otro, y en ese caso sus ojos oscilan en forma tal, 
que la imagen queda fija. El no mueve sus ojos. Si algo se mueve en su campo Vi¬ 
sual, como un pequeno insecto (tiene que ser capaz de ver algo moviéndose en un 
fondo fijo), résulta que hay cuatro tipos diferentes de fibras que descargan, cuyas 
propiedades se resumen en la tabla 36-1. La detecciôn sostenida del borde, imbo- 
rrable, significa que si introducimos un objeto con un borde dentro del campo de 
vision del sapo, entonces hay muchos impulsos en esta fibra particular, mientras 
el objeto se estâ moviendo, pero disminuyen hasta ser un impulso sostenido, que 
permanece mientras el borde esté ahi, aun si estâ quieto. Si apagamos la luz, los 
impulsos se detienen. Si la prendemos otra vez mientras el borde aun estâ a la vista, 
empiezan de nuevo. No son borrables. Otro tipo de fibra es muy similar, salvo que si 
el borde es recto, no funciona. ;Debe ser un borde convexo con fondo oscuro! \ Cô¬ 
mo debe de ser de complicado el sistema de interconexiones en la retina del ojo del 
sapo, para entender que una superficie con vexa ha aparecido! Ademâs, aunque esta 
fibra mantiene algo, no mantiene tanto como la otra y si 


Tabla 36-1 

Tipos de respuestas en fibras nerviosas ôpticas de un sapo 

Tipo Velocidad Campo angular 


2°-3° 
7°-10°. 
hasta 15° 
muy grande 


1. Detecciôn sostenida del borde (imborrable) 0.2-0.5 m/seg 

2. Detecciôn del borde convexo (borrable) 0,5 m/seg 

3. Detecciôn de contraste cambiante 1-2 m/seg 

4. Detecciôn de penumbra Hasta 1 m/seg 

5. Detecciôn de oscuridad ? 
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apagamos la luz y la volvemos a encender, no vuelve a producirse el impulso. Dé¬ 
pende del movimiento de la superficie convexa. El ojo lo ve entrar y recuerda que 
estâ ahi, pero si simplemente apagamos la luz por un momento, sencillamente se 
olvida y no lo ve màs. 

Otro ejemplo es la detecciôn del cambio de contraste. Si hay un borde entrando 
o saliendo, hay pulsos; pero si el objeto se mantiene inmôvil, no hay pulsos. 

También existe un detector de penumbra. Si la intensidad de la luz baja, produce 
pulsos, pero si permanece baja o aumenta, los pulsos se detienen; funciona solo 
cuando la luz se estâ debilitando. 

Finalmente, también existen unas cuantas fibras, que son detectores de oscuridad 
-algo de lo mâs sorprendente- ; disparan todo el tiempo! Si aumentamos la luz, dis- 
paran menos ràpido, pero todo el tiempo. Si disminuimos la luz, disparan màs râpi- 
do, todo el tiempo. En la oscuridad, disparan como locos, diciendo en forma per¬ 
pétua: “ ; Estâ oscuro! jEstâ oscuro! ;Estâ oscuro!” 

Ahora bien, estas respuestas son bastante dificiles de clasificar y podriamos pen- 
sar que a lo mejor estos experimentos fueron mal interpretados. jSin embargo, es 
muy interesante que estas mismas clases estén separadas muy claramente en la ana- 
tomia del sapo! Mediante otras mediciones, después que estas respuestas fueron cla- 
sificadas (después, esto es lo importante) se descubriô que la velocidad de las senales 
en las diferentes fibras no era la misma, jde modo que aqui tenemos otra manera 
independiente de comprobar que tipo de fibra hemos encontrado! 


Otra pregunta interesante es : ôdesde qué tamano de ârea hace una fibra particu- 
lar sus càlculos? La respuesta es diferente para diferentes clases. 

La figura 36-14 muestra la superficie del asi llamado tectum de un sapo, donde 
los nervios entran al cerebro desde el nervio ôptico. Todas las fibras nerviosas que 
llegan 



del nervio ôptico se conectan en diversas capas del tectum. Esta estructura en 
capas es anàloga a la retina; esto es, en parte, la razôn por la que sabemos que el 
cerebro y la retina son muy similares. Ahora bien, tomando un electrodo e intro- 
duciéndolo sucesivamente a través de las capas, podemos averiguar dônde termina 
cada tipo de nervio ôptico, ;y el resultado, hermoso y maravilloso, es que los dife¬ 
rentes tipos de fibras terminan en capas diferentes! Las primeras terminan en el tipo 
numéro 1, las segundas en el numéro 2, las terceras y quintas terminan en el mismo 
iugar y la mâs profunda de todas es la numéro cuatro. (iQué coincidencia, tienen 
los numéros casi en el orden correcto! No, ésa es la razôn por la cual las enumera- 
ron de esa manera, jla primera publicaciôn ténia los numéros en diferente orden!) 

Podemos resumir brevemente lo que hemos aprendido, de esta manera: probable- 
mente hay très pigmentos. Puede haber muchos tipos diferentes de células recepto- 
ras que contienen los très pigmentos en diferentes proporciones, pero hay muchas 
interconexiones que permiten sumas y restas mediante adiciones y refuerzos en el 
sistema nervioso. De manera que antes de que entendamos la vision de los colores, 
tendremos que entender la sensaciôn final. Este tema estâ aûn abierto, pero estas 
investigaciones con microelectrodos y otros instrumentas, a lo mejor nos darân, en 
ultimo término, mayor informaciôn sobre cômo vemos el color. 
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37-1 Mecânica atomica 

En los ültimos capitulos hemos tratado las ideas esenciales necesarias para la 
comprensiôn de la mayoria de los fenômenos importantes de la luz —o en general, 
de la radiaciôn electromagnética—. (Hemos dejado algunos tôpicos especiales para 
el prôximo afio. Especificamente, la teoria de los indices de los materiales densos y 
la réflexion total interna.) En lo que estamos interesados es en la llamada “teoria clâ- 
sica” de las ondas eléctricas, la cual llega a ser una adecuada y compléta descrip- 
ciôn de la naturaleza para un gran numéro de efectos. Todavia no nos hemos preo- 
cupado del hecho que la luz llega en grânulos o “fotones". 

Nos gustaria considerar como nuestro siguiente tema el problema del comporta¬ 
miento de relativamente grandes pedazos de materia -por ejemplo, sus propiedades 
mecànicas y térmicas- En su discusiôn, encontraremos que la teoria “clasica (o 
antigua) falla casi inmediatamente, ya que la materia esta realmente constituida de 
particulas de tamano atômico. Sin embargo, trataremos • solamente la parte clâsica ya 
que es la ûnica parte que podemos entender, usando la mecânica clâsica que hemos 
estado aprendiendo. Pero no tendremos mucho éxito. Encontraremos que en el caso 
de la materia, a diferencia del caso de la luz, nos encontraremos relativamente pron- 
to en dificultades. Podriamos, por supuesto, evadir continuamente los efectos atô- 
micos, pero en vez de ello interpondremos aqui una corta excursion, en la cual des- 
cribiremos las ideas bâsicas de las propiedades cuànticas de la materia, es decir, 
las ideas cuànticas de la fisica atomica, de modo que ustedes se den cuenta de aque- 
Uo que dejamos de lado. Porque tendremos que dejar de lado algunos temas impor¬ 
tantes que no podemos evitar que se nos presenten. 

De modo que daremos ahora la introduction al tema de la mecânica cuântica, 
pero no podremos entrar realmente en el tema hasta mâs adelante. 

La “mecânica cuântica” es la descripciôn del comportamiento de la materia 
en todos sus detalles y en particular de lo que sucede a escala atomica. A Una es- 
cala 


muy pequena, las cosas se comportan de un modo distinto a aquello en lo que 
ustedes tengan alguna experiencia directa. No se comportan como ondas, no se com¬ 
portan como particulas, no se comportan como nubes, o bolas de billar, o pesos 
sobre resortes, o como nada que hayan visto alguna vez. 

Newton pensaba que la luz estaba constituida de particulas, pero entonces se 
descubriô, como hemos visto aqui, que se comporta como una onda. Mâs tarde, sin 
embargo (en los comienzos del siglo XX), se descubriô que en realidad la luz se com¬ 
porta algunas veces como una particula. Histôricamente, se pensô que el électron, 
por ejemplo, se comportaba como una particüla, y entonces se encontrô que en mu- 
chos aspectos se comportaba como una onda. A si que realmente no se comporta ni 
como lo uno ni como lo otro. Ahora nos damos por vencidos. Decimos: “No es 
ni lo uno ni lo otro 

Sin embargo, hay un hecho afortunado -los electrones se comportan exacta- 
mente como la luz- El comportamiento cuântico de objetos atômicos (electrones, 
protones, neutrones, fotones, etc.) es el mismo para todos, todos ellos son “ondas 
corpusculares”, o como quieran llamarlas. De modo que lo que aprendamos respec- 
to a las propiedades de los electrones (los cuales usaremos para nuestros ejemplos) 
se aplicarâ a todas las “particulas” incluyendo los fotones de la luz. 

La acumulaciôn graduai de informaciôn sobre el comportamiento atômico y a 
pequena escala durante el primer cuarto de este siglo, lo cual dio algunas indica- 
ciones de cômo se comportan los objetos pequenos, produjo una confusion creciente, 
que finalmente se resolviô en 1926 y 1927 por Schrôdinger, Heisenberg y Born. 
Ellos, finalmente, obtuvieron una descripciôn sistemâtica del comportamiento de 
la materia a escala pequena. En el présente capitulo trataremos los principales as¬ 
pectos de esa descripciôn. 

Como el comportamiento atômico es tan diferente a la experiencia comûn, es 
muy dificil acostumbrarse y a todos aparece como algo peculiar y misterioso, tanto 
al novicio como al fisico experimentado. Aun los expertos no lo entienden en la for¬ 
ma en que les gustaria hacerlo, y esto es perfectamente razonable, ya que toda la 
experiencia humana y la intuiciôn humana se aplican a objetos grandes. Nosotros 
sabemos cômo actuarân estos objetos grandes; pero cosas a escala pequena no ac- 
tüan precisamente en esa forma. De modo que tenemos que aprender respecto a 
ellas en una ciertà forma abstracta o imaginativa y no en conexiôn con nuestra ex¬ 
periencia directa. 

En este capitulo abordaremos en forma inmediata el elemento bâsico del miste¬ 
rioso comportamiento en su mâs extrana forma. Elijamos examinar un fenômeno 
que es imposible, absolutamente imposible, de explicar en cualquier forma clâsica, 
y que contiene la esencia de la mecânica cuântica. En realidad, contiene el ûnico 
misterio. No podemos explicar el misterio en el sentido de una “explicaciôn ” de 
cômo funciona. Solo les diremos cômo funciona. Diciéndoles cômo funciona esto, 
les habremos dicho las particularidades bâsicas de toda la mecânica cuântica. 

37-2 Un experimento con proyectiles 

Para tratar de entender el comportamiento cuântico de los electrones, compara- 
remos y confrontaremos su comportamiento, en un dispositivo experimental particu¬ 
lar, con el comportamiento mâs familiar de particulas, taies como proyectiles y con 
el comportamiento de ondas, taies como las ondas del agua. En primer lugar consi- 
deraremos el comportamiento de los proyectiles en el dispositivo experimental mos- 
trado esquemâticamente en la figura 37-1. Tenemos una ametralladora que dispara 
un chorro de proyectiles. No es un arma muy buena, ya que esparce los proyecti¬ 
les (al azar) sobre un 
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Fig. 37-1. Experimento de interferencia con proyectiles. 

intervalo angular bastante amplio, como se indica en la figura. Frente al canon 
tenemos una pared (hecha de lamina blindada) que tiene dos agujeros suficien- 
temente grandes para dejar pasar un proyectil. Màs alla de la pared hay una 
contenciôn (digamos una gruesa pared de madera), la cual “absorbe” los pro¬ 
yectiles cuando éstos la golpean. Frente a la pared tenemos un objeto que llamare- 
mos “detector” de proyectiles. Este puede ser una caja que contenga arena. Cual- 
quier proyectil que pénétré al detector serâ detenido y acumulado. Cuando lodeseemos 
podemos vaciar la caja y contar el numéro de proyectiles que han sido atrapados. 
El detector puede moverse hacia adelante y hacia atràs (la que llamaremos direcciôn 
x). Con este dispositivo podemos encontrar experimentalmente la respuesta a la pre- 
gunta: “<,Cuâl es la probabilidad de que un proyectil que atraviese los agujeros en 
la pared llegue a la contenciôn a un distancia x del centra?” En primer lugar, deben 
darse cuenta que tenemos que hablar de probabilidad, ya que no podemos decir en 
forma definitiva a dônde irâ un proyectil particular. Un proyectil que por casualidad 
golpea uno de los agujeros, puede rebotar en los bordes del agujero y puede terminar 
en cualquier parte. Por “probabilidad "queremos decir la posibilidad de que el proyectil 
llegue al detector, que podemos medir contando el nûmero que llega al detector en 
un cierto tiempo, y luego haciendo el cociente entre este nûmero y el nûmero total 
que golpea la contenciôn durante ese tiempo. O, si suponemos que el arma siempre 
dispara con la misma rapidez durante las medidas, la probabilidad que queremos es 
exactamente proporcional al nûmero que alcanza el detector durante algùn intervalo 
patron de tiempo. 

Para nuestros propôsitos actuales nos gustaria imaginar algùn experimento idea- 
lizado en el cual los proyectiles no sean proyectiles reales, sino proyectiles indes¬ 
tructibles -que no puedan partirse en mitades- En nuestro experimento encontra- 
mos que los proyectiles siempre llegan en grànulos, y cuando encontramos algo en 
el detector, siempre es un proyectil entera. Si la rapidez con la cual la ametralladora 
dispara se hace muy baja, encontramos que en cualquier momento dado no llega 
ningûn proyectil a la contenciôn, o bien llega uno y solamente uno -exactamente 
uno-. También el tamano de los grànulos ciertamente no dépende de la rapidez de 
disparo del arma. Diremos: “Los proyectiles siempre llegan en grànulos idénticos”. 
Lo que medimos con nuestro detector es la probabilidad de llegada de un grânulo 
y medimos la probabilidad en funciôn de x. El resultado de taies medidas con este 
aparato (no hemos realizado todavia el experimento, asi que realmentè estamos ima- 
ginando el 


resultado) estâ trazado en el grâfico dibujado en la parte (c) de la figura 37-1. 
En el grâfico dibujamos la probabilidad hacia la derecha y verticalmente x, 
de modo que la escala de x se ajusta al diagrama del dispositivo. Llamamos P n a 
la probabilidad porque los proyectiles pueden haber venido ya sea a través del agu¬ 
jero 1 ô a través del agujero 2. Ustedes no se sorprenderân de que P n sea grande 
cerca del medio del grâfico, pero que se haga chico si x es muy grande. Sin embar¬ 
go, podrian preguntarse por qué P n tiene su mâximo valor en x = 0. Podemos en- 
tender este hecho, si hacemos otra vez nuestro experimento, S después de cubrir el 
agujero 2, y una vez màs mientras se cubre el agujero 1. Cuando el agujero 2 estâ 
cubierto, los proyectiles pueden pasar solamente a través del agujero 1 y obtenemos 
la curva indicada por P, en la parte (b) de la figura. Como podrian esperar, el mâ¬ 
ximo de F, ocurre en el valor de x que estâ en linea recta con el canon y el agujero 
1. Cuando el agujero 1 estâ cerrado, obtenemos la curva simétrica P 2 , trazada en la 
figura. P 2 es la distribuciôn de probabilidad para los proyectiles que pasan a través 
del agujero 2. Comparando las partes (b) y (c) de la figura 37-1, encontramos el 
importante resultado que 

P 12 = Pi + P 2 - (37.1) 

Las probabilidades justamente se suman. El efecto con ambos agujeros abiertos 
es la suma de los efectos con cada agujero abierto separadamente. Llamaremos este 
resultado una observaciôn de “no interferencia ”, por una razôn que ustedes màs tarde 
verân. Hasta aqui los proyectiles. Llegan en grànulos y su probabilidad de llegada 
no muestra interferencia. 






Fig. 37-2. Experimento de interferencia con ondas de agua. 


37-3 Un experimento con ondas 

Ahora deseamos considerar un experimento con ondas en agua. El aparato se 
muestra esquemàticamente en la figura 37-2. Tenemos un recipiente poco profundo 
con agua. Un pequeno objeto indicado por “fuente de ondas" estâ vibrando hacia 
arriba y abajo mediante un motor y produce ondas circulares. A la derecha de la 
fuente tenemos otra vez una pared con dos agujeros y màs allà de ella hay una se- 
gunda pared, la cual, para mantener simples las cosas, es un “absorbente”, de modo 
que no hay réflexion de las ondas que llegan alli. Esto puede hacerse construyendo 
una “playa” graduai de arena. Frente a la playa colocamos un detector, el que 
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como antes se puede mover para adelante y para atràs, en la direcciôn x. El detector es 
ahora un dispositivo que mide la “intensidad” del movimiento ondulatorio. Pueden 
imaginar un dispositivo que mide la altura del movimiento ondulatorio, pero cuya 
escala estâ calibrada en proporciôn al cuadrado de la altura real, de modo que la 
lectura es proporcional a la intensidad de la onda. Entonces nuestro detector lee en 
proporciôn a la energia transportada por la onda -o mâs bien la cantidad de energia 
que llega al detector por unidad de tiempo. 

Con nuestro aparato de ondas, la primera cosa que se observa es que la intensi¬ 
dad puede tener cualquier tamano. Si la fuente mueve solo una muy pequèna can¬ 
tidad, hay solo un poco de movimiento ondulatorio en el detector. Cuando hay mâs 
movimiento en la fuente, mâs intensidad hay en el detector. La intensidad de la onda 
puede tener cualquier valor. No diriamos que hay alguna "granulation en la inten¬ 
sidad de la onda. 

Ahora midamos la intensidad de la onda para varios valores x (cuidando que 
la fuente de ondas funcione siempre en la misma forma). Obtenemos la curva de 
aspecto interesante indicada con / 12 en la parte (c) de la figura. 

Hemos calculado ya cômo taies figuras pueden producirse, cuando estudiamos 
la interferencia de ondas eléctricas. En este caso observamos que la onda original 
se difracta en los agujeros y nuevas ondas circulares se propagan desde cada agu- 
jero. Si cubrimos un agujero un instante y medimos la distribution de intensidad en 
el absorbente, encontramos las curvas de intensidad bastante simples, mostradas en 
la parte (b) de la figura. /, es la intensidad de la onda proveniente del agujero 1 (que 
encontramos haciendo la mediciôn cuando el agujero 2 estâ bloqueado) e I 2 es la in¬ 
tensidad de la onda proveniente del agujero 2 (vista cuando el agujero 1 estâ blo¬ 
queado). 

La intensidad observada I n cuando ambos agujeros estân abiertos ciertamente 
no es la suma de /, e / 2 . Decimos que hay “interferencia” de las dos ondas. En al- 
gunos lugares (donde la curva / 12 tiene sus màximos) las ondas estân “en fase” y 
los màximos de las ondas se suman para dar una gran amplitud y, por lo tanto, 
una gran intensidad. Decimos que las dos ondas estân “interfiriendo constructiva- 
mente” en taies lugares. Habrà tal interferencia constructiva siempre que la distancia 
desde el detector a uno de los agujeros sea mayor (o menor), en un numéro entero de 
longitudes de onda, que la distancia desde el detector al otro agujero. 


(A, + h 2 ) e y la intensidad | A, + f 2 1 2 . Omitiendo la constante de proporciona- 
nalidad para nuestros propôsitos présentes, las relaciones apropiadas para ondas 
que interfieren son 

h = |*i| 2 , h = |Â 2 | 2 , /i2 = |*i + h 2 1 2 . (37.2) 

Notaràn que el resultado es bastante diferente del obterfido con proyectiles (Ec. 
37.1). Si desarrollamos | A, + A, \ 2 vemos que 

|*i + * 2 | 2 = |*i| 2 + |* 2 | 2 + 2|* 1 ||* 2 | cos 5, (37.3) 

donde ô es el defasaje entre A, y h 2 . En funciôn de las intensidades, podriamos es- 
cribir 

J 12 = h + J2 + Is/Tïh cos ô. (37.4) 

El ûltimo término en (37.4) es el "término de interferencia”. Suficiente con las ondas 
de aguas. La intensidad puede tener cualquier valor y muestra interferencia. 


37-4 Un experimento con electrones 

Imaginemos ahora un experimento similar, pero con electrones. Se muestra es- 
quemâticamente en la figura 37-3. Construyamos un canon de electrones que con¬ 
siste en un alambre de tungsteno calentado mediante una corriente eléctrica y rodea- 
do por una caja de métal con un agujero en ella. Si el alambre estâ a un voltaje 
negativo con respecto a la caja, los electrones emitidos por el alambre serân acele- 
rados hacia las paredes y algunos pasarân a través del agujero. Todos los electrones 
que saldrân del canon tendràn (aproximadamente) la misma energia. Frente al canon 
se tiene otra vez una pared (simplemente una delgada lamina metàlica) con dos agu¬ 
jeros en ella. Mâs alla de la pared hay otra lâmina que servira como una "conten¬ 
tion”. Frente a la contenciôn colocamos un detector môvil. El detector puede ser un 
contador geiger, o quizâs mejor, un multiplicador de electrones. conectado a un alto- 
parlante. 

Deberiamos decirles inmediatamente que no traten de disponer dicho experi¬ 
mento (como pudieron haberlo hecho con los dos ya descritos). Este experimento 
nunca ha sido hecho en esta forma. El problema es que el aparato tendria que 


En aquellos lugares donde las dos ondas llegan al detector con un defasaje de 
n (donde estân “fuera de fase”) el movimiento ondulatorio résultante en el detector 
serâ la diferencia de las dos amplitudes. Las ondas “interfieren destructivamente”, 
y obtenemos un valor bajo para la intensidad de onda. Esperamos taies valores don- 
dequiera que la distancia entre el agujero 1 y el detector difiere de la distancia del 
agujero 2 al detector en un numéro impar de semilongitudes de ondas. Los valores 
bajos de / 12 en la figura 37-2 corresponden a los lugares donde las dos ondas inter¬ 
fieren destructivamente. 

Recordaràn que la relaciôn cuantitativa entre /,, I 2 e I u puede expresarsee en la 
siguiente forma: la altura instantànea de la onda de agua en el detector puede ser escrita 
para la onda proveniente del agujero 1 como (la parte real de) A, e ia >‘ donde la “am¬ 
plitud” A, es, en general, un numéro complejo. La intensidad es proporcional al cua¬ 
drado medio de la altura, o cuando usamos los numéros complejos, a | | 2 . Simi- 

larmente, para el agujero 2, la altura es f 2 e iu >‘ y la intensidad es proporcional a 
| A 2 1 : . Cuando ambos agujeros estân abiertos, las alturas de las ondas se suman 
para dar la altura 
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ser construido a una escala imposiblemente pequena para mostrar los efectos en los que 
estamos interesados. Estamos haciendo un “experimento pensado”, el cual hemos 
elegido porque es fâcil pensar en él. Sabemos los resultados que se obtendrian ya 
que hay muchos experimentos que han sido hechos, en los cuales la escala y las pro- 
porciones han sido elegidas para mostrar los efectos que describiremos. 

La primera cosa que notamos con nuestro experimento de electrones es que oi- 
mos marcados “clic” provenientes del detector (esto es, del alto-parlante). Y todos 
los “clic” son iguales. No hay “medios clic”. 

También deberiamos notar que los “clic” llegan muy erràticamente. Algo como: 

clic. clic-clic. clic. clic. clic-clic. clic. etc., tal como ustedes, sin duda, 

han oido funcionar un contador geiger. Si contamos los clic que llegan en un tiempo 
suficientemente largo -muchos minutos, digamos- y luego contamos otra vez duran¬ 
te otro periodo igual, encontramos que los dos nümeros son muy aproximadamente 
iguales. De modo que podemos hablar de una frecuencia media a la cual los clic se 
escuchan (tantos clic por minuto en promedio). 

A medida que movemos el detector, la frecuencia a la cual los clic aparecen 
es mayor o menor, pero .el tamano (sonoridad) de cada clic es simpre el mismo. Si 
bajamos la temperatura del alambre en el canon, la frecuencia de los clic baja, pero 
todavia cada clic suena igual. También podriamos notar que si ponemos dos detec- 
tores separados sobre la contenciôn, uno u otro sonaria, pero nunca ambos al mis¬ 
mo tiempo. (Excepto que en algün momento, si hubiera dos clic muy cerca en el 
tiempo, nuestro oido no pudiera sentir la separaciôn.) Por lo tanto concluimos que 
dondequiera que lleguen a la contenciôn, llegan en “grânulos”. Todos los “grânulos" 
son del mismo tamano: solamente llegan “grânulos” enteros, y llegan uno a uno 
a la contenciôn. Diremos: “Los electrones llegan siempre en grânulos idénticos”. 

Al igual que en nuestro experimento con proyectiles, podemos ahora proseguir 
para encontrar experimentalmente la respuesta a la pregunta: “i,Cuàl es la proba- 
bilidad relativa de que un “grânulo” electrônico llegue a la contenciôn a diversas 
distancias * del centra? Como antes, obtenemos la probabiüdad relativa, observando 
la frecuencia de los clic, manteniendo constante el funcionamiento del canon. La 
probabiüdad con la cual los “grânulos ” llegan a un x particular es proporcional a la 
frecuencia media de los cüc en ese x. 

El resultado de nuestro experimento es la interesante curva, marcada P 12 en la 
parte (c) de la figura 37-3. [Si! Esa es la forma en que se comportan los electrones. 

37-5 La interferencia de onda de electrones 

Tratemos ahora de analizar la curva de la figura 37-3 para ver si podemos enten- 
der el comportamiento de los electrones. Lo primero. que deberiamos decir es que, ya 
que ellos llegan en grânulos, cada grânulo que podemos llamar igualmente bien un 
electrôn, ha pasado, o a través del agujero 1 o del agujero. 2. Escribamos esto en la 
forma de “Proposiciôn”: 

Proposiciôn A : Cada electrôn pasa, ya sea a través del agujero 1 6 a través del agujero 2. 

Suponiendo la Proposiciôn A, todos los electrones que lleguen a la contenciôn pue- 
den ser divididos en dos clases: (1) los que llegan a través del agujero 1 y (2) los que 
llegan 
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a través del agujero 2. De modo que nuestra curva observada debe ser la suma 
de los efectos de los electrones que pasan a través del agujéro 1 y los electrones que 
pasan a través del agujero 2. Verifiquemos esta idea mediante un experimento. Pri¬ 
mero, reaüzaremos una medida para los electrones que pasan a tracés del agujero 1. 
Taparemos el agujero 2 y reaüzaremos nuestras cuentas de los clic del detector. De la 
frecuencia de los cüc obtenemos P,. El resultado de la medida se muestra mediante 
la curva marcada P, en la parte (b) de la figura 37-3. El resultado parece bastante 
razonable. En una forma similar, medimos P 2 , la distribuciôn de probabiüdad para 
los electrones que pasan a través del agujero 2. El resultado de esta medida està tam¬ 
bién trazado en la figura. 

El agujero P 12 obtenido con ambos agujeros abiertos claramente no es la suma de 
P, y P 2 , las probabiüdades para cada agujero por separado. Por analogia con nues¬ 
tro experimento de ondas de agua, decimos: “hay interferencia”. 

Para electrones: P 12 ^ Pi + P 2 - (37.5) 

i,Cômo pudo producirse esa interferencia? Quizâs podriamos decir: “Bien, eso 
significa presumiblemente que no es verdad que los grânulos pasan, ya sea a través 
del agujero 1 o del agujero 2, porque si lo hicieran, las probabiüdades deberian su- 
marse. Quizâs van en una forma mâs compücada. Se separan en mitades y...” jPero 
no! No pueden, siempre llegan en grânulos... “Bien, quizâs algunos de eüos pasen a 
través de 1 y luego den la vuelta a través del 2, y luego den vueltas algunas veces mâs, 
o mediante algün otro camino compücado... entonces cerrando el agujero 2 cambia- 
riamos la probabiüdad de que un electrôn que partiera a través del agujero 1 llegara 
finalmente a la contenciôn...” jPero observen! Hay algunos puntos a los cuales llegan 
muy pocos electrones, cuando ambos agujeros estân abiertos, pero que reciben mu¬ 
chos electrones si cerramos un agujero, de modo que cerrando un agujero aumenta 
el numéro proveniente desde el otro. Sin embargo, nôtese que en el centro de la 
figura, P |2 es mâs del doble de grande que P, + P 2 . Se ha pensado que cerrando un 
agujero disminuiria el nûmero de electrones que pasan a través del otro agujero. Pare¬ 
ce dificil de explicar ambos efectos, al proponer que los electrones viajen segûn com- 
pücadas trayectorias. 

Todo es bastante misterioso. Y mientras mâs lo miran, mâs misterioso parece. 
Muchas ideas han sido inventadas para tratar de expücar la curva P 12 en funciôn de 
los electrones individuales que pasan a través de los agujeros en formas compücadas. 
Ninguna de ellas ha tenido éxito. Ninguna de ellas ha podido obtener la curva correc- 
ta para P 12 en funciôn de P, y P 2 . 

Sin embargo, es bastante sorprendente que la matemâtica para relacionar P, y P 2 
con P, 2 sea extremadamente simple. Porque P !2 es precisamente como la curva / 12 de 
la figura 37-2 y ésa era simple. Lo que sucede en la contenciôn puede describirse con 
dos numéros complejos que podemos llamar îp l y ij> 2 (son funciones de x, por supues- 
to). El môdulo al cuadrado de q> l da el efecto con solo el agujero 1 abierto. Esto es, 
Pi = | ç>J 2 . El efecto con solo el agujero 2 abierto esté dado por f 2 en la misma forma. 
Esto es P 2 = |9* 2 | 7 - Y el efecto combinado de los dos agujeros es justamente P 12 = 
fi + çi 2 p.iLa matemâtica es la misma que la que teniamos para las ondas de agua! 
(Es dificil ver cômo se pudo obtener un resultado tan simple de un compücado juego 
de electrones que van y vienen a través de la làmina con alguna extrana trayectoria.) 
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Concluimos lo siguiente: los electrones llegan en grànulos como particulas y la 
probabilidad de llegada de esos grànulos esta distribuida como la distribuciôn de la 
intensidad de una onda. En este sentido es que los electrones se comportan “algunas 
veces como una particula y algunas veces como una onda 

A propôsito, cuando estâbamos tratando ondas clâsicas, defmimos la intensidad 
como el promedio temporal del cuadrado de la amplitud de la onda y usamos nûmeros 
complejos como un artificio matemâtico para simplificar el anàlisis. Pero en mecâ- 
nica cuântica résulta que las amplitudes deben ser representadas por nûmeros com¬ 
plejos. Solo las partes reales no servirân. Por el momento esto es un punto técnico, ya 
que las formulas se ven exactamente iguales. 

Ya que la probabilidad de llegada a través de ambos agujeros estâ dada tan sim- 
plemente, a pesar de que no es igual a (P x + P-), eso es realmente todo lo que hay que 
decir. Pero hay un gran nümero de sutilezas implicadas en el hecho de que la natu- 
raleza funciona en esa forma. Nos gustaria ilustrar ahora algunas de esas sutilezas 
para ustedes. Primero, como el numéro que llega a un punto particular no es igual al 
nümero que llega, a través de 1 màs el nümero que llega a través de 2, como podriamos 
haber concluido de la Proposiciôn A, indudablemente concluiriamos que la Proposi¬ 
tion A es falsa. No es verdad que los electrones van bien a través del agujero 1 o bien 
del agujero 2. Pero tal conclusion puede ser comprobada mediante otro experimento. 
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superior. Si sucediera que obtenemos luz desde ambos lugares al mismo tiempo, porque 
el electrôn se divide en mitades... jMejor hagamos el experimento! 

He aqui lo que vemos: coda vez que escuchamos un “clic” de nuestro detector 
de electrones (en la contenciôn), también vemos un destello de luz o bien cerca del 
agujero 1 o bien cerca del agujero 2, jpero nunca de ambos a la vez! Y observamos el 
mismo resultado sin que importe donde colocamos el detector. De esta observaciôn 
concluimos que, si observamos electrones, encontramos que los electrones pasan o 
bien a través de un agujero o bien del otro. Experimentalmente la proposiciôn A es 
necesariamente verdadera. 

Entonces, <,qué estâ errado en nuestro argumenta en contra de la proposiciôn A? 
i,Por qué P l2 no es simplemente igual a P x + P 2 1 J De nuevo al experimento! Sigâ- 
mosles la pista a los electrones y averigüemos qué estân haciendo. Para cada posiciôn 
(posiciôn x) del detector contaremos los electrones que llegan y también tomaremos 
nota a través de cuâl agujero pasaron, observando los destellos. Podemos seguir el 
curso de las cosas de esta manera: siempre que escuchamos un “clic”, colocaremos 
una cuenta en la columna 1, si vemos un destello cerca del agujero 1, fy si vemos un 
destello cerca del agujero 2 registraremos una cuenta en la columna 2. Cada electrôn 
que llega se registra en una de las dos clases: los que pasan a través de 1 y los que pasan 
a través de 2. A partir del nümero registrado en la columna 1, obtenemos la probabili¬ 
dad P\ de que un electrôn llegue al detector via agujero 1 ; y a partir del nümero 
registrado en la columna 2, obtenemos P\, la probabilidad que un electrôn llegue 
al detector via agujero 2. Si repetimos ahora tal medida, para muchos valores de x, 
obtenemos las curvas para P\ y P\ que se muestran en la parte (b) de la figura 37-4. 


Ensayemos ahora el siguiente experimento. Agreguemos a nuestro aparato elec- 
trônico una fuente de luz muy intensa, colocada detrâs de la pared y entre los dos 
agujeros, como se muestra en la figura 37-4. Sabemos que las cargas eléctricas dis¬ 
persan la luz. Asi que cuando un electrôn pasa, siempre que pase, en su camino al 
detector, dispersarâ algo de luz hacia nuestro ojo, y podremos ver dônde va el elec¬ 
trôn. Si, por ejemplo, un electrôn tomara la trayectoria via agujero 2 esquematizada 
en la figura 37-4, deberiamos ver un destello de luz provenante de la vecindad del 
lugar marcado A en la figura. Si un electrôn pasa a través del agujero 1 deberiamos 
esperar ver un destello desde la vecindad del agujero 
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electrônico 



Fig. 37-4. Un experimento diferente con electrones. 


jBien, esto no es tan sorprendente! Obtenemos para P\ algo muy similar a lo que 
obtuvimos antes para P t bloqueando el agujero 2; y P\ es similar a lo que obtuvimos, 
bloqueando el agujero 1. Asi que no existe ningün asunto complicado como el de 
pasar a través de ambos agujeros. Cuando los observamos, los electrones atraviesan 
exactamente como habriamos esperado de ellos que pasaran. Sea que los agujeros estén 
cerrados o abiertos, los que hemos visto pasar a través del agujero 1 estàn distribuidos 
en la misma forma, sea que el agujero 2 esté abierto o cerrado. 

jPero esperen! éQué tenemos ahora para la probabilidad total, la probabilidad de 
que un electrôn llegue al detector por cualquier ruta? Ya tenemos esta informaciôn. 
Simplemente pretendemos que no observamos nunca los destellos luminosos y junta- 
mos los clic del detector que hemos separado en dos columnas. Debemos sumar sim¬ 
plemente los nûmeros. Para la probabilidad de que un electrôn llegue a la contenciôn, 
pasando a través de cualquier agujero, encontramos P\ 2 = P x + P 2 - Esto es, a pesar 
de que pudimos ver a través de cuàl agujero pasan nuestros electrones, no obtene¬ 
mos màs la antigua curva de interferencia P l2 sino que una nueva, P\ 2 , [que no 
muestra interferencia! Si apagamos la luz, se restablece la P i2 . 

Debemos concluir que cuando observamos los electrones, su distribuciôn sobre la 
pantalla es diferente que cuando no los observamos. j,Es quizàs el encendido de nues- 
tra fuente luminosa el que perturba las cosas? Debe ser que los electrones son muy 
delicados y cuando la luz dispersa los electrones, les da una sacudida que cambia 
sus movimientos. Sabemos que el campo eléctrico de la luz al actuar sobre una carga 
ejercerâ una fuerza sobre ella. Asi, pues, deberiamos esperar quizàs que el movimien- 
to cambie. De todas maneras, la luz ejerce una gran influencia sobre los electrones. 
Al tratar de “mirar ” los electrones, 
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hemos cambiado sus movimientos. Eso es, la sacudida dada al electrôn cuando el fotôn 
es dispersado por aquél es tal que cambia el movimiento del electrôn lo suficiente, de 
modo que si hubiera podido ir hacia donde P 12 era un mâximo irà, en cambio, donde P n 
era un minimo; por esto es que no vemos mâs los efectos ondulatorios de interferencia. 

Puede que estén pensando: “jNo use una fuente tan brillante! iBaje la intensidad! 
Entonces las ondas luminosas serân mâs débiles y no perturbarân tanto los electrones. 
Seguramente, haciendo la luz mâs y mâs mortecina, eventualmente la onda serà lo su- 
ficientemente débil de modo que tendrâ un efecto despreciable”. De acuerdo. Ensayé- 
moslo. Lo primero que observamos es que los destellos de luz dispersados por los 
electrones a medida que pasan no se hacen mâs débiles. Es siempre un destello de la 
misma intensidad. Lo unico que sucede cuando la luz se hace mâs débil es que algu- 
nas veces escuchamos un “-clic” del detector, pero no vemos ningùn destello. El elec¬ 
trôn ha pasado sin ser “visto”. Lo que estamos observando es que la luz también 
actùa como los electrones; sabiamos que era "ondulosa”, pero ahora encontramos 
que también es “granulosa”. Siempre llega -o es dispersada- en grânulos quellama- 
mos “fotones”. Cuando bajamos la intensidad de la fuente luminosa, no cambiamos 
el tamano de los fotones, solamente la frecuencia a la cual se emiten. Eso explica por 
qué, cuando nuestra fuente es débil, algunos electrones pasan sin ser vistos. No dio 
la casualidad de que hubiera un fotôn cerca en el instante en que el electrôn pasara. 


Todo esto es un poco desalentador. Si es cierto que siempre que “vemos” el elec¬ 
trôn, vemos un destello de la misma intensidad, entonces los electrones que vemos 
son siempre los perturbados. Ensayemos de todos modos el experimento con una luz 
débil. Ahora, siempre que escuchamos un clic en el detector, registraremos una cuen- 
ta en très columnas: en la columna (1) los electrones vistos por el agujero 1, en la 
columna (2) los electrones vistos por el agujero 2, y en la columna (3) los electrones 
que no se han visto en absoluto. Cuando elaboramos nuestros datos (calculando las 
probabilidades) encontramos estos resultados: los “vistos por el agujero 1 ” tienen una 
distribuciôn como P\; los “vistos por el agujero 2” tienen una distribuciôn como P\ 
(de modo que los “vistos tanto por el agujero 1 como por el 2” tienen una distribuciôn 
como jP’ 12 ); ;y los “no vistos en absoluto” tienen una distribuciôn “ondulosa” tal 
como P l2 de la figura 37-3! ;Si los electrones no se ven, tenemos interferencia! 

Eso es comprensible. Cuando no vemos el electrôn, ningùn fotôn lo perturba y, si 
lo vemos, un fotôn lo ha perturbado. Siempre existe el mismo monto de perturbaciôn 
porque los fotones de luz producen todos efectos de la misma intensidad y el efecto de 
los fotones dispersados es suficiente para borrar cualquier efecto de interferencia. 


ôNo existirâ alguna manera de que podamos ver los electrones sin perturbarlos? 
Aprendimos en un capitulo anterior que el momentum transportado por un “fotôn” 
es inversamente proporcional a su longitud de onda {p= h/A). Ciertamente la sacu¬ 
dida dada al electrôn cuando el fotôn es dispersado hacia nuestro ojo dépende del 
momentum que transporta el fotôn. ; Ah ! Si queremos perturbar los electrones solo 
ligeramente, no deberiamos haber bajado la intensidad de la luz, deberiamos haber 
bajado su frecuencia (lo mismo que aumentar su longitud de onda). Usemos luz de un 
color mâs rojo. Podriamos usar aûn luz infrarroja u ondas de radio (como el radar), 
y “ver ”dônde fue el electrôn con la ayuda de algùn equipo que pueda “ver” 


luz de estas longitudes de onda mâs larga. Si usamos luz “mâs suave” podemos quizâs 
evitar de perturbar tanto los electrones. 

Ensayemos el experimento con ondas mâs largas. Continuaremos repitiendo nues¬ 
tro experimento cada vez con luz de una longitud de onda mâs larga. Al comienzo, 
nada parece cambiar. Los resultados son los mismos. Entonces sucede una cosa terri¬ 
ble. Ustedes recordaràn que cuando discutimos el microscopio recalcamos que, debi- 
do a la naturaleza ondulatoria de la luz, existe una limitaciôn en cuanto a lo cerca 
que pueden estar dos manchas y todavia ser vistas como dos manchas separadas. Esta 
distancia es del orden de la longitud de onda de la luz. Asi ahora, cuando hacemos 
la longitud de onda mayor que la distancia entre nuestros agujeros vemos un destello 
grande borroso cuando la luz es dispersada por los electrones. jNo podemos decir 
mâs a través de cuâl agujero pasô el electrôn! jSôlo sabemos que se fue a alguna par¬ 
te! Y es precisamente con luz de este color que encontramos que las sacudidas dadas 
al electrôn son lo suficientemente pequenas para que P\ 2 empiece a parecerse a P n 
-que empezamos a obtener algùn efecto de interferencia-. Y es solamente para longi¬ 
tudes de onda mucho mâs grande que la separaciôn de los dos agujeros (cuando no 
tenemos posibilidad alguna de decir por donde pasô el electrôn) que la perturbaciôn 
debida a la luz se hace lo suficientemente pequena como para que obtengamos de 
nuevo la curva P i2 mostrada en la figura 37-3. 

En nuestro experimento encontramos que es imposible disponer 1^ luz de manera 
tal que se pueda decir por cuâl agujero pasô el electrôn y al mismo tiempo no pertur¬ 
bar el diagrama. Heisenberg sugiriô que las entonces nuevas leyes de la naturaleza 
solo podian ser compatibles, si existiera alguna limitaciôn bâsica en nuestra. capacidad 
experimental, no reconocida previamente. Propuso como un principio general su prin- 
cipio de indeterminaciôn, que podemos enunciar en términos de nuestro experimento 
como sigue: “Es imposible disenar un dispositivo para determinar a través de cuâl 
agujero pasa cl electrôn, que no perturbe al mismo tiempo los electrones lo suficiente 
para destruir el diagrama de interferencia”. Si un dispositivo es capaz de determinar 
a través de cuâl agujero pasa el electrôn, no puede ser tan delicado que no perturbe 
el diagrama de una manera esencial. Nadie ha encontrado jamâs (ni aun imaginado) 
una manera de obviar el principio de indeterminaciôn. Asi, pues, debemos suponer 
que describe una caracteristica bâsica de la naturaleza. 


La teoria compléta de la mecànica cuântica que usamos ahora para describir los 
âtomos y, de hecho, toda la materia, dépende de la validez del principio de indetermi¬ 
naciôn. Dado que la mecànica cuântica es una teoria de tanto éxito, nuestra confianza 
en el principio de indeterminaciôn se refuerza. Pero si se descubriera alguna vez una 
manera de “abatir” el principio de indeterminaciôn, la mecànica cuântica daria resul¬ 
tados incompatibles y deberia descartarse como teoria vàlida de la naturaleza. 

“Bien”, dirân ustedes, £qué hay con la proposiciôn A? Es verdad o no es verdad, 
que el electrôn pase, ya sea por el agujero 1 o por el agujero 2?” La ùnica respuesta 
que se pude dar es que hemos encontrado a partir del experimento que hay cierta ma¬ 
nera especial en que debemos pensar para no caer en contradicciones. Lo que debe¬ 
mos decir (para evitar hacer predicciones erradas) es lo siguiente. Si uno observa los 
agujeros, o mâs precisamente, si uno tiene un aparato que sea capaz de determinar 
si los electrones pasan por el agujero 1 o por el agujero 2, uno puede decir que pasa, 
ya sea por el agujero 1 o por el agujero 2. Pero si uno 
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no trata de decir qué camino toman los electrones, cuando no hay nada en el experimento 
para perturbar los electrones, entonces uno no puede decir que un électron pase, yasea 
por el agujero 1 o por el agujero 2. Si uno dice eso, y comienza a hacer deducciones cua- 
lesquiera a partir de esta afirmaciôn, harâ errores en el anâlisis. Este es el filo lôgico 
por el cual debemos caminar si deseamos describir con éxito la naturaleza. 


Si el movimiento de toda la materia -como también de los electrones- debe ser des- 
crito en términos de ondas, <;qué hay con los proyectiles en nuestro primer experimen¬ 
to? ôPor qué no vimos alli un diagrama de interferencia? Résulta que para proyectiles 
las longitudes de onda eran tan diminutas que los diagramas de interferencia se hacian 
muy finos. Tan fmos, en efecto, que con cualquier detector de tamano distinto de cero 
uno no podria distingué los màximos y minimos separados. Lo que vimos era solo una 
especie de promedio, que es la curva clàsica. En la figura 37-5 hemos tratado de indicar 
esquemâticamente qué sucede con objetos a escala grande. La parte (a) de la figura 
muestra la distribuciôn de probabilidad que uno podria predecir para proyectiles, 
usando la mecânica cuàntica. Las ràpidas oscilaciones se suponen representar el dia¬ 
grama de interferencia que se obtiene para ondas de longitud de onda muy corta. 
Cualquier detector fisico, sin embargo, se monta sobre varias oscilaciones de la curva 
de probabilidad, tal que las mediciones muestran la curva suave dibujada en la parte 
(b) de la figura. 


\ Suavizada 

(a) (b) 



Fig. 37-5. Figura de interferencia con 
proyectiles: (a) real (esquemàtica), (b) obser¬ 
va da. 


37-7 Primeros principios de la mecânica cuàntica 

Escribiremos ahora un resumen de las principales conclusiones de nuestros experi- 
mentos. Sin embargo, pondremos los resultados en una forma que los haga vâlidos 
para un tipo general de taies experimentos. Podemos escribir nuestro resumen en la 
forma mâs simple, si primero definimos un “experimento idéal” como aquel en elcual 
no hay influencias externas inciertas, es decir, no suceden pequeiïas agitaciones u otras 
cosas que nosotros no podamos tomar en cuenta. Seriamos completamente precisos si 
dijéramos: “Un experimento idéal es aquel en el cual todas las condiciones inicialesy 
finales del experimento estân completamente especificadas”. Lo que llamaremos 
“un evento” es, en general, un conjunto especifico de condiciones iniciales y finales. 
(Por ejemplo, “un électron déjà el canon, llega al detector, y nada màs sucede .) 
Ahora nuestro resumen. 


RESUMEN 

(1) La probabilidad de un evento en un experimento idéal estâ dada por el cuadrado 
del valor absoluto de un numéro complejo <p el cual se llama amplitud de proba¬ 
bilidad. 

P = probabilidad 

<p = amplitud de probabilidad (37.6) 

P=HL 

(2) Cuando un evento ocurre en varias formas alternativas, la amplitud de proba¬ 
bilidad del evento es la suma de las amplitudes de probabilidad para cada uno 
considerado separadamente. Hay interferencia. 

4> — <£i + <t> 2> _ 

P = ki + * 2 | 2 - . (37.7) 

(3) Si se ejecuta un experimento que sea capaz de determinar si una u otra alterna- 
tiva es la que realmente ocurriô, la probabilidad del evento es la suma de las 
probabilidades de cada alternativa. La interferencia se pierde. 

P = P\ + P 2 . (37.8) 

A uno todavia le gustaria preguntar: “^Cômo funciona esto? ;,Cuâl es el mecanis- 
mo detrâs de la ley?” Nadie ha encontrado ningûn mecanismo detrâs de la ley. Nadie 
puede “explicar” nada mâs de lo que ya hemos “explicado”. Nadie les darâ una re¬ 
présentation màs profunda de la situation. No tenemos idea acerca de un mecanismo 
mâs bâsico del que puedan deducirse estos resultados. 

Nos gustaria poner énfasis en una diferencia muy importante entre mecânica 
clàsica y cuàntica. Hemos estado hablando sobre la probabilidad de que un électron 
Uegue en una circunstancia dada. Hemos supuesto que en nuestro dispositivo experi¬ 
mental (o aun en el mejor posible) deberia ser imposible predecir exactamente qué va 
a suceder. jSolamente podemos predecir las probabilidades! Esto significa que, de ser 
verdad, la fisica ha desistido del problema de tratar de predecir exactamente lo que 
sucederâ en una determinada circunstancia. jSi! La fisica ha desistido. No sabemos 
como predecir qué sucederia en una circunstancia dada, y ahora creemos que esto es 
imposible, que lo unico que puede ser predicho es la probabilidad de diferentes even- 
tos. Debe reconocerse que esto es una disminuciôn en nuestro primitivo idéal en la 
comprensiôn de la naturaleza. Puede ser un paso atràs, pero nadie ha encontrado un 
modo de evitarlo. 


Ahora haremos algunas observaciones respecto a una sugerencia que se ha he- 
cho algunas veces para tratar de evitar la descripciôn que hemos dado: “Quizâs 
el electrôn tiene algûn tipo de capacidad interna -algunas variables internas- que 
no conocemos aûn. Es por esto tal vez, que no podemos predecir qué sucederâ. Si 
pudiéramos observar de màs cerca el electrôn, podriamos estar en situaciôn de decir 
a dônde irâ a parar”. Hasta donde sabemos, esto es imposible. Aun asi tendriamos 
dificultades. Supongan que hiciéramos la hipôtesis de que en el interior del electrôn 
hay cierto tipo de mecanismo que détermina a dônde irà a parar. Ese mecanismo 
debe también determinar a través de cuâl agujero 
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pasarâ en su camino. Pero no debemos olvidar que lo que estâ dentro del electrôn no deberia 
depender de lo que nosotros hacemos y, en particular, de si abrimos o cerramos uno de los 
agujeros. Por lo tanto, si un electrôn antes de partir tiene ya en mente (a) cuàl agujero va 
a usar y (b) dônde irâ a parar, encontrariamos P y para los electrones que han ele- 
gido el agujero 1, P 2 para los que han elegido el agujero 2, y necesariamente la su- 
ma P x + P 2 para los que llegan a través de los dos agujeros. Parece que no hay 
otro camino para obviar esto. Pero hemos verificado experimentalmente que éste no 
es el caso. Y nadie ha encontrado una salida a este enigma. De manera que actual- 
mente debemos limitarnos a calcular probabilidades. Decimos "ac tuai mente , pero 
sospechamos fuertemente que es algo que estarâ con nosotros para siempre -que 
es imposible resolver ese enigma— que esta es la manera cômo la naturaleza real- 
mente es. 


37-8 El principio de indeterminaciôn 

Esta es la forma en que Heisenberg originalmente enunciô el principio de inde¬ 
terminaciôn: si hacen la medida sobre cualquier objeto, y pueden determinar la com- 
ponente x de su momentum con una indeterminaciôn Ap, no pueden al mismo tiem- 
po conocer su posiciôn x en forma màs précisa que Ax = h/ Ap. Las indeterminaciones 
en la posiciôn y el momentum en cualquier instante deben tener su producto mayor 
que la constante de Planck. Este es un caso especial del principio de indeterminaciôn 
que fue enunciado anteriormente con màs generalidad. El enunciado màs general fue 
que de ningûn modo uno puede disenar un equipo que détermine cuàl de las dos 
alternativas debe tomarse, sin que al mismo tiempo se destruya el diagrama de inter- 
ferencia. 



Fig. 37-6. Un experimento en que se n 


Contenciôn de el retroceso de la pared. 


Demostremos, para un caso particular, que el tipo de relaciôn dado por Heisen¬ 
berg debe ser verdadero, para evitar tener problemas. Imaginemos una modificaciôn 
del experimento de la figura 37 3, en la cual la pared con los agujeros consiste en 
una lâmina montada sobre rodillos de modo que pueda moverse libremente hacia 
arriba y hacia abajo (en la direcciôn x), como se muestra en la figura 37-6. Obser- 
vando cuidadosamente el movimiento de la lamina, podemos tratar de decir a través 
de cuàl agujero pasa un electrôn. Imaginemos lo que sucede cuando el detector esta 
colocado en .v - 0. Esperariamos que un electrôn que pasa por cl agujero 1 debe 
ser desviado hacia abajo por la lamina para poder alcanzar el detector. Como la 
componente vertical del momentum del electrôn cambia, la lâmina debe rétrocéder, 
con un 


momentum igual en la direcciôn opuesta. La lâmina recibirâ un empuje hacia 
arriba. Si el electrôn pasa a través del agujero inferior, la lâmina deberia experimen- 
tar un empuje hacia abajo. Estâ claro que para cada posiciôn del detector, el mo¬ 
mentum recibido por la lâmina tendrâ un valor diferente para una travesia via 
agujero 1 que para una travesia via agujero 2. jAsi es! Sin perturbar en ninguna 
forma los electrones, sino solo observando la lâmina, podemos decir que trayectoria 
usô el electrôn. 

Ahora bien, para hacer esto es necesario conocer el momentum de la lâmina, 
antes de que el electrôn la atraviese. De manera que cuando medimos el momen¬ 
tum después que el electrôn haya pasado, podemos calcular cuânto ha cambiado 
el momentum de la lâmina. Pero recuerden, segûn el principio de indeterminaciôn, 
no podemos conocer al mismo tiempo la posiciôn de la lâmina, con una précision 
arbitraria. Pero si no sabemos exactamente dônde estâ la lâmina, no podemos decir 
con précision dônde estân los dos agujeros. Estaràn en un lugar diferente para cada 
electrôn que atraviesa. Esto quiere decir que el centro de nuestra figura de interfe- 
rencia tendrâ una ubicaciôn diferente para cada electrôn. Las vibraciones de las 
figuras de interferencia se harân màs borrosas. En el prôximo capitulo demostrare- 
mos cuantitativamente que si determinamos el momentum de la lâmina con suficiente 
précision, para determinar a partir de la medida del retroceso, cuàl agujero fue uti- 
lizado, entonces la indeterminaciôn en la posiciôn x de la lâmina serâ, de acuerdo 
al principio de indeterminaciôn, suficiente para desplazar la figura observada en el 
detector hacia arriba y hacia abajo en la direcciôn x en aproximadamente la distan¬ 
cia de un màximo a su minimo màs cercano. Tal corrimiento al azar es suficiente 
para emborronar la figura, de modo que no se observa interferencia. 

El principio de indeterminaciôn “protégé" a la mecànica cuàntica. Heisenberg 
reconociô que, si fuera posible medir el momentum y la posiciôn simultàneamente 
con una précision mayor, la mecànica cuàntica sufriria un colapso. Asi que propuso 
que esto debe ser imposible. Entonces la gente se sentô y tratô de imaginar formas 
de hacerlo, pero nadie pudo imaginar alguna manera de medir la posiciôn y el mo¬ 
mentum de alguna cosa -una pantalla, un electrôn, una bola de billar, cualquier 
cosa- con mayor précision. Asi la mecànica cuàntica mantiene su peligrosa pero 
précisa existencia. 
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38-1 Amplitudes de ondas de probabilidad 

En este capitulo discutiremos la relacion entre los puntos de vista ondulatorio 
y corpuscular. Ya sabemos, por el ültimo capitulo, que ni el punto de vista ondu¬ 
latorio ni el punto de vista corpuscular son correctos. Usualmente hemos tratado 
de presentar las cosas en forma précisa, o al menos, tan précisas que no tengan que 
ser cambiadas cuando aprendamos màs -jpueden ser extendidas, pero no seràn cam- 
biadasl- Pero cuando tratamos de hablar sobre la representaciôn ondulatoria o la 
representaciôn corpuscular, ambas son aproximadas y ambas cambiarân. Por lo tan- 
to, lo que aprendamos en este capitulo no sera preciso, en cierto sentido; es una 
especie de argumento semiintuitivo que mâs tarde se harâ mâs preciso, pero ciertas 
cosas cambiarân algo cuando las interpretemos correctamente en mecânica cuântica. 
Por supuesto, la razôn de hacer tal cosa es que no estamos entrando directamente 
a la mecânica cuântica, sino que deseamos tener por lo menos alguna idea de los 
tipos de efectos que encontraremos. Mâs aün, todas nuestras experiencias son con 
ondas y con particulas, y asi es bastante prâctico usar las ideas ondulatorias y 
corpusculares para obtener algün conocimiento de lo que sucede en circunstancias 
dadas, antes de conocer la matemàtica compléta de las amplitudes cuànticas. Tra- 
taremos de ilustrar los puntos mâs débiles a medida que avancemos, pero la mayor 
parte de esto es casi correcto -es solo asunto de interpretaciôn. 

Ante todo, sabemos que la nueva forma de representar el mundo en mecânica 
cuântica -la nueva estructura- es dar una amplitud a cada evento que pueda ocu- 
rrir, y si el evento involucra la recepciôn de una particula, podemos dar la amplitud 
de encontrar esa particula en diferentes lugares y en diferentes tiempos. La proba¬ 
bilidad de encontrar la particula es, entonces, proporcional al cuadrado del valor 
absoluto de la amplitud. En general, la amplitud de encontrar una particula en di¬ 
ferentes lugares y en diferentes tiempos varia con la posiciôn y el tiempo. 

En un caso especial la amplitud varia sinusoidalmente en el espacio y en el tiem¬ 
po como e'f"' - k • ') (no olvidar que estas amplitudes son nümeros complejos, no 
nùmeros 


reales) y comprende una frecuencia definida y un numéro de onda k. Entonces 
résulta que esto corresponde a la situaciôn limite clâsica donde podriamos haber 
creido tener una particula cuya energia E fuese conocida y estuviese relacionada a 
la frecuencia por 

E = tua, (38.1) 

y cuyo momentum p es también conocido y estuviese relacionado con el numéro de 
onda por 

P = *k. ' (38.2) 

Esto signifïca que la idea de particula es limitada. La idea de una particula -su 
ubicaciôn, su momentum, etc.- que usamos tanto, es en cierta forma insatisfactoria. 
Por ejemplo, si una amplitud de encontrar una particula en lugares diferentes estâ 
dada por e ifMl - k • 0, cuyo môdulo al cuadrado es una constante, esto significaria que 
que la probabilidad de encontrar una particula es la misma en todos los puntos. Esto 
signifïca que no sabemos donde estâ -puede estar en cualquier parte- hay una gran 
indeterminaciôn en su ubicaciôn. 

Por otra parte, si la posiciôn de una particula se conoce màs o menos bien pode¬ 
mos predecir esto con bastante précision, entonces la probabilidad de encontrarla en 
lugares diferentes debe estar restringida a una cierta région, cuya longitud llamamos 
Ax. Fuera de esta région, la probabilidad es cero. Ahora bien, esta probabilidad es 
el cuadrado del môdulo de una amplitud, y si el cuadrado del môdulo es cero, la am¬ 
plitud también es cero, de manera que tenemos un tren de ondas cuya longitud es 
Ax (Fig. 38-1), y la longitud de onda (la distancia entre nodos de las ondas en el 
tren) de este tren de ondas es lo que corresponde al momentum de la particula. 


—— AX 


Fig. 38-1. Un paquete de ondas de lar¬ 
go Ax. 

Aqui encontramos un hecho extrano respecta a las ondas; algo muy simple, lo 
cual no tiene nada que ver estrictamente con la mecânica cuântica. Es algo que to¬ 
dos aquellos que trabajan con ondas, aun si no conocen la mecânica cuântica, sa- 
ben: es decir, no podemos définir una ûnica longitud de onda para un tren de ondas 
corto. Tal tren de ondas no tiene una longitud de onda definida; hay una indefiniciôn 
en el nùmero de onda, la cual estâ relacionada con la longitud finita del tren y por 
ello hay una indefiniciôn en el momentum. 


V\A/\M—— 


38-2 Medida de la posiciôn y del momentum 

Consideremos dos ejemplos de esta idea para ver la razôn de por qué existe una 
indeterminaciôn en la posiciôn y/o en el momentum, siempre que la mecânica cuân¬ 
tica esté correcta. Hemos visto antes también, que si no hubiera tal cosa -si fuera 
posible medir simultâneamente la posiciôn y el momentum de algo- tendriamos 
una paradoja; es una fortuna que no tengamos tal paradoja y el hecho 
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Fig. 38-2. Difracciôn de particulas que 
pasan a través de una rendija. 


de que tal indeterminaciôn llegue naturalmente a partir de la representaciôn ondulato- 
ria muestra que todo es internamente compatible 

Aqui hay un ejemplo que muestra la relaciôn entre la posiciôn y el momentum, 
en una circunstancia que es fàcil de entender. Supongamos tener una sola rendija 
y particulas que llegan desde muy lejos con una cierta energia -de modo que llegan 
esencialmente en forma horizontal (Fig. 38-2}-. Nos concentraremos en la compo- 
nentes verticales del momentum. Todas estas particulas tienen un cierto momentum 
horizontal, digamos p 0 en un sentido clâsico. De modo que, en el sentido clàsico, 
el momentum vertical p y , antes de que la particula pase por cl agujero, es perfec- 
tamente conocido. La particula no se mueve ni hacia arriba ni hacia abajo porque 
viene de una fuente leiana -y asi el momentum vertical es, por supuesto, cero-. Pe- 
ro supongamos ahora que pasa a través del agujero de ancho B. Entonces, después 
que ha salido del agujero conocemos la posiciôn en el sentido vertical -la posiciôn 
y- con considérable précision, es decir, ± B. Esto es, la indeterminaciôn en la po¬ 
siciôn, A es del orden de B. Ahora quisiéramos también decir, ya que sabemos 
que el momentum es absolutamente horizontal, que Ap y es cero; pero esto es errô- 
neo. Nosotros una vez supimos que el momentum era horizontal, pero ya no lo sa¬ 
bemos mâs. Antes de que las particulas pasaran a través del agujero, no conocia- 
mos sus posiciones verticales. ; Ahora que hemos encontrado la posiciôn vertical, 
haciendo que la particula pase a través del agujero, hemos perdido nuestra informa- 
ciôn sobre el momentum vertical! (,Por qué? De acuerdo a la teoria ondulatoria, hay 
un esparcimiento o difracciôn de las ondas después que pasan la rendija asi como 
para la luz. Por lo tanto, existe una cierta probabilidad de que las particulas que sa- 
len de la rendija no sigan exactamente derecho. El diagrama se ensancha por el efec- 
to de difracciôn y el ângulo de ensanche, que podemos définir como el ângulo del 
primer minimo, es una medida de la indeterminaciôn en el ângulo final. 


^Corno llega a ensancharse el diagrama? Decir que se ensancha significa que 
hay alguna probabilidad de que la particula se esté moviendo hacia arriba o hacia 
abajo. Esto es, que tenga una componente del momentum hacia arriba o hacia 
abajo. Decimos probabilidad y particula porque podemos detectar este diagrama de 
difracciôn con un contador de particulas, y cuando el contador recibe la particula, 
digamos en C en la figura 38-2, recibe la particula entera, de modo que, en un senti¬ 
do clâsico, la particula tiene un momentum vertical para alcanzar desde la rendija 
el punto C. 

Para obtener una cierta idea de cuànto se esparce el momentum, el momentum 
vertical p v se esparce en p 0 A6, donde p 0 es el momentum horizontal. de qué ta- 
mano es AO en el diagrama ensanchado? Sabemos que el primer minimo ocurre 
para un ângulo AO tal que las ondas que provienen de un borde de la rendija tienen 
que viajar una longitud de onda mâs lejos que las ondas que provienen del otro lado 
-hemos desarrollado esto 


antes-(Cap. 30). Por lo tanto A6 es A/B y asi Ap y en este experimento es p 0 A/B. 
Nôtese que si hacemos B mâs pequeno y hacemos una medida mâs précisa de la 
posiciôn de la particula, el diagrama de difracciôn se ensancha. Recuerden que, 
cuando cerramos las rendijas en el experimento con las microondas, teniamos mâs 
intensidad a ângulos mâs grandes. De modo que mientras mâs angosta hacemos la 
rendija tanto mâs ancho se hace el diagrama, y mayor es la probabilidad de que 
encontremos que la particula tiene momentum hacia el lado. Asi, pues, la inde¬ 
terminaciôn dei momentum vertical es inversamente proporcional a la indetermina¬ 
ciôn de y. En efecto, vemos que el producto de las dos es igual a' p 0 A. Pero A es la 
longitud de onda y p 0 el momentum y, de acuerdo con la mecânica cuàntica, la 
longitud de onda por el momentum es la constante de Planck h. Asi, pues, obtene- 
mos la régla que la indeterminaciôn en el momentum vertical y en la posiciôn verti¬ 
cal tienen un producto del orden de h: 

Ay Ap v ~ h. (38.3)' 

No podemos preparar un sistema en el cual conozcamos la posiciôn vertical de una 
particula y podamos predecir cômo se moverâ verticalmente con una certeza mayor 
que la dada por (38.3). Esto es, la indeterminaciôn en el momentum vertical debe ex¬ 
céder de h/Ay, donde A.y es la indeterminaciôn en nuestro conocimiento de la po¬ 
siciôn. 

Algunas veces la gente dice que la mecânica cuàntica estâ contpletamente equi- 
vocada. Cuando la particula Uegaba desde la izquierda su momentum vertical era 
cero. Y ahora que ha atravesado la rendija, su posiciôn es conocida. Tanto la po¬ 
siciôn como el momentum parecen conocerse con précision arbitraria. Es completa- 
mente cierto que podemos recibir una particula y al recibirla determinar cuâl es su 
posiciôn y cuâl es el momentum que deberia haber tenido para lograr llegar ahi. Esto 
es verdad, pero eso no es a lo que se refiere la relaciôn de indeterminaciôn (38.3). 
La ecuaciôn (38.3) se refiere a la predictibilidad de una situaciôn, no se refiere al 
pasado. No estâ bien decir “Yo sabia cuâl era el momentum antes que atravesara 
la rendija, y ahora conozco su posiciôn", porque ahora el conocimiento del momen¬ 
tum se ha perdido. El hecho de que haya pasado por la rendija no nos permite ya 
predecir el momentum vertical. Estamos hablando respecto a una teoria predictiva, 
no de medidas, después del hecho, de modo que debemos hablar sobre lo que pode¬ 
mos predecir. 

Ahora tomemos el asunto de otra forma. Tomemos otro ejemplo del mismo fe- 
nômeno, un poco mâs cuantitativamente. En el ejemplo anterior medimos el momen¬ 
tum por un método clâsico. Es decir, consideramos la direcciôn, la velocidad, los 
ângulos, etc., de tal modo que obtuvimos el momentum mediante un anàlisis- clâ¬ 
sico. Pero, ya que el momentum estâ relacionado al numéro de onda, todavia existe 
en la naturaleza otro camino para medir el momentum de una particula -fotôn u 
otra cosa-, el cual no tiene analogia clâsica, ya que utiliza la ecuaciôn (38-2). Me¬ 
dimos la longitud de onda de las ondas. Tratemos de medir el momentum en esta 
forma. 

Supongan que tenemos una red de difracciôn con un gran numéro de lineas 
(Fig. 38-3), y enviamos un haz de particulas hacia la red. A menudo hemos discuti- 
do este problema: si las particulas tienen un momentum definido, entonces obtene- 
mos una figura muy marcada en cierta direcciôn debido a la interferencia. Y tam¬ 
bién hemos hablado de la précision con que podemos determinar ese momentum, 
es decir, cuâl es el poder de resoluciôn de esa red. En vez de deducirlo otra vez, nos 
referimos al capitulo 30, donde 
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Fig. 38-3. Determinaciôn del momentum, 
usando una red de difracciôn. 

encontramos que la indeterminaciôn relativa en la longitud de onda que se puede medir 
con una red dada es 1 /Nm, donde N es el numéro de lineas de la red y m es el orden del 
diagrama de difracciôn. Esto es, 



AX/X = 1 /Nm. (38.4) 

Ahora bien, la formula (38.4) se puede reescribir en la forma 

AX/X 2 = \/Nm\ = 1/L, (38.5) 

donde L es la distancia mostrada en la figura 38.3. Esta distancia es la diferencia 
entre la distancia total que la particula u onda o lo que sea tiene que atravesar si 
se refleja desde la base de la red, y la distancia que tiene que atravesar si es refleja- 
da desde el tope de la red. Es decir, las ondas que forman el diagrama de difracciôn 
son ondas que provienen de diferentes partes de la red. Las primeras que llegan pro- 
vienen de la parte inferior de la red, del comienzo del tren de ondas, y el resto provie- 
ne de partes posteriores del tren de ondas, proviniendo de diferentes partes de la 
red, hasta que la ûltima finalmente llegue, y esto implica un punto en el tren de on¬ 
das a una distancia L detràs del primer punto. Asi, pues, para que tengamos 
una linea definida en nuestro espectro correspondiente a un momentum defïnido, 
con una indeterminaciôn dada por (38.4), tenemos que tener un tren de ondas de 
una longitud de al menos L. Si el tren de ondas es demasiado corto, no estaremos 
usando toda la red. Las ondas que forman el espectro se reflejan solamente en un 
corto sector de la red si el tren de ondas es demasiado corto y la red no trabajarâ 
correctamente -encontraremos una gran extension angular- Para obtener uno mâs 
angosto, necesitamos usar toda la red de modo que al menos en algûn momento el 
tren de ondas completo sea dispersado simultâneamente desde todas las partes de la 
red. Asi el tren de onda debe ser de longitud L para tener una indeterminaciôn en 
la longitud de onda menor que la dada por (38.5). A propôsito. 


AX/X 2 = A(l/X) = A/c/2tt. (38.6) 

Por lo tanto, 

A k = 2t r/L, (38.7) 


excede 2 n. Lo llamaremos Ax porque es la indeterminaciôn en la posiciôn de la 
particula. Si el tren de ondas existe solamente en una longitud fmita, entonces es 
ahi donde podriamos encontrar la particula dentro de una indeterminaciôn Ax. Aho¬ 
ra bien, esta propiedad de las ondas de que el producto de la longitud del tren de 
ondas por la indeterminaciôn del nûmero de onda asociada con él es por lo menos 
2n, es una propiedad conocida por cualquiera que las haya estudiado. Esto no tiene 
nada que ver con la mecânica cuântica. Es simplemente, que si tenemos un tren 
finito no podemos contar las ondas en él en forma muy précisa. Tratemos otra 
forma de ver la razôn de ello. 

Supongan que tenemos un tren finito de longitud L; entonces, debido a la forma 
en que decrece hacia los extremos, como en la figura 38-1, el numéro de ondas en 
la longitud L es incierto, en algo como + 1. Pero el numéro de ondas en L es 
kL/ln. Asi, k es incierto y otra vez obtenemos el resultado (38.7), una propiedad 
nada mâs que de las ondas. La misma cosa se cumple, ya sea si las ondas estân en 
el espacio y A: es el nûmero de radianes por centimetro y L es la longitud del tren, o 
bien las ondas estân en el tiempo y o» es el nûmero de oscilaciones por segundo y T 
es la “longitud” del tiempo en que llega el tren de ondas. Esto es, si tenemos un 
tren de onda que dura solamente por un cierto tiempo finito T, indeterminaciôn en la 
frecuencia estâ dada por 


Au = 2ir /T. 

Hemos tratado de recalcar que ésas son las propiedades de las ondas solamente, las 
cuales son bien conocidas, por ejemplo en la teoria del sonido. 

El punto es que en la mecânica cuântica interpretamos el nûmero de onda como 
una medida del momentum de una particula con la régla p = fik, de modo que la 
relaciôn (38.7) nos dice que Ap** h/Ax. Entonces, esto es una limitaciôn de la idea 
clâsica del momentum. (jNaturalmente esto tiene que estar limitado en alguna for¬ 
ma, si nosotros vamos a representar particulas por ondas!) Es agradable haber en- 
contrado una régla que nos dé alguna idea de cuândo hay fracaso de las ideas clâ- 


38-3 Difracciôn en cristales 

A continuaciôn consideremos la réflexion de ondas corpusculares en un cristal. 
Un cristal es algo grueso que contiene muchos âtomos similares —mâs tarde incluire- 
mos algunas complicaciones- en un arreglo bonito. La cuestiôn es cômo ubicar el 
arreglo de modo que obtengamos una fuerte réflexion màxima en una direcciôn dada 
para un haz dado de, digamos, luz (rayos X), electrones, neutrones o cualquier cosa. 
Para obtener una fuerte réflexion, la dispersion desde todos los âtomos debe estar en 
fase. No puede haber nùmeros iguales en fase y fuera de fase. o las ondas se anula- 
ràn. La forma de arreglar las cosas es encontrar las regiones de fase constante, 
como ya hemos explicado; son pianos que forman àngulos iguales con las direccio- 
nes inicial y final (Fig. 38-4). 


donde L es la longitud del tren de ondas. 

Esto significa que si tenemos un tren de ondas cuya longitud es menor que L, 
la indeterminaciôn en el nûmero de onda debe exceder a 2n/L. O la indeterminaciôn 
en el producto de un nûmero de onda por la longitud del tren de ondas -lo llama¬ 
remos por un momento Ax- 


Si consideramos dos pianos paralelos, como en la figura 38-4, las ondas disper- 
sadas desde los dos pianos estaràn en fase siempre que la diferencia de distancia re¬ 
corrida por un frente de onda sea un nûmero entero de longitudes de onda. Esta di¬ 
ferencia se puede ver que es 2 d sen 0, donde d es la distancia perpendicular entre 
los pianos. Asi, pues, la 
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Fig. 38-4. Dispersion de ondas por pianos 
cristalinos. 


2c?sen 6 = n\ (n = 1,2,.. .). 


(38.9) 


Si, por ejemplo, el cristal es tal que los âtomos yacen en pianos que obedecen la 
condiciôn (38.9) con n — 1, habrâ una fuerte réflexion. Si, por otro lado, hay por el 
medio otros âtomos de la misma naturaleza (igual en densidad), entonces los pianos 
intermedios también dispersaràn en forma igualmente fuerte e interferirân con los 
otros y no se producirâ efecto alguno. Asi, d en (38.9) debe referirse a pianos adya- 
centes; jno podemos tomar un piano cinco capas mâs atrâs y usar esta formula! 

Es de interés que los cristales reales usualmente no son tan simples como un 
solo tipo de àtomo repetido en cierta forma. En cambio, si hacemos un anàlogo en 
dos dimensiones, son muy similares al papel mural, en el cual hay algün tipo de fi¬ 
gura que se repite sobre todo el papel mural. Por “figura" entendemos en el caso de 
âtomos algûn arreglo -calcio, un carbono, très oxigenos, etc., para el carbonato de 
calcio, etc.-, el cual puede comprender un numéro relativamente grande de âtomos. 
Pero, sea lo que sea, la figura se repite en una estructura. Esta figura bâsica se llama 
celda unitaria. 

La figura bâsica de repeticiôn define lo que llamamos el tipo de red cristalina; 
el tipo de red se puede inmediatamente determinar examinando las reflexiones y vien- 
do cuâl es su simetria. En otras palabras, donde encontramos alguna réflexion esto 
détermina el tipo de red, pero para determinar cuâles son cada uno de los elementos 
de la red uno debe tomar en cuenta la intensidad de la dispersion en varias direccio- 
nes. En qué direcciones hay dispersion, dépende del tipo de red, pero lo interna 
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Fig. 38-8. Intensidad de neutrones 
Fig. 38-7. Difusiôn de neutrones de que salen de una barra de grafito, en fun- 

una pila a través de un bloque de grafito. ciôn de la longitud de onda. 

que es cada dispersion, queda determinado por lo que hay dentro de cada celda unitaria 
y de esta manera se détermina la estructura de los cristales. 

En las figuras 38-5 y 38-6 se muestran dos fotografias de diagramas de difrac- 
ciôn por rayos X; ilustran la dispersion en sal comùn y mioglobina, respectivamente. 

A propôsito, ocurre un hecho interesante, si los espacios entre los pianos mâs 
cercanos son menores que A/2. En este caso, la (38.9) no tiene soluciôn para n. 
Asi, si A es mayor que el doble de la distancia entre pianos adyacentes, no hay dia- 
grama de difracciôn latéral y la luz -o lo que sea- atravesarâ derechamente el mate- 
rial sin rebotes o pérdidas. De modo que en el caso de la luz, donde .1 es mucha 
mayor que el espaciado, por supuesto, atraviesa y no hay figura de réflexion en los 
pianos del cristal. 

Este hecho tiene también una consecuencia interesante en el caso de las pilas que 
producen neutrones (evidentemente estas son particulas, para cualquier persona). Si 
tomamos esos neutrones y los introducimos dentro de un gran bloque de grafito, 
los neutrones se difunden y se abren camino (Fig. 38-7). Se difunden porque rebotan 
con los âtomos, pero estrictamente, en la teoria ondulatoria, rebotan en los âtomos 
debido a la difracciôn en los pianos cristalinos. jRésulta que si tomamos un pedazo 
muy largo de grafito, los neutrones que salen del extremo mâs lejano tienen todos 
una gran longitud de onda! En efecto. si uno hace un grâfico de la intensidad en 
funciôn de la longitud de onda. no obtenemos nada excepto para longitudes de 
onda mayores que un cierto minimo (Fig. 38-8). En otras palabras, en esa forma po¬ 
demos obtener neutrones muy lentos. Solamente atraviesan los neutrones mâs lentos; 
no son difractados ni dispersados por los pianos cristalinos del grafito, sino que con- 
tinüan atravesando derechamente como la luz a través del vidrio, y no son disper¬ 
sados hacia los lados. Hay muchas otras demostraciones de la realidad de las ondas 
de neutrones y de las ondas de otras particulas. 



38-4 El tamano de un àtomo 

Consideraremos ahora otra aplicaciôn de la relaciôn de indeterminaciôn, asi 
en la ecuaciôn (38.3). Esto no debe ser tomado demasiado seriamente; la idea es co- 
rrecta, pero el anâlisis no es muy preciso. La idea tiene que ver con la determinaciôn 
del tamano de los âtomos y el hecho de que, clâsicamente, los electrones irradiarian 
luz y describirian una espiral hasta depositarse sobre el nûcleo. Pero eso no puede 
ser correcto desde el punto de vista de la mecânica cuàntica, porque entonces sabria- 
mos donde està cada électron y con qué velocidad se està moviendo. 
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Supongamos que tenemos un âtomo de hidrôgeno y que medimos la posiciôn del 
electrôn; no debemos poder predecir exactamente dônde estâ el electrôn, o, de lo 
contrario, el ancho de la distribuciôn del momentum sera infmito. Cada vez que mi- 
ramos el electrôn, éste estâ en alguna parte, pero tiene una amplitud de estar en dife- 
rentes lugares, de modo que hay una probabilidad de encontrarlo en diferentes luga- 
res. Esos lugares no pueden estar todos en el nücleo; supondremos que hay una 
distribuciôn de la posiciôn del orden a. Es decir, la distancia del electrôn al nücleo 
es comünmente alrededor de a. Determinaremos a minimizando la energia total del 
âtomo. 

El ancho de la distribuciôn del momentum es de aproximadamente h/a debido 
a la relaciôn de indeterminaciôn, de modo que si tratamos de medir en alguna forma 
el momentum del electrôn, por ejemplo, mediante dispersion de rayos X y mirando 
desde un dispersor môvil el efecto Doppler, no esperariamos obtener cada vez cero 
—el electrôn no estâ detenido—; pero los momenta deben ser del orden de /> <=*= h/a. 
Enfonces, la energia cinética es aproximadamente ’/ 2 mv 2 = jp-flm = h 2 /2ma 2 . (En 
cierto sentido, esto es una especie de anàlisis dimensional para encontrar en qué 
forma la energia cinética dépende de la constante de Planck, de m y del tamano del 
âtomo. No necesitamos confiar en nuestra respuesta a menos de factores taies como 
2, 7 i, etc. Ni siquiera hemos definido muy precisamente a.) Ahora bien, la energia 
potencial es menos e 2 dividido por la distancia al centro, es decir -e 2 la, donde, re- 
cordemos, é 1 es el cuadrado de la carga del electrôn, dividida por 4^f „ El caso es 
ahora, que la energia potencial se reduce si a disminuye, pero mientras menor es a 
tanto mayor es el momentum necesario, debido al principio de indeterminaciôn, y 
por lo tanto mayor es la energia cinética. La energia total es 

E = h 2 /2ma 2 - e 2 /a. (38.10) 

No sabemos cuânto es a, pero sabemos que el âtomo se arreglarâ por si mismo y 
harâ cierto compromiso de modo que la energia sea tan pequena como sea posible. 
Para minimizar E derivemos con respecto a a, pongamos la derivada igual a cero y 
despejemos a. La derivada de E es: 

dE/da = -h 2 /ma 3 + e 2 /a 2 , (38.11) 

y poniendo dE/da = 0, da a a el valor 
a 0 = 0,528 angstrom 

0,528 x 10" 10 métro. (38.12) 


Esta distancia particular se llama el radio de Bohr, y hemos aprendido asi que las 
dimensiones atômicas son del orden de los angstroms, lo cual es correcto: jEsto es 
algo estupendo; en realidad, es sorprendente, ya que hasta ahora no teniamos base 
para entender el tamano de los âtomos! Los âtomos son algo completamente im- 
posible desde el punto de vista clàsico, ya que los electrones deberian caer en espiral 
hacia el nücleo. 

Si ahora introducimos el valor (38.12) para a en (38.10) para encontrar la ener¬ 
gia, résulta 

E 0 = -e 2 /2a 0 = -me*/2h 2 = -13.6ev. (38.13) 


ôQué significa una energia negativa? Significa que el electrôn tiene menor energia 
cuando esjé en el âtomo que cuando estâ libre. Significa que estâ ligado. Significa 
que se requiere energia para expulsar el electrôn; se requiere una energia del orden 
de 13,6 eV para ionizar un âtomo de hidrôgeno. No tenemos razôn para pensar que 
no sea dos o très veces esto -o la mitad de esto- o (1 /n) veces esto, ya que hemos 
usado un razonamiento tan poco cuidadoso. ;Sin embargo, hemos trampeado, ya 
que hemos usado todas las constantes de tal manera de lograr que resuite el nümero 
exacto! Este nümero, 13,6 electronvolts, se llama un Rydberg de energia; es la ener¬ 
gia de ionizaciôn del hidrôgeno. 

De modo que ahora comprendemos por qué no caemos a través del piso. Cuan¬ 
do caminamos, nuestros zapatos con sus masas de âtomos empujan contra el piso 
con su masa de âtomos. Para apretar los âtomos, los electrones deberian estar con- 
fmados en un espacio menor, y, por el principio de indeterminaciôn, sus momenta 
deberian ser mayores en promedio, y esto significa mayor energia; la resistencia a 
la compresiôn atômica es un efecto cuântico y no un efecto clàsico. Clâsicamente, 
esperariamos que si tuviéramos que juntar todos los electrones y protones màs cerca 
unos de otros, la energia deberia reducirse aün màs, y el mejor arreglo de cargas 
positivas y negativas en la fisica clâsica es de que todas estén una encima de la otra. 
Esto era en la fisica clâsica y fue un rompecabezas debido a la existencia del âtomo. 
Por supuesto, los primeras cientificos inventaron algùn camino para salir del pro- 
blema -jpero no se preocupen; nosotros tenemos ahora la salida correcta! (Tal vez.) 

A propôsito, aunque no tenemos razôn para entenderlo por el momento, en una 
situaciôn donde hay muchos electrones, résulta que tratan de mantenerse alejados 
unos de otros. Si un electrôn estâ ocupando un cierto espacio, otro no ocupa el mis¬ 
mo espacio. Mas precisamente, hay dos maneras de girar, de modo que pueden ubi- 
carse dos, uno arriba del otro, uno girando en un sentido y el otro en el otro sentido. 
Pero después de esto no podemos poner ninguno màs. Tenemos que poner otros en 
otro lugar, y ésta es la razôn verdadera de por qué la materia tiene resistencia. Si 
pudiéramos poner todos los electrones en el mismo lugar, se condensaria aün mâs 
de lo que estâ. Es el hecho de que los electrones no pueden estar uno encima del 
otro, que hace sôlidas las masas y todo lo demâs. 

Es évidente que para entender las propiedades de la materia tendremos que usar 
la mecânica cuântica y no quedarnos satisfechos con la mecânica clâsica. 


38-5 Niveles de energia 

Hemos hablado del âtomo en su condiciôn de màs baja energia posible, pero ré¬ 
sulta que el electrôn puede hacer otras cosas. Puede moverse y agitarse de una 
manera mâs ràpida y, por lo tanto, hay muchos movimientos diferentes y posibles 
para el âtomo. De acuerdo con la mecânica cuântica, en una condiciôn estacionaria 
puede haber solamente energias definidas para un âtomo. Hacemos un diagrama 
(Fig. 38-9) en el cual dibujamos verticalmente la energia y trazamos una linea hori¬ 
zontal para cada valor permitido de la energia. Cuando el electrôn estâ libre, es de¬ 
cir, cuando su energia es positiva, puede tener cualquier energia; se puede estar mo- 
viendo a cualquier velocidad. Pero las energias ligadas no son arbitrarias. El âtomo 
debe tener uno u otro de un conjunto de valores permitidos, taies como los de la 
figura 38-9. 
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Fig. 38-9. Diagrama energético para un 
âtomo, mostrando varias transiciones posi- 
bles. 

Llamemos E 0 , E u E v E } a los valores permitidos de la energia. Si un âtomo 
estâ inicialmente en uno de esos “estados éxcitados”, E v E 2 , etc. no permanece en 
ese estado para siempre. Tarde o temprano caerâ a un estado màs bajo e irradiarâ 
energia en forma de luz. La frecuencia de la luz emitida estâ determinada por la con- 
servaciôn de la energia màs el conocimiento cuàntico de que la frecuencia de la luz 
estâ relacionada con la energia de la luz por la (38.1). Por lo tanto, la frecuencia de 
la luz liberada en una transiciôn desde la energia E 3 a la energia £, (por ejemplo), es 

«si = ( E a - E l )/h. (38.14 

Esto es entonces una frecuencia caracteristica del âtomo y define una linea de émi¬ 
sion espectral. Otra posible transiciôn séria de E } a E 0 . Tendria una frecuencia di- 
ferente 

co 30 = ( E 3 - E 0 )/h. (38.15) 

Otra posibilidad es que si el âtomo fuera excitado al estado E t . podria caer al estado 
fundamental E 0 emitiendo un fotôn de frecuencia 



coio = (£i - E 0 )/h. (38.16) 

La razôn por la cual t'raemos a colaciôn estas très transiciones es para senalar 
una relaciôn intéresante. Es fàcil ver a partir de (38.14), (38.15), y (38.16) que 

(O 30 = «31 + «io- (38.17) 

En general, si encontramos dos lineas espectrales esperaremos encontrar otra linea 
correspondiente a la suma de las frecuencias (o a la diferencia de las frecuencias) 
y que todas las lineas puedan ser entendidas encontrando una sérié de niveles taies, 
que cada linea corresponde a la diferencia de energia de algün par de niveles. Esta 
coincidencia notable en las frecuencias espectrales fue notada antes de que la mecâni- 
ca cuàntica fuera descubierta, y se llama principio de combination de Ritz. Este es 
otra vez un misterio desde el punto de vista de la mecânica clâsica. No insistamos 
en el punto de que la mecânica clâsica es un fracaso en el dominio atômico; nos pare- 
ce haberlo demostrado muy bien. 

Hemos ya hablado sobre la mecânica cuàntica como que es representada por 
amplitudes, las cuales se comportan como ondas. con ciertas frecuencias y numé¬ 
ros de onda. Observemos cômo llegamos desde el punto de vista de las amplitudes 
a que el âtomo tiene estados energéticos definidos. Esto es algo que no podemos 
entender con lo que hemos dicho hasta aqui. pero todos estamos familiarizados con 
el hecho de que ondas encerradas tienen 


frecuencias defmidas. Por ejemplo, si el sonido estâ confinado en un tubo de ôrgano 
o algo parecido, hay màs de una forma en que el sonido pueda vibrar, pero para cada 
una de esas formas hay una frecuencia defmida. Asi, un objeto en el cual las ondas 
estân encerradas tiene ciertas frecuencias de resonancia. Por lo tanto, es una propie- 
dad de las ondas en un espacio confmado -una materia que discutiremos en detalle, 
con formulas, mâs tarde- que existan solamente a frecuencias defmidas. Y, ya que 
existe la relaciôn general entre las frecuencias de la amplitud y la energia, no nos 
sorprende encontrar energias defmidas asociadas con electrones ligados en los 
âtomos. 


38-6 Implicaciones filosôficas 

Consideremos brevemente algunas implicaciones filosôficas de la mecânica cuân- 
tica. Como siempre, hay dos aspectos del problema: uno es la implicaciôn filosôfica 
para la fisica y el otro es la extrapolaciôn de asuntos filosôficos a otros campos. 
Cuando las ideas filosôficas asociadas con la ciencia son arrastradas a otro campo, 
usualmente ellas son completamente distorsionadas. Por lo tanto, limitaremos nues- 
tras consideraciones tanto como sea posible a la fisica misma. 

En primer lugar el aspecto mâs interesante es la idea del principio de indetermi- 
naciôn; el hacer una observaciôn afecta el fenômeno. Siempre se ha sabido que el 
hacer observaciones afecta un fenômeno, pero el punto es que el efecto no puede ser 
dejado a un lado, o minimizado 0 disminuido arbitrariamente mediante un nuevo 
arreglo del aparato. Cuando investigamos cierto fenômeno no nos queda màs reme- 
dio que perturbarlo en cierta forma minima, y la perturbation es necesaria para la 
compalibilidad del punto de vista. En la fisica precuântica el observador fue algunas 
veces importante, pero solamente en un sentido mâs bien trivial. El problema ha sido 
establecido: si un ârbol cae en un bosque y no hay nadie que lo escuche, ^hace rui- 
do? Lin ârbol real cayendo en un bosque real, hace, por supuesto, ruido aunque 
nadie esté ahi. Aunque no haya nadie présente para escucharlo. quedan otras hue- 
llas. El sonido agitarâ algunas hojas y si fuéramos lo suficientemente cuidadosos. 
podriamos encontrar en alguna parte que alguna espina ha raspado contra una hoja 
y hecho una rayadura fina que no podria ser explicada. a menos que supongamos 
que la hoja estaba vibrando. De modo que en cierto sentido deberiamos admitir 
que hubo sonido. Podemos preguntarnos: ôhubo una sensation de sonido? No. las 
sensaciones tienen que ver, presumiblemente, con la conciencia. Y si las hormigas 
son conscientes y si habia hormigas en el bosque, o si los ârboles tuvieran concien¬ 
cia, no lo sabemos. Dejemos el problema en esa forma. 


Otra cosa que la gente ha recalcado desde que la mecânica cuàntica se ha des- 
arrollado, es la idea de que no deberiamos hablar de las cosas que no podemos me- 
dir. (Realmente la teoria de la relatividad también decia esto.) A menos que una cosa 
pueda ser defmida por la medida, no tiene cabida en una teoria. Y, ya que un valor 
preciso del momentum de una particula localizada no puede ser defmido por medi- 
ciôn, no tendrà, por lo tanto, cabida en la teoria. La idea de que esto es lo que suce- 
dia con la teoria clâsica es una position falsa. Es un anâlisis sin cuidado de la situa¬ 
tion. Que nosotros no podamos medir posiciôn y momentum en forma précisa, no 
significa a priori que no podamos hablar de ello. Solamente significa que no necesi- 
tamos hablar de ello. La situation en las ciencias es ésta: un concepto o una idea que 
no pueden ser medidos 


38-11 


38-12 




o no pueden ser referidos directamente a un experimento, pueden o no pueden ser 
utiles. No necesitan existir en una teoria. En otras palabras, supongamos que compa¬ 
râmes la teoria clàsica del mundo con la teoria cuântica del mundo y supongamos 
que experimentalmente es verdad que podemos medir posiciôn y momentum solo en 
forma imprecisa. La cuestiôn es si los conceptos de posiciôn exacta de una particula y de 
momentum exacto de una particula son vàlidos o no. La teoria clàsica admite estos 
conceptos; la teoria cuântica no. Esto en si no significa que la fisica clàsica estâ 
equivocada. Cuando la nueva mecânica cuântica se descubriô, la gente clasicista 
-que incluia a todos, excepto a Heisenberg, Schrôdinger y Born -dijeron: "Miren, 
su teoria no es nada buena, porque ustedes no pueden contestar ciertas preguntas 
como: ôcuâl es la posiciôn exacta de la particula?, <,por cuàl hueco pasô?, y algunas 
otras mâs”. La respuesta de Heisenberg fue: “ Yo no necesito contestar taies pregun¬ 
tas, porque usted no puede experimentalmente formular tal pregunta”. Es eso lo que 
no tenemos que hacer. Consideremos dos teorias (a) y (b); la (a) contiene una idea 
que no se puede verificar directamente, pero que se usa en el anàlisis, y la otra (b) 
no contiene la idea. Si estàn en desacuerdo en sus predicciones, no se podria preten- 
der que (b) sea falsa, porque no puede explicar esta idea que estâ en (a), porque tal 
idea es una de las cosas que no se pueden verificar directamente. Es siempre bueno 
saber cuàl de las ideas no puede ser verificada directamente, pero no es necesario 
eliminarlas todas. No es verdad que nosotros podamos proseguir con la ciencia en 
forma compléta usando solo conceptos que estàn expuestos directamente al experi¬ 
mento. 


En la mecânica cuântica misma existe una amplitud de funciôn de onda, existe 
un potencial y existen muchas construcciones mentales que no pueden ser medidas 
directamente. La base de una ciencia està en su capacidad para predecir. Predecir 
significa decir qué sucederâ en un experimento que no ha sido nunca hecho. (,Cômo 
podemos hacer eso? Suponiendo que sabemos lo que hay, independientemente del 
experimento. Debemos extrapolar los experimentos a una région donde no han sido 
aûn verificados. Si no hacemos eso, no tenemos predicciôn. De modo que era perfec- 
tamente razonable para los fisicos clàsicos proseguir con toda felicidad y suponer 
que la posiciôn -la cual obviamente significa algo para una pelota de baseball- sig¬ 
nifica algo también para un electrôn. No era una estupidez. Era un procedimiento 
razonable. Hoy en dia decimos que la ley de la relatividad se supone vàlida para to¬ 
das las energias, pero algün dia alguien puede llegar a decir lo estüpidos que fuimos. 
No sabemos en qué somos “estüpidos” hasta que no “vamos hasta las ültimas con- 
secuencias”, de modo que la idea global es ir hasta las ültimas consecuencias. Y la 
ünica forma de encontrar que estâbamos equivocados es encontrar cuâles son nues- 
tras predicciones. Es absolutamente necesario construir. 


Hemos expuesto ya algunas observaciones respecto a la indeterminaciôn de la 
mecânica cuântica. Es decir, que ahora somos incapaces de predecir lo que sucederâ 
en fisica en una circunstancia fisica dada, que ha sido dispuesta lo mâs cuidadosa- 
mente posible. Si tomamos un âtomo en un estado excitado, de modo que esté por 
emitir un fotôn, no podemos decir cuândo lo emitirâ. Tiene una cierta amplitud de 
emitir el fotôn en cualquier instante y podemos predecir solamente una probabilidad 
de emisiôn; no podemos predecir exactamente el futuro. Esto ha dado origen a todo 
tipo de disparates y preguntas respecto al significado del libre albedrio, y a la idea de 
que el mundo es incierto. 
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Por supuesto, debemos recalcar que la mecânica clàsica es también en cierto 
sentido indeterminada. Se piensa generalmente que tal indeterminaciôn, que no po¬ 
damos predecir el futuro, es un importante asunto cuântico y se dice que esto ex- 
plica el comportamiento de la mente, el sentimiento del libre albedrio, etc. Pero si el 
mundo fuera clâsico -si las leyes de la mecânica fueran clâsicas-, no es tan obvio 
que la mente no se sentiria mâs o menos igual. Es clàsicamente verdadero que si 
conocemos la posiciôn y la velocidad de cada particula en el mundo, o en una caja 
con gas, podriamos predecir exactamente lo que sucederia. Y, por lo tanto, el mundo 
clâsico es determinista. Supongamos, sin embargo, que tenemos una précision finita 
y no sabemos exactamente dônde està un âtomo, digamos dentro de una parte en 
mil millones. Entonces, a medida que avanza choca a otro âtomo y, dado que no 
conociamos la posiciôn mejor que una parte en mil millones, encontraremos un 
mayor error aün en la posiciôn después del choque. Y esto, por supuesto, es ampli- 
ficado en el choque siguiente, de modo que si comenzamos con solo un ligero error 
este aumenta râpidamente a una indeterminaciôn muy grande. Para dar un ejemplo: 
si el agua cae sobre una represa, salpica. Si nos paramos cerca, entonces de vez en 
cuando alguna gota caerâ sobre nuestra nariz. Esto parece ocurrir completamente 
al azar; sin embargo, tal comportamiento podria ser predicho mediante leyes pura- 
mente clâsicas. La posiciôn exacta de todas las gotas dépende de las ondulaciones 
précisas del agua antes de llegar a la represa. ^Cômo? Las mâs pequenas irregula- 
ridades son àumentadas en la caida, de modo que obtenemos una situaciôn comple¬ 
tamente al azar. Por supuesto, no podemos realmente predecir la posiciôn de las gotas 
a menos que conozcamos el movimiento del agua en forma absolutamente exacta. 

Hablando en forma mâs précisa, dada una précision arbitraria, tan grande como 
se quiera, uno puede encontrar un tiempo suficientemente largo que no pode¬ 
mos hacer predicciones vâlidas para ese tiempo asi de largo. Ahora bien, el asunto 
es que ese intervalo de tiempo no es muy grande. No se trata de que el tiempo sea 
millones de anos si la précision es de una parte en mil millones. En efecto, el tiempo 
varia solo logaritmicamente con el error y résulta que sôlo en un intervalo de tiempo 
muy, pero muy pequeiio, perdemos toda nuestra information. Si la précision se toma 
como una parte en miles de millones y miles de millones -no importa cuantos miles 
de millones queramos, siempre que nos detengamos en alguna parte- podremos en¬ 
tonces encontrar un tiempo menor que el que se tomô para establecer la précision 
idespués del cual no podemos predecir mâs qué es lo que sucederâ! Por lo tanto, no 
es honesto decir que de la libertad aparente y de la indeterminaciôn de la mente hu- 
mana nos hubiéramos dado cuenta que la fisica clàsica “determinista" nunca podria 
esperar entenderlo, y dar la bienvenida a la mecânica cuântica como una liberaciôn 
de un universo “completamente mecanicista”. Porque ya en la mecânica Cfâsica 
desde el punto de vista pràctico hubo indeterminaciôn. 
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39-1 Propiedades de la materia 

Con este capitulo comenzamos con un nuevo tema que nos ocuparà algûn tiem- 
po. Es la primera parte del anâlisis de las propiedades de la materia bajo un punto 
de vista fisico, en la que, reconociendo que la materia estâ hecha de una gran canti- 
dad de àtomos o partes elementales, que interactüan eléctricamente y obedecen las 
leyes de la mecânica, tratamos de entender por qué los diversos agregados de àto¬ 
mos se comportan en la forma que lo hacen. 

Es évidente que éste es un tema dificil, y ponemos énfasis desde el comienzo en 
que es en realidad un tema extremadamente dificil, y que tenemos que tratarlo de 
manera diferente a como hemos tratado hasta ahora los otros temas. En el caso de 
la mecânica y en el caso de la luz pudimos comenzar con un enunciado preciso de 
algunas leyes, como las leyes de Newton, o la formula para el campo producido por 
una carga que acelera, a partir de las cuales pudimos comprender esencialmente un 
sinnûmero de fenômenos, y que dieron, desde ese momento, una base para nuestra 
comprensiôn de la mecânica y de la luz a partir de entonces. Esto es, màs tarde 
podemos aprender mâs, pero no serà una fisica diferente, solamente aprenderemos 
mejores métodos de anâlisis matemâtico para tratar la situaciôn. 

No podemos usar este método en forma efectiva para el estudio de las propieda¬ 
des de la materia. Podemos discutir la materia solo en una forma mâs elemental; 
es un tema demasiado complicado para ser analizado directamente a partir de sus 
leyes bàsicas especificas, que no son otras que las leyes de la mecânica y de la elec- 
tricidad. Pero éstas estân bastante alejadas de las propiedades que deseamos estudiar; 
se requieren demasiados pasos para obtener a partir de las leyes de Newton las pro¬ 
piedades de la materia, y estos pasos son, en si, bastante complicados. Comenzare- 
mos ahora a dar algunos de estos pasos, pero mientras que muchos de nuestros 
anâlisis serân bastante exactos, se harân a la larga menos y menos exactos. Solo 
tendremos una comprensiôn aproximada de las propiedades de la materia. 

Una de las razones de que tengamos que realizar el anâlisis en forma tan imper- 
fecta es que su matemâtica requiere una comprensiôn profunda de la teoria de pro- 
babilidades; 


no desearemos saber por dônde se mueve realmente cada âtomo, sino màs bien, 
cuântos se mueven aqui y allâ en promedio y cuàles son las probabilidades de 
diferentes efectos. Asi, este tema comprende un conocimiento de la teoria de pro¬ 
babilidades y nuestra matemâtica todavia no estâ bien preparada y no deseamos 
forzarla demasiado. 

En segundo lugar, y màs importante desde el punto de vista fisico, el comporta- 
miento real de los àtomos no es de acuerdo con la mecânica clâsica, sino de acuerdo 
con la mecânica cuântica, y una comprensiôn correcta del tema no se puede alcan- 
zar hasta que comprendamos la mecânica cuântica. Aqui, a diferencia del caso de 
las bolas de billar y de los automôviles, la diferencia entre las leyes de la mecânica 
clâsica y las leyes de la mecânica cuântica es muy importante y muy significativa, 
de manera que muchas de las cosas que deduciremos por medio de la mecânica 
clâsica serân fundamentalmente incorrectas. Por lo tanto, habrâ ciertas cosas que 
tendrân que ser parcialmente desaprendidas; sin embargo, indicaremos en cada caso 
cuândo un resultado es incorrecto, de modo que sabremos exactamente dônde estân 
los “limites”. Una de las razones para discutir la mecânica cuântica en los capitulos 
anteriores fue la de dar una idea de por qué, mâs o menos, la mecânica clâsica es 
incorrecta en las diversas direcciones. 

^Por qué tratamos el tema ahora? ^Por qué no esperamos medio ano o un ano, 
hasta que conozcamos mejor la matemâtica de las probabilidades, y que aprendamos 
un poco de mecânica cuântica, y entonces podamos hacerlo de una manera màs 
fundamental? La respuesta es que es un tema dificil ;y la mejor manera de apren- 
derlo, es haciéndolo lentamente! Lo primera que hay que hacer es lograr alguna 
idea, mâs o menos, de lo que debiera suceder en diferentes cireunstancias, y luego, 
mâs tarde, cuando conozcamos mejor las leyes, las formularemos mejor. 

Cualquiera que desee analizar las propiedades de la materia en un problema 
real, querria comenzar escribiendo las ecuaciones fundamentales y tratar luego de 
resolverlas matemâticamente. Aunque hay personas que tratan de usar este método, 
estas personas son las que fallan en este campo; el éxito real proviene de aquellos 
que comienzan desde un .punto de vista fisico, personas que tienen una idea aproxi¬ 
mada de hacia dônde van y que luego comienzan haciendo el tipo correcto de 
aproximaciones, sabiendo qué es grande y qué es chico en una situaciôn dada com- 
plicada. Estos problemas son tan complicados que es util tener una comprensiôn 
siquiera elemental, aunque inexacta e incompleta, y asi el tema serâ uno sobre el que 
volveremos una y otra vez, cada vez con mâs y màs exactitud, a medida que avan- 
cemos en nuestra curso de fisica. 

Otra razôn para comenzar el tema precisamente ahora es que ya hemos usado 
muchas de estas ideas en, por ejemplo, la quimica, y hasta hemos oido acerca de 
algunas de ellas en la segunda ensenanza. Es interesante conocer la base fisica de 
estas cosas. 

Como un ejemplo interesante, todos sabemos que volümenes iguales de gases a 
la misma presiôn y temperatura contienen el mismo numéro de moléculas. La ley de 
las proporciones multiples, que cuando dos gases se combinan en una reacciôn qui¬ 
mica, los volômenes necesarios estân siempre en proporciones enteras simples, fue 
entendida en ûltima instancia por Avogadro como significando que volômenes igua¬ 
les contienen numéros iguales de àtomos. Ahora bien, ipor qué contienen igual 
numéro de àtomos? ^Podemos deducir a partir de las leyes de Newton que el numé¬ 
ro de àtomos debe ser igual? Nos preocuparemos de 
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esta materia especifica en este capitulo. En los capitulos siguientes discutiremos 
varios otros fenômenos que comprenden presiones, volûmenes, temperatura y calor. 

Encontraremos también que el tema puede atacarse desde un punto de vista no 
atômico, y que existen muchas interrelaciones de las propiedades de las sustancias. 
Por ejemplo, si comprimimos alguna cosa, se calienta; si la calentamos, se dilata. 
Existe una relaciôn entre estos dos hechos que se puede deducir mdependientemente 
del mecanismo involucrado. Este tema se llama termodinâmica. La comprension mas 
profunda de la termodinâmica proviene, por supuesto, de la comprension del meca¬ 
nismo real involucrado, y esto es lo que haremos: tomaremos el punto de vista 
atômico desde el comienzo y lo usaremos para comprender las diversas propiedades 
de la materia y las leyes de la termodinâmica. 


âtomos se mueven en el interior de la caja con diferentes velocidades, gol- 
pean contra el piston. Supongamos que no hay nada, un vacio, en el exterior del 
piston. i,Qué pasa? Si el piston se dejara solo y nadie lo sostuviera, cada vez que 
fuera golpeado adquiriria un pequeiïo momentum y gradualmente séria empujado 
hacia afuera de la caja. De modo que para evitar que sea expulsado fuera de la caja, 
debemos sostenerlo mediante una fuerza F. El problema es ^cuânta fuerza? Una 
forma de expresar la fuerza es hablar de la fuerza por unidad de ârea: si A es el 
ârea del piston, la fuerza sobre el piston se escribirâ como un numéro multiplicado 
por el ârea. Entonces, definimos la presiôn como igual a la fuerza que tenemos que 
aplicar al piston, dividida por el ârea del piston : 

P = F/A. (39.1) 


Discutamos, entonces, las propiedades de los gases desde el punto de vista de 
las leyes de la mecânica de Newton. 


39-2 La presiôn de un gas 

En primer lugar, sabemos que un gas ejerce una presiôn y debemos comprender 
claramente a que se debe esto. Si nuestros oidos fueran unas pocas veces mas sensi¬ 
bles, podriamos escuchar un zumbido perpetuo. La évolution no ha desarrollado el 
oido hasta ese punto, porque séria inùtil si fuera tan sensible -oiriamos un jaraneo 
perpetuo-. La razôn es que el timpano estâ en contacto con el aire, y el aire con¬ 
siste en muchas moléculas en movimiento perpetuo, y estas golpean contra los 
timpanos. Al golpear contra los timpanos producen un tamborileo jrregular -bum, 
bum, bum- que no escuchamos porque los âtomos son muy pequenos, y la sensibi- 
lidad del oido no es suficiente para notarlo. El resultado de este bombardeo perpetuo 
es desplazar la membrana, pero por supuesto existe un bombardeo perpetuo igual de 
âtomos por el otro lado del timpano; asi la fuerza neta sobre él es cero. Si sacara- 
mos el aire de un lado o cambiâramos las cantidades relativas de aire en los dos 
lados, el timpano desplazaria entonces hacia un lado u otro, porque el bombardeo 
por un lado séria mayor que por el otro. A veces sentimos este efecto molesto cuan- 
do subimos demasiado ràpido en un ascensor o en un aviôn, especialmente cuando 
tenemos un resfrio grande (cuando estamos resfriados, la inflamaciôn cierra el tubo que 
conecta el aire en el interior del timpano con el aire exterior a través de la garganta, 
de modo que las dos presiones no pueden igualarse prontamente). 


Fig. 39-1. Atomos de un gas en una caja 
con un piston sin roce. 

Al considerar cômo analizar cuantitativamente la situaciôn, imaginemos que te¬ 
nemos en una caja un volumen de gas, en un extremo de la cual hay un piston que 
se puede mover (Fig. 39-1). Nos gustaria encontrar qué fuerza résulta sobre el piston 
del hecho que existen âtomos en esta caja. El volumen de la caja es K y a medida 
que los 



Para estar seguros de que entendemos la idea (tenemos que deducirla de todos mo¬ 
des para otros propôsitos), el trabajo diferencial dW hecho sobre el gas al compri- 
mirlo moviendo el piston en una cantidad diferencial —dx, séria el producto de la 
fuerza por la distancia que lo hemos comprimido, el cual séria de acuerdo a (39.1) 
el producto de la presiôn por el ârea multiplicada por la distancia, que es igual a 
menos el producto de la presiôn por la variaciôn en el volumen: 

dW = F(-dx) = -PAdx = -PdV. (39.2) 

(El producto del ârea A por la distancia dx es la variaciôn de volumen.) El signo 
menos estâ ahi porque a medida que comprimimos, disminuimos el volumen; si pen- 
samos en ello, podemos ver que, si se comprime un gas, se realiza un trabajo sobre él. 

^Cuânta fuerza tenemos que aplicar para equilibrar el golpeteo de las moléculas? 
El piston recibe de cada colisiôn cierto momentum. Cierto momentum por segundo 
se comunicarâ al piston y este comenzarà a moverse. Para evitar que se mueva, de¬ 
bemos impartir en sentido contrario el mismo momentum por segundo, mediante 
nuestra fuerza. Por supuçsto, la fuerza es el momentum por segundo que debemos 
comunicar hacia dentro. Hay otra forma de decirlo: si dejamos ir al piston, adquirirâ 
velocidad debido a los bombardeos; con cada colisiôn obtenemos un poco mâs de 
velocidad, por lo que la velocidad aumenta. La razôn a la cual el piston adquiere 
velocidad, o acelera, es proporcional a la fuerza sobre él. De modo que vemos que 
la fuerza que, como ya dijimos, es el producto de la presiôn por el ârea, es igual al 
momentum por segundo entregado al piston por las moléculas que chocan. 


Calcular el momentum por segundo es fàcil; podemos hacerlo en dos partes: 
primero, encontramos el momentum entregado al piston por un âtomo particular 
durante una colisiôn con el piston; a continuaciôn, tenemos que multiplicar por el 
numéro de colisiones por segundo que los âtomos realizan con la pared. La fuerza 
serâ el producto de esos dos factores. Ahora veâmos cuàles son esos dos factores: 
en primer lugar supondremos que el piston es un "reflector" perfecto para los âto¬ 
mos. Si no lo es, toda la teoria es errônea y el piston comenzarà a calentarse y las 
cosas cambiaràn, pero eventualmente cuando se haya establecido el equilibrio, el 
resultado neto es que las colisiones son efectivamente perfectamente elâsticas. En 
promedio, cada particula que llega, sale con la misma energia. De modo que ima- 
ginaremos que el gas estâ en una condiciôn estacionaria y que no perdemos energia 
en el piston porque el piston estâ detenido. En esas circunstancias, 
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si una particula llega con una cierta velocidad sale con la misma velocidad, y dire- 
mos que con la misma masa. 

Si v es la velocidad de un àtomo y v x es la componente x de v, entonces mv x 
es la componente x del momentum “hacia”; pero también tenemos igual compo¬ 
nente del momentum “desde” y asi el momentum total entregado al piston por la 
particula en una colisiôn es 2 mv x , ya que ésta se “refleja". 

Ahora bien, necesitamos el nümero de colisiones hechas por los àtomos en un 
segundo, o un cierto tiempo dt; entonces, dividimos por dt. ^Cuàntos àtomos estàn 
golpeando? Supongamos que hay N àtomos en el volumen V, o n — N/V en cada 
unidad de volumen. Para encontrar cuântos àtomos golpean el piston notemos que, 
dado un cierto tiempo t, si una particula tiene una cierta velocidad hacia el piston, 
lo golpearâ durante el tiempo t siempre que esté suficientemente cerca. Si està de- 
masiado lejos, harâ solamente parte del camino hacia el piston en el tiempo t, pero 
no alcanza el piston. Por lo tanto, està claro que solamente las moléculas que estàn 
dentro de una distancia vJ del piston golpearân el piston en el tiempo t. Asi, pues, 
el nümero de colisiones en un tiempo t es igual al nümero de àtomos que estàn en 
una région dentro de una distancia vJ y, ya que el àrea del piston es A, el volumen 
ocupado por los àtomos que iràn a golpear el piston es vjA. Pero el nümero de 
àtomos que iràn a golpear el piston es ese volumen multiplicado por el nümero de 
àtomos por unidad de volumen, nvjA. Por supuesto, nosotros no queremos el nû- 
mero que golpea en un tiempo t, queremos el nümero que golpea por segundo; asi 
que dividimos por el tiempo t para obtener nvyl. (Este tiempo t pudo haberse 
hecho muy corto; si deseamos ser màs elegantes, lo llamaremos dt y entonces deri- 
vamos, pero es la misma cosa.) 

De modo que encontramos que la fuerza es 

F = nv x A ■ 2mv x . (39.3) 

jVean, la fuerza es proporcional al àrea si mantenemos fija la densidad de particulas 
a medida que variemos el àrea! La presiôn es, entonces 

P = 2 nmv 2 x . (39.4) 

Ahora bien, notamos un pequeno problema con este anâlisis: primero, todas las 
moléculas no tienen la misma velocidad y no se mueven en la misma direcciôn. jDe 
modo que todas las v 2 x son diferentes! Asi que lo que debemos hacer, por supuesto, 
es tomar un promedio de las v 2 ^ ya que cada una hace su propia contribuciôn. Lo 
que queremos es el cuadrado de las v x promediado sobre todas las moléculas. 

P = nm{v 2 x ). (39.5) 

^Olvidamos incluir el factor 2? No, de todos los àtomos solamente la mitad se dirige 
hacia el piston. La otra mitad està dirigida en otra direcciôn, y si tomamos < v* >, 
estamos promediando los v x negativos al cuadrado como también los v T positivos. 
De modo que cuando tomamos simplemente < v 2 x > sin fïjamos estamos obteniendo 
el doble de lo que queremos. El promedio de v 2 x para v x positivos es igual al promedio 
de las v 2 x para todo v x multiplicado por un medio. 


Ahora bien, como los àtomos rebotan por todas partes, està claro que no hay 
nada especial respecto a la “direcciôn x”; los àtomos se pueden estar moviendo 
también hacia arriba y hacia abajo, hacia adelante y hacia atrâs, hacia adentro y 
hacia afuera. Por lo tanto, serâ cierto que < v l x ) , el movimiento promedio de los 
àtomos en una direcciôn y el promedio en las otras dos direcciones, seràn todos 
iguales: 

{vl) = (vl) = (vl). (39.6) 

Es solamente un asunto de matemàtica màs bien artificiosa notar, por lo tanto, que 
son todos iguales a un tercio de su suma, que es, por supuesto, el cuadrado del mô- 
dulo de la velocidad: 

{vl) = h(vî + vl + vl) = <t> 2 )/3. (39.7) 

Esto tiene la ventaja de que no tenemos que preocuparnos de ninguna direcciôn 
particular, y asi escribimos nuevamente nuestra formula para la presiôn en esta 
forma: 

P = ($)n(mv 2 /2). (39.8) 

La razôn de que escribamos el ûltimo factor como ( mv 2 /2 ) està en que esto es la 
energia cinética del movimiento del centra de masa de la molécula. Por lo tanto, 
encontramos que 

PV = N($){mv 2 / 2). (39.9) 

Con esta ecuaciôn podemos calcular cuàl es la presiôn si conocemos las velocidades. 
Como un ejemplo muy simple tomemos el gas helio o cualquier otra gas como vapor 
de mercurio, o vapor de potasio a temperatura suficientemente alta,o argon, en los cuales 
todas las moléculas son àtomos simples, por lo cual podemos suponer que no hay movi¬ 
miento interno en el àtomo. Si tuviéramos una moléculacomplejapodriahaberalgünmo¬ 
vimiento interno, vibraciones mutuas o algo. Supongamos que podemos despreciar eso; 
esto es realmente un asunto serio, al cual tendremos que volver, pero résulta ser correcto. 
Supongamos que el movimiento interno de los àtomos se puede despreciar, y por lo 
tanto, para este propôsito, la energia cinética del movimiento del centro de masa es 
toda la energia existente. Asi, para un gas monoatômico, la energia cinética es la 
energia total. En general llamaremos U a la energia total (algunas veces se llama 
energia total interna; podemos preguntamos por qué, ya que no hay energia externa 
al gas), es decir, toda la energia de todas las moléculas del gas o del objeto o lo 
que sea. 


Para un gas monoatômico supondremos que la energia U es igual al nümero de 
àtomos multiplicado por el promedio de la energia cinética de cada uno, porque 
hemos despreciado cualquier posibilidad de excitaciôn o movimiento interno en los 
àtomos mismos. Entonces, en esas circunstancias tendriamos 

PV = %U. (39.10) 

A propôsito, podemos detenernos aqui y encontrar la respuesta a la siguiente 
pregunta: supongamos que tomamos una lata con gas y comprimimos lentamente el 
gas, i,cuànta presiôn necesitamos para reducir el volumen? Es fàcil calcularlo ya 
que la presiôn es 2/3 de la energia, dividido por V. A medida que lo comprimimos 
estamos realizando un trabajo sobre el gas, y por lo tanto 
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aumentamos la energia U. De modo que tendremos algün tipo de ecuaciôn diferencial: si co- 
menzamos en una circunstancia dada con una cierta energia y un cierto volumen, conocemos 
la presiôn. Ahora comenzamos a comprimir, pero en el momento que lo hacemos, la 
energia U aumenta y el volumen V disminuye, de modo que la presiôn aumenta. 

Asi, tenemos que resolver una ecuaciôn diferencial y la resolveremos dentro de 
un momento. Primeramente debemos hacer, sin embargo, énfasis en que a medida 
que comprimimos este gas, estamos suponiendo que todo el trabajo va a aumentar 
la energia de los âtomos internos. Podemos preguntarnos : " i Acaso no es eso necesario? 
^Dônde mâs pudo ir?" Résulta que puede ir a otra parte, existe lo que llamamos 
“pérdida de calor" a través de las paredes: los âtomos calientes (es decir, de 
movimiento râpido) que bombardean las paredes, calientan las paredes, y la energia 
se va. Supondremos por ahora que éste no es el caso. 

Para mayor generalidad, aunque todavia estamos haciendo algunas consideracio- 
nes muy especiales respecto a nuestro gas, escribiremo.s, no PV = \U, sino 

PV = (7 - 1 )U. (39.11) 

Està escrito (j -l) multiplicado por U por razones convencionales, porque tratare- 
mos mâs tarde algunos otros casos donde el numéro frente a U no serâ y sino que 
serà un numéro diferente. Asi, para hacer la cosa en general, lo llamaremos y — 1, 
porque la gente lo ha estado llamando asi por casi cien aiïos. Este y es entonces 
$ porque $ — 1 es f, para un gas monoatômico como el helio. 

Ya hemos hecho notar que cuando comprimimos un gas, el trabajo realizado es 
-PdV. Una compresiôn en la cual no se ha agregado ni sacado energia calôrica, se 
llama compresiôn adiabâtica, del griego a (no) + dia (a través) + bainein (ir). (La 
palabra adiabâtica se usa en fisica de varias maneras y algunas veces es dificil ver 
qué tienen de comûn entre ellas.) Esto es, para una compresiôn adiabâtica, todo el 
trabajo realizado irâ a variar la energia interna. Esta es la clave -que no hay otras 
pérdidas de energia— pues entonces tenemos PdV = —dU. Pero como U = PV(y—l), 
podemos escribir 

dU = (PdV + VdP)/( 7 - 1). (39.12) 

De modo que tenemos PdV--=-(PdV + VdP)f(y-l), o reagrupando los términos 
y PdV = - VdP , o sea 

(T dV/V) + ( dP/P ) = 0. (39.13) 

Afortunadamente, suponiendo que y es constante, como lo es para un gas monoa¬ 
tômico, podemos integrar esto: se obtiene p In V + ln P = In C, donde In C es la 
constante de integraciôn. Si tomamos exponenciales de ambos lados, obtenemos 
la ley 

py r = C (una constante) (39.14) 

;En otras palabras, en condiciones adiabâticas donde la temperatura aumenta a 
medida que comprimimos porque no hay pcrdidas calôricas, la presicSn multiplicada 
por el volumen a la potencia -, es una constante para un gas monoatômico! Aunque 
lo dedujimos teôricamente, esta es, en realidad, la forma en que los gases monoatô- 
micos se comportan experimentalmente. 


39-3 Compresibilidad de la radiaciôn 

Podemos dar otro ejemplo de la teoria cinética de un gas, uno que no se usa 
mucho en quimica, pero si en astronomia. Tenemos un gran nümero de fotones en 
una caja en la cual la temperatura es muy alta. (Por supuesto, la caja es el gas en 
una estrella muy caliente. El sol no es lo suficientemente caliente; hay todavia mu- 
chos âtomos, pero a temperaturas aûn mayores en ciertas estrellas muy calientes, 
podemos despreciar los âtomos y suponer que los ûnicos objetos que tenemos en la 
caja son fotones.) Ahora bien, un fotôn tiene cierto momentum p. (Siempre encon- 
tramos que estamos en un terrible dilema cuando hacemos teoria cinética: p es la 
presiôn, pero p es el momentum; v es el volumen, pero v es la velocidad; T es la 
temperatura, pero T es la energia cinética, o el tiempo, o el torque; juno debe 
mantenerse alerta respecto a ello!) Este p es el momentum, es un vector. Realizandoel 
mismo anâlisis anterior, es la componente x del vector p la que généra el “golpe” y 
el doble de la componente x del vector p es el momentum entregado en el golpe. Asi, 
2 p x reemplaza a 2 mv^ y, en el câlculo del numéro de colisiones, v* es todavia v„ 
de modo que cuando hacemos todo el camino, encontramos que la presiôn en la 
ecuaciôn (39.4) es. en cambio 

P = 2np x v x . (39.15) 


En promedio, entonces, esto llega a ser n veces el promedio de p x v x (el mismo factor 
2) y finalmente, introduciendo las otras dos direcciones, encontramos 

PV = N (p ■ v)/3. (39.16) 

Esto concuerda con la formula (39.9) porque el momentum es mv; esto es un poco 
mâs general, eso es todo. La presiôn multiplicada por el volumen es el promedio del 
producto entre el nümero total de âtomos y 1 / 3 (p • v). 

Ahora bien, £qué es p • v para los fotones? El momentum y la velocidad tienen la 
misma direcciôn y la velocidad es la velocidad de la luz, de modo que aquélla es el 
momentum de cada uno de los objetos, multiplicado por la velocidad de la luz. El 
momentum, multiplicado por la velocidad de la luz de cada fotôn, es su energia: 
E = pc, de modo que esos términos son las energias de cada uno de los fotones y, 
por supuesto, deberiamos tomar una energia promedio, multiplicada por el nümero 
de fotones. Asi tenemos '/ 3 de la energia dentro del gas: 

PV = U/3 (gas de fotones) (39.17) 

Entonces para fotones (p-1) en (39.11) es ‘/ 3 , ya que tenemos '/ 3 al frente, o sea 
y — 4 / 3 , y hemos descubierto que la radiaciôn en una caja obedece la ley 

PV* 13 = C. (39.18) 

jDe modo que conocemos la compresibilidad de la radiaciôn! Esto es lo que se usa 
en un anâlisis de la contribution de la presiôn de radiaciôn en una estrella, asi es 
cômo la calculamos y cômo cambia cuando la comprimimos. ;Qué cosas maravillo- 
sas estàn ya dentro de nuestro poder ! 
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39-4 Temperatura y energia cinética 

Hasta aqui no nos hemos preocupado de la temperatura; hemos estado evitando 
a propôsito la temperatura. A medida que comprimimos un gas, sabemos que la 
energia de las moléculas aumenta, y acostumbramos a decir que el gas se calienta; 
nos gustaria entender qué tiene que ver esto con la temperatura. ^Qué estamos ha- 
ciendo, si tratamos de hacer el experimento, no adiabàticamente, sino a lo que 
llamamos temperatura constante? Sabemos que si tomamos dos cajas de gas y las 
ubicamos una al lado de la otra por un tiempo suficientemente largo, aunque en un 
comienzo estuvieran a lo que llamamos temperaturas diferentes, terminaràn por 
llegar a la misma temperatura. Ahora bien, <,qué significa eso? iEso significa 
que llegaron a una condiciôn igual a la que llegarian si se los dejara solos 
un tiempo suficientemente largo! Lo que queremos decir por igual temperatura es 
solo eso -la condiciôn final cuando las cosas se han asentado interactuando entre 
si durante un tiempo suficientemente largo. 


Fig. 39-2. Atomos de dos gases monoa- 
tômicos diferentes estân separados por un 
pistôn môvil. 

(I) 12) 

Consideremos ahora lo que sucede si tenemos dos gases en depôsitos separados 
por un pistôn môvil, como en la figura 39-2 (solo por simplicidad, tomaremos dos 
gases monoatômicos como helio y neôn). En el depôsito (1) los âtomos tienen masa 
m v velocidad v i y hay n, por unidad de volumen, y en el otro deposito los atomos 
tienen masa m 2 , velocidad r 2 y hay n 2 àtomos por unidad de volumen. ^Cuàles son 
las condiciones de equilibrio? 

Es évidente que el bombardeo desde el lado izquierdo debe ser tal, que mueve el 
pistôn hacia la derecha y comprime el otro gas hasta que su presiôn adquiere cierto 
valor y el objeto se moverâ hacia adelante y atrâs y gradualmente llegarà a detener- 
se en un lugar donde las presiones a ambos lados sean iguales. Asi podemos hacer 
que las presiones sean iguales; esto solo significa que las energias internas por 
unidad de volumen son iguales o que los numéros n multiplicados por el promedio 
de las energias cinéticas a cada lado son iguales. Lo que debemos tratar de probar 
finalmente, es que los numéros mismos son iguales. Hasta aqui todo lo que sabemos 
es que los productos de los numéros y las energias cinéticas son iguales, 

ni{m x v\/2) = n 2 (m 2 v 2 /2), 

segùn (39.8), porque las presiones son iguales. Debemos darnos cuenla que esta no es 
la ûnica condiciôn a la larga, sino que algo màs debe suceder màs lentamente, a me¬ 
dida que el verdadero equilibrio completo correspondiente a temperaturas iguales 
se establece. 

Para comprender el concepto, supongamos que la presiôn sobre el lado izquierdo 
se desarrollarâ debido a una muy alta densidad, pero baja velocidad. Teniendo una 
gran n y una pequena v podemos obtener la misma presiôn que si tuviéramos una 
pequena n y una gran r. Los âtomos pueden estar moviéndose lentamente ya que 
estân agrupados casi sôlidamente, o bien puede haber menos, pero golpeando màs 
fuertemente. i,Podrâ permanecer esto asi para siempre? A primera vista podemos 
pensar eso, pero pensândolo otra vez encontramos haber olvidado un punto impor¬ 
tante. Esto es, que el pistôn intermedio no recibe una presiôn constante; vibra justa- 
mente como el 



timpano, del cual hemos hablado primero, porque los golpeteos no son ab- 
solutamente uniformes. No hay una perpétua y constante presiôn. sino un 
tamborileo -la presiôn varia y por lo tanto el pistôn se sacude-. Supongamos que 
los àtomos del lado derecho no se estân agitando mucho, pero los de la izquierda 
son pocos, y muy alejados entre si y muy râpidos. El pistôn recibirà de vez en 
cuando un gran impulso desde la izquierda y serâ impulsado contra los âtomos 
lentos de la derecha, dândoles màs velocidad. (A medida que cada âtomo choca con 
el pistôn, éste o gana o pierde energia, dependiendo de si el pistôn se mueve en uno 
u otro sentido cuando el âtomo lo golpea.) De modo que como resultado de las coli- 
siones el pistôn se sacude. se sacude, se sacude, y esto agita al otro gas -le da 
energia a los otros âtomos y ellos establecen movimientos màs râpidos hasta que 
equilibran la agitaciôn que el pistôn les estâ dando- El sistema llega a algùn equili¬ 
brio donde el pistôn se estâ moviendo con una velocidad media cuadrâtica tal, que 
saca energia de los âtomos en aproximadamente la misma proporciôn que les devuel- 
ve energia. De modo que el pistôn adquiere una cierta irregularidad media en la 
velocidad y nuestro problema es encontrarla. Cuando la encontremos podemos re- 
solver mejor nuestro problema, porque los gases ajustarân sus velocidades hasta que 
la rapidez a la cual estén tratando de entregar energia uno al otro, a través del pistôn, 
Uegue a ser igual. 

Es bien dificil imaginarse los detalles del pistôn en esta circunstancia particular; 
aunque es simple entenderlo idealmente résulta que es un poco mâs dificil analizarlo. 
Antes de hacer el anâlisis, estudiemos otro problema en el cual tenemos una caja de 
gas, pero ahora tenemos dos tipos diferentes de moléculas en ella, que tienen masas 
m \ Y w 2 ’ velocidades v, y v v etc.; ahora hay una relaciôn mucho mâs intima. Si 
todas las moléculas n.° 2 estân detenidas, tal condiciôn no va a durar, porque son 
golpeadas por las moléculas n.° 1 y asi adquieren velocidad. Si todas fueran mucho 
màs râpidas que las moléculas n.° 1, puede ser que eso tampoco dure -devolveràn 
la energia a las moléculas n.° 1. De modo que cuando ambos gases estân en la mis¬ 
ma caja, el problema es encontrar la régla que détermina las velocidades relativas de 
los dos. 


Fig. 39-3. Una colisiôn entre moléculas 
desiguales, vista desde el sistema CM. 

Este es todavia un problema muy dificil, pero lo solucionaremos en la forma si- 
guiente. Primero, consideraremos el subproblema siguiente (otra vez se tiene uno de 
aquellos casos donde -cualquiera que sea la deducciôn- al final el resultado es 
bastante simple de recordar, pero su deducciôn es bastante ingeniosa). Supongan que 
tenemos dos moléculas, de diferente masa, chocando y que la colisiôn se observa 
con respecto al sistema del centra de masa (CM). Para eliminar una complicàciôn, 
examinamos la colisiôn en el CM. Como sabemos por las leyes de colisiones, debido 
a la conservaciôn del momentum y de la energia, después que las moléculas chocan 
el ûnico modo en que pueden moverse es aquél en que cada una mantiene su propia 
velocidad original -solo cambian su direcciàn -. De modo que tenemos 
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una colision promedio que se parece a la de la figura 39-3. Supongan. por un momenio. 
que miramos todas las eolisiones con el CM en reposo. Imaginense. que todas seestàn 
moviendo inicialmente en forma horizontal. Por supuesto, después de la primera 
colision algunas se estân moviendo oblicuamente. En otras palabras, si todas ellas 
fueran horizontalmente, por lo menos algunas de ellas mâs tarde se moverian verti- 
calmente. Ahora bien, en alguna otra colision vendrian desde otra direcciôn y enfon¬ 
ces se desviarian aûn a otro ângulo. De modo que, aunquc estuvieran en un comien- 
zo completamente organizadas, se dispersarian en todos los àngulos, y luego las 
dispersadas se dispersarian algo màs y algo màs y algo mâs. Finalmente, ( ',cuàl serâ 
la distribuciôn? Respuesta: serâ igualmente probable encontrar un par cualquiera 
moviéndose en una direcciôn cualquiera en el espacio. Después de esto las eolisiones 
posteriores no podrian cambiar la distribuciôn. 


Tienen la misma probabilidad para ir en todas direcciones. pero ( - ,cômo decimos 
eso? Por supuesto no hay ninguna probabilidad de que vayan en una direcciôn espe- 
cifica cualquiera, ya que una direcciôn especifica es demasiado exacta, de modo 
que tenemos que hablar de una unidad de “algo". La idea es que cualquier area 
sobre una esfera centrada en el punto de colision tendra tantas moléculas atravesân- 
dola como cualquier otra àrea igual sobre la esfera. De modo que el resultado de las 
eolisiones sera distribua las direcciones de modo que areas iguales sobre la esfera 
tendrân probabilidades iguales. 

A propôsito, si solo queremos discutir la direcciôn original y alguna otra direc¬ 
ciôn en un ângulo 0 con respecto a ella, es una propiedad interesante que el ârea 
diferencial de una esfera de radio unitario es sen OdO multiplicado por 2t y que 
eso es lo mismo que el diferencial de cos 0. Asi, lo que esto significa, es que es 
igualmente probable que el coseno del ângulo 0 entre dos direcciones cualesquiera 
tenga cualquier valor entre -1 y + 1. 

A continuaciôn, tenemos que preocuparnos del caso real, donde no tenemos la 
colision en el sistema CM, sino que tenemos dos àtomos que se acercan con veloci- 
dades vectoriales v, y v 2 . ^Qué sucede ahora? Podemos analizar esta colision con 
las velocidades vectoriales v, y v 2 en la siguiente forma: primero diremos que hay 
un cierto CM: la velocidad del CM està dada por la velocidad “promedio", con los 
pesos proporcionales a las masas, de modo que la velocidad del CM es v CM = 
= (m x \ { + m 2 v 2 )/(m l + mj. Si observâmes esta colision en el sistema CM. vemos 
una colision justamente como en la figura 39-3. con una cierta velocidad relativa w. 
La velocidad relativa es justamente v,-v 2 . Ahora la idea es, primero, que todo el 
CM se estâ moviendo y en el CM hay una velocidad relativa w, y las moléculas 
chocan y salen en una nueva direcciôn. Todo esto sucede mientras el CM continua 
moviéndose sin ningùn cambio. 


Ahora bien. ,',cuâl es la distribuciôn que résulta de esto? De nuestros razona- 
mientos anteriores concluimos esto: que en el equilibrio todas las direcciones para 
w son igualmente probables respecto a la direcciôn del movimiento del CM*. No 
habrâ finalmente corrélation 


* Este razonamiento. que fue el usado por Maxwell, encierra algunas sutilezas. Aunque 
la conclusion es correcta. el resultado no se deduce puramente de las consideraciones de 
simetria que hemos usado antes, ya que al pasar a un sistema de referencia que se mueve a 
través del gas. podemos encontrar una distribuciôn distorsionada de velocidades. No hemos 
encontrado una demostraciôn simple de este resultado. 


particular alguna entre la direcciôn del movimiento de la velocidad relativa y la del 
movimiento del CM. Por supuesto, si la hubiera, las eolisiones la esparcirian de 
modo que todo se derramaria en derredor. Asi, el coseno del ângulo entre w y v CM 
es cero en promedio. Esto es, 

(w • v CM } = 0. (39.19) 

Pero w.v CM se puede también expresar en funciôn de v, y v 2 : 

(vi - v 2 ) • (mjVi + m 2 v 2 ) 

w ■ vcm =-~— jy~~ 

m i w 2 

' = (mA ~ w 2 t>j) + (m 2 - mi)(vi • v 2 ) 

nii + m 2 \ ) 

Examinemos primero el producto v,-v 2 ; <;cuâl es el promedio de v,-v 2 ? Esto 
es ^cuâl es el promedio de las componentes de la velocidad de una molécula en la 
direcciôn de otra? Seguramente hay tanta probabilidad de encontrar cualquier mo¬ 
lécula dada moviéndose en una forma u otra. El promedio de la velocidad v 2 en 
cualquier direcciôn es cero. Ciertamente entonces en la direcciôn de v,, v 2 tiene pro¬ 
medio cero. De modo que jel promedio de v, . v 2 es cero! Por lo tanto concluimos 
que el promedio de m { v, 2 debe ser igual al promedio de m 2 v 2 2 . Es decir, las ener- 
giàs cinéticas promedio de ambas deben ser iguales: 

%myo\ = £m 2 D 2 . (39.21) 

Si tenemos dos tipos de àtomos en un gas, se puede demostrar, y supondremos que 
lo hemos demostrado, que el promedio de la energia cinética de uno es igual al pro¬ 
medio de la energia cinética del otro, cuando ambos estén en el mismo gas, en la 
misma caja, en equilibrio. Esto significa que el mâs pesado se moverâ màs lento 
que el màs liviano; esto es fâcilmente demostrable mediante experimentaciôn con 
“àtomos" de diferentes masas en un canal de aire. 



Fig. 39-4. Dos gases en una caja con una 
membrana semipermeable. 


Nos gustaria ahora avanzar un paso màs y decir que, si tenemos dos gases di¬ 
ferentes, separados en una caja, tendrân también iguales energias cinéticas promedio 
cuando llegan finalmente al equilibrio, aunque no estén en la misma caja. Podemos 
hacer el razonamiento en muchas formas. Una forma es aducir que si tenemos una 
separaciôn fija con un pequeno agujero en ella (Fig. 39-4) de modo que un gas 
pueda pasar a través del agujero, mientras que el otro no, porque las moléculas son 
demasiado grandes y éstas han alcanzado el equilibrio, entonces sabemos que en una 
parte donde estân mezcladas tienen la misma energia cinética promedio, pero algu¬ 
nas atraviesan el agujero sin pérdida de energia cinética, de modo que la energia 
cinética promedio en el gas puro y en la mezcla debe ser la misma. Esto no es muy 
satisfactorio, porque puede no haber agujeros, para este tipo de moléculas, que se- 
paren un tipo de otro. 
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Volvamos ahora al problema del piston. Podemos dar un argumento que mues- 
tre que la energia cinética de este piston debe ser también {m 2 v 2 2 . En realidad, esta 
séria la energia cinética debida al movimiento puramente horizontal del piston, de 
modo que, olvidando su movimiento hacia arriba y hacia abajo, debe ser igual a 
ï m 2 v 2 X - Anàlogamente, del equilibrio al otro lado, podemos deducir que la energia 
cinética del piston es im,v^ x . A pesar de que éste no esta en el medio del gas sino 
a un lado del gas, aûn podemos hacer el razonamiento, aunque sea algo màs dificil, 
de que la energia cinética promedio del piston y de las moléculas del gas son iguales 
como resultado de todas las colisiones. 


Si esto aün no nos satisface, podemos hacer un ejemplo artificial mediante el 
cual el equilibrio es generado por un objeto que puede golpear sobre todos los lados. 
Supongamos tener una barra corta con una bola en cada extremo que atraviesa 
el piston por una articulaciôn universal, que desliza sin roce. Cada bola es redonda 
como una de las moléculas y puede ser golpeada por todos lados. El objeto comple- 
to tiene una cierta masa total m. Tenemos ahora las moléculas del gas con masas 
m, y ffi; como antes. El resultado de las colisiones, por el anâlisis que hemos hecho 
antes, es que la energia cinética de m, debido a las colisiones con las moléculas por 
un lado, debe ser ^v 2 , en promedio. Anàlogamente debido a las colisiones con 
moléculas en el otro lado, tiene que ser {m 2 v 2 1 en promedio. En consecuencia, ambos 
lados tienen que tener la misma energia cinética cuando estân en equilibrio térmico. 
Asi, aunque solamente lo hemos demostrado para una mezcla de gases, se puede 
extender fâcilmente al caso en que hay dos gases diferentes, separados, a la misma 
temperatura. 

Asi, cuando tenemos dos gases a la misma temperatura, la energia cinética 
media de los movimientos del CM son iguales. 

La energia cinética media molecular es una propiedad solo de la "temperatura". 
Siendo una propiedad de la “temperatura" y no del gas, podemos usarla como una 
defmiciôn de temperatura. La energia cinética media de una molécula es asi alguna 
funciôn de la temperatura. Pero ^quién nos va a decir qué escala usar para la tem¬ 
peratura? Podemos définir arbitrariamente la escala de temperatura, de manera que 
la energia media sea linealmente proporcional a la temperatura. La mejor manera 
de hacerlo séria llamar a la energia media misma "la temperatura". Esta séria la fun¬ 
ciôn màs simple posible. Desgraciadamente, la escala de temperatura se ha elegido 
en forma diferente; asi que, en vez de llamarla directamente temperatura, usamos 
un factor de conversion constante entre la energia de una molécula y un grado de 
temperatura absoluta, llamado un grado Kelvin. La constante de proporcionalidad 
es A= 1,38 x 10 ~ 23 joule por cada grado Kelvin*. Asi. si T es la temperatura absolu¬ 
ta, nuestra defmiciôn dice que la energia cinética molecular media es ( AT. (El 5 se 
ha puesto por conveniencia, para librarnos de él en alguna otra parte.) 

Subrayamos que la energia cinética asociada con la componente del movimiento 
en cualquier direcciôn particular es solamente - 2 AT. Las très direcciones indépen¬ 
dantes implicadas la hacen 5 kT. 


* La escala centigrada es precisamente esta escala Kelvin con el cero elegido a 273.16 K. 
asi T = 273,16 + temperatura centigrada. 


39-5 La ley de los gases idéales 

Ahora, por supuesto, podemos poner nuestra defmiciôn de temperatura en la 
ecuaciôn (39.9) y encontrar asi la ley para la presiôn de gases, en funciôn de la 
temperatura: ésta es, que la presiôn multiplicada por el volumen es igual al numéro 
total de âtomos, multiplicado por la constante universal A, multiplicado por la tempe¬ 
ratura. 

PV = ATT. (39.22) 

Ademâs, a la misma temperatura y presiôn y volumen, se détermina el numéro de 
âtomos; jéste es también una constante universal! Asi, pues, volümenes iguales de 
gases diferentes, a la misma presiôn y temperatura, contienen el mismo numéro de 
moléculas debido a las leyes de Newton. jEsta es una conclusion asombrosa! 

En la prâctica, al tratar con moléculas, debido a que los numéros son tan 
grandes, los quimicos han elegido artificialmente un numéro especifico, un nu¬ 
méro muy grande, y lo llamaron de alguna manera. Tienen un numéro que 
llaman un mol. Un mol es simplemente un numéro prâctico. Por qué no eligieron 
10 24 objetos, para que resultara redondo, es una cuestiôn histôrica. Sucediô que eli¬ 
gieron, para el nümero conveniente de objetos a tomar como referencia, N 0 = 6,02 
x 10 23 objetos, y eso se llama un mol de objetos. Asi en vez de medir el nümero 
de moléculas en unidades, miden en términos de nümeros de moles, t En términos de 
N 0 podemos escribir el numéro de moles, multiplicado por el nümero de âtomos en 
un mol, multiplicado por kT, y si deseamos, podemos tomar el nümero de âtomos 
en un mol, multiplicado por A, que es un équivalente en moles de A y llamarlo de algu¬ 
na manera, y lo hacemos -lo llamamos R-. El équivalente en moles de A es 8,317 
joules: R = N 0 A= 8,317 j. mol -1 • K~ l . Asi encontramos también la ley de los gases 
escrita como el nümero de moles (también llamado N) multiplicado por RT, o el 
nümero de âtomos, multiplicado por kT: 

PV = NRT. (39.23) 

Es la misma cosa, solo una escala diferente para la medida de los nümeros. j Usa¬ 
mos 1 como unidad, y los quimicos usan 6 x 10 23 como unidad! 

Hacemos ahora una observaciôn màs sobre nuestra ley de los gases; tiene que 
ver con la ley para objetos que no son moléculas monoatômicas. Hemos tratado 
solo el movimiento del CM de los âtomos de un gas monoatômico. <;Qué sucederâ 
si hay fuerzas présentes? En primer lugar, consideremos el caso en que el piston 
se sujeta por un resorte horizontal, y que existen fuerzas sobre él. El intercambio 
del movimiento de agitaciôn entre los âtomos y el piston en cualquier momento no 
dépende de donde estâ el piston en ese momento, por supuesto. Las condiciones 
de equilibrio son las mismas. No importa donde se encuentre el piston, la velocidad 
del movimiento debe ser tal que pase energia a los moléculas justamente de la ma¬ 
nera correcta. Asi, no tiene ninguna importancia el resorte. La velocidad a la cual 
debe moverse el piston es, en promedio, la misma. Asi, nuestro teorema de que el 
valor medio de la energia cinética en una direcciôn es J 2 AT, es vàlido haya 0 no 
fuerzas présentes. 

t Lo que los quimicos llaman pesos moleculares son las masas en gramos de un mol de 
una molécula determinada. El mol se define de manera tal que la masa de un mol de âtomos de 
carbono del isôtopo 12 (es decir, que tiene 6 protones y 6 neutrones en el nùcleo) sea exacta- 
mente 12 gramos. 
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Consideremos, por ejemplo, una molécula diatômica, compuesta de âtomos 
m A y m R- Lo que hemos demostrado es que el movimiento del CM de la parte A 
y el de la parte B es tal que <£m A v 2 A > = C^h^b) = \kT. iComo puede ser esto 
si estàn unidas? A pesar de que estàn unidas, cuando giran en torno a si mismas 
y una en torno a la otra, cuando algo las golpea, intercambiando energia con ellas, 
lo ùnico que cuenta es con qué velocidad se estàn rrtoviendo. Eso solo détermina 
lo râpido que intercambian energia en las colisiones. En el instante particular, la 
fuerza no es algo esencial. Por lo tanto, el mismo principio es correcto aûn cuando 
haya fuerzas. 

Demostremos finalmente, que la ley de los gases es compatible también en la 
emisiôn del movimiento interno. No incluimos antes realmente los movimientos in¬ 
ternos; tratamos solo un gas monoatômico. Pero demostraremos ahora que un ob- 
jeto completo, considerado como un ùnico cuerpo de masa M, tiene una velocidad 
del CM tal que 

\Mv 2 CU = %kT. (39.24) 

;En otras palabras, podemos considerar las partes separadamente o el objeto entero! 
Veamos la razôn de esto: la masa de la molécula diatômica es M = m A + m B y la 
velocidad del centra de masas es igual a v CM = (m A \ A + m B v B ) / M. Ahora nece- 
sitamos <v 2 CM >. Si elevamos v CM al cuadrado, obtenemos 

2 tn\v\ + 2 m A m B y A • v B + 
v CM =- jp 



39-15 


Asi, si m A # m B encontramos que<v A . v B > = 0, y que por lo tanto el movimiento 
de la molécula como un todo, considerada como una particula simple de masa M, 
tiene una energia cinética en promedio igual a $ kT. 

Entre paréntesis, j hemos demostrado también, al mismo tiempo, que la energia 
cinética media de los movimientos irtternos de la molécula diatômica, sin considerar 
el movimiento en conjunto del CM, es { kT\ Porque la energia cinética de las 
partes de la molécula es {m A v\ + ^m B v 2 B , cuyo promedio es {kT + {kT, o 3 kT. 
La energia cinética del movimiento del centra de masas es {kT; por lo tanto, la ener¬ 
gia cinética media de los movimientos de rotaciôn y vibraciôn de los dos âtomos 
en el interior de la molécula es la diferencia, {kT. 

El teorema refente a la energia media del movimiento del CM es general: para 
cualquier objeto considerado como un todo, con fuerzas présentes o no, para toda 
direcciôn independiente de movimiento que haya, la energia cinética media en ese 
movimiento es j kT. Estas “direcciones independientes de movimiento", se llaman 
a veces los grados de libertad del sistema. El numéro de grados de libertad de una 
molécula compuesta de r âtomos es 3r, ya que cada àtomo necesita très coordena- 
das para définir su posiciôn. La energia cinética entera de la molécula se puede ex- 
presar, ya sea como la suma de las energias cinéticas de los âtomos separados, o 
como la suma de la energia cinética del movimiento del CM mâs la energia cinética 
de los movimientos internos. Esta ùltima puede a veces expresarse como una suma 
de la energia cinética de rotaciôn de la molécula y la energia de vibraciôn, pero ésta 
es una aproximaciôn. Nuestro teorema, aplicado a la molécula de r âtomos, dice 
que la molécula tendrâ en promedio 3rkT/2 joules de energia cinética, de los cuales 
| kT es energia cinética del movimiento del centra de masas de la molécula entera, 
yel resto. { (r-l)kT,es energia cinética interna de vibraciôn y de rotaciôn. 
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40-1 La atmôsfera exponencial 

Hemos discutido algunas de las propiedades de numéros grandes de àtomos 
que chocan entre si. El tema se llama teoria cinética, una descripciôn de la materia 
desde el punto de vista de choques entre àtomos. Fundamentalmente, afirmamos que 
las propiedades macroscôpicas de la materia deberian ser explicables en términos 
del movimiento de sus partes. 

Nos limitaremos por el présente a condiciones de equilibrio térmico, esto es, a 
una subclase de todos los fenômenos de la naturaleza. Las leyes de la mecânica 
que se aplican al equilibrio térmico mismo se llaman mecânica estadistica, y en esta 
secciôn queremos familiarizarnos con algunos de los teoremas centrales de este tema. 

Ya tenemos uno de los teoremas de la mecânica estadistica, es decir, que el va- 
lor medio de la energia cinética para cualquier movimiento a la temperatura abso- 
luta T es \kT para cada movimiento independiente, esto es, para cada grado de 
libertad. Esto nos dice algo acerca de las médias del cuadrado de las velocidades 
de los àtomos. Nuestro objetivo es ahora aprender mâs acerca de las posiciones 
de los àtomos, descubrir cuântos estaràn en lugares diferentes en el equilibrio tér¬ 
mico y también entrar un poco mâs detalladamente en la distribuciôn de las veloci¬ 
dades. A pesar de que tenemos la media del cuadrado de la velocidad, no sabemos 
cômo responder a una pregunta tal como cuântos se mueven très veces mâs râpido 
que la velocidad media cuadrâtica (raiz de la media del cuadrado de la velocidad) 
o cuântos se mueven con un cuarto de la velocidad media cuadrâtica. <,0 es que 
todos tienen exactamente la misma velocidad? 

Asi, éstas son las dos preguntas que trataremos de responder: <,Cômo estân dis- 
tribuidas las moléculas en el espacio cuando hay fuerzas que actûan sobre ellas, y 
cômo estân distribuidas en cuanto a la velocidad? 

Résulta que las dos preguntas son completamente independientes y que la dis¬ 
tribuciôn de velocidades es siempre la misma. Ya hemos recibido una indicaciôn del 
ültimo hecho cuando encontramos que la energia cinética media es la misma, \kT 
por grado de libertad, actùen las fuerzas que actùen sobre las moléculas. La distri¬ 
buciôn de velocidades de las moléculas es independiente de las fuerzas, porque las 
frecuencias de colisiôn no dependen de las fuerzas. 


Comencemos con un ejemplo: la distribuciôn de las moléculas en una atmôsfera 
como la nuestra, pero sin vientos y otros tipos de perturbaciones. Supongan que 
tenemos una columnas de gas que se extiende a una gran altura y en equilibrio 
térmico —a diferencia de nuestra atmôsfera que, como sabemos, se hace mâs fria a 
medida que ascendemos- Podriamos observar que si la temperatura fuera diferente 
a diferentes alturas, podriamos demostrar la falta de equilibrio, conectando una ba¬ 
rra a alguna de las bolas del fondo (Fig. 40-1), donde éstas sacarian {kT de las mo¬ 
léculas y sacudirian, a través de la barra en el tope y éstas sacudirian las moléculas 
en el tope. Asi, por supuesto, la temperatura fmalmente llega a ser la misma a todas 
las alturas en un campo gravitacional. 



Fig. 40-1. La presiôn a la altura h debe 
exceder a la presiôn en h +dh en el peso de 
gas que interviene. 


Si la temperatura es la misma a todas las alturas, el problema es descubrir la ley 
por la cual la atmôsfera se hace mâs tenue, a medida que ascendemos. Si N es el nu¬ 
méro total de moléculas en un volumen V de un gas a presiôn P, sabemos que 
PV = NkT, o P = nkT, donde n = Ni V es el nümero de moléculas por unidad 
de volumen. En otras palabras, si conocemos el numéro de moléculas por unidad 
de volumen, conoceremos la presiôn, y viceversa: son proporcionales entre si, 
dado que la temperatura es constante en este problema. Pero la presiôn 
no es- constante, debe aumentar a medida que la altura se reduce, porque 
tiene que soportar, por decirlo asi. el peso de todo el gas que hay por encima. Esa 
es la clave para determinar cômo varia la presiôn con la altura. Si tomamos un area 
unitaria a la altura h , la fuerza vertical desde abajo sobre esta area unitaria es la pre¬ 
siôn P. La fuerza vertical por unidad de area que empuja hacia abajo a una altura 
h+ dh séria la misma, en ausencia de la gravedad. pero aqui no lo es. porque la fuerza 
desde abajo debe exceder la fuerza desde arriba en el peso del gas en la secciôn entre li 
y h + dh. Ahora bien, mg es la fuerza de gravedad sobre cada molécula. donde g es la 
aceleraciôn debida a la gravedad y ndli es el numéro total de moléculas en la secciôn 
unitaria. Asi que esto nos da la ecuaciôn diferencial P h + dh — Ph — dP == — mgn dh. 
Como P = nkT y T es constante, podemos eliminar ya sea P o n, digamos P. y 
obtener 

dn _ mg 

dh kT 
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para la ecuaciôn diferencial, que nos dice cômo disminuye la densidad a medida que 
aumenta la energia. 

Tenemos as! una ecuaciôn para la densidad de particulas n, que varia con la 
altura, pero que tiene una derivada que es proporcional a si misma. Ahora bien, una 
funciôn que tiene una derivada proporcional a si misma, es una exponencial y la 
soluciôn de esta ecuaciôn diferencial es 

n = n 0 e- mohlkT . (40.1) 


Aqui la constante de integraciôn, n Q , es 
puede elegir en cualquier parte), y la 
altura. 



evidentemente la densidad a h = 0 (que se 
densidad decrece exponencialmente con la 


Fig. 40-2. La densidad normalizada en 
funciôn de la altura en el campo gravitacional 
de la tierra para oxigeno y para hidrôgeno, a 
temperatura constante. 


Eso puede ser una casualidad, es decir, puede ser vàlido solo para este caso 
particular de un campo gravitacional uniforme. Sin embargo, podemos demostrar 
que es una proposiciôn màs general. Supongamos que existiera algûn tipo de fuer- 
za distinta de la gravedad, que actûa sobre las moléculas en un gas. Por ejemplo, 
las moléculas pueden estar cargadas eléctricamente y pueden ser actuadas por un 
campo eléctrico u otra carga que las atraiga. O bien, debido a las atracciones mu- 
tuas de los âtomos entre si, o por la pared, o por un sôlido, o alguna cosa, existe 
alguna fuerza de atracciôn que varia con la posiciôn y que actûa sobre todas las 
moléculas. Supongamos ahora, para simplificar, que todas las moléculas son iguales 
y que la fuerza actûa sobre cada una individualmente, de modo que la fuerza total 
sobre una porciôn de gas sea simplemente el nûmero de moléculas multiplicado por 
la fuerza sobre cada una. Para evitar una complicaciôn innecesaria, elijamos un 
sistema de coordenadas con el eje de las .v en la direcciôn de la fuerza, F. 

De la misma manera que antes, si tomamos dos pianos paralelos en el gas, se- 
parados por una distancia dx, la fuerza sobre cada àtomo, multiplicada por los n 
âtomos por cm’ (la generalizaciôn del nmg anterior), multiplicado por dx, debe ser 
equilibrada por la variaciôn de presiôn: Fn dx = dP = kT dn. O bien, para poner 
esta ley en una forma que nos serâ ûtil mâs adelante, 

F = kT~^ (ln n). (40.2) 

Observen ahora que - F dx es el trabajo que realizariamos al llevar la molécula des- 
de x a x + dx, y si F proviene de un potencial, es decir, si el trabajo realizado se 
puede representar por una energia potencial, entonces ésta séria también la diferen- 
cia de energia potencial (E.P.). El diferencial negativo de la energia potencial es el 
trabajo realizado, F dx, y encontramos que 


d(ln«)= — d(E.P.)/ kT, 


Nôtese que si tenemos diferentes tipos de moléculas con masas diferentes, dis- 
minuyen con exponenciales diferentes. Las màs pesadas disminuirân con la altura 
màs râpidamente que las livianas. Por lo tanto, esperariamos que, debido a que el 
oxigeno es mâs pesado que el nitrôgeno, a medida que vamos màs y mâs arriba en 
una atmôsfera, con nitrôgeno y oxigeno, la proporciôn de nitrôgeno aumentarà. 
Esto no sucede realmente en nuestra atmôsfera, por lo menos a alturas razonables, 
dado que hay tanta agitaciôn que vuelven a mezclar nuevamente los gases. No es 
una atmôsfera isotérmica. Sin embargo, hay una tendencia de los materiales màs 
livianos, como el hidrôgeno, a predominar a alturas muy grandes en la atmôsfera, 
porque las masas mâs pequenas continûan existiendo, mientras que las otras expo¬ 
nenciales se han extinguido todas (Fig. 40-2). 


40-2 La ley de Boltzmann 

Notemos aqui el hecho interesante de que el numerador en el exponente de la 
ecuaciôn (40-1 ) es la energia potencial de un àtomo. Por lo tanto, podemos formu- 
lar también esta ley particular como: la densidad en cualquier punto es proporcional 
a 

g - (la energia potencial de cada àtomo/ kT)_ 


o después de intégrar 

n = (constante )e- ER/ * 7 '. (40.3) 


Por lo tanto lo que habiamos notado para un caso especial résulta ser vàlido en 
general. (ôQué pasa si F no proviene de un potencial? Entonces (40.2) no tiene so¬ 
luciôn alguna. Puede generarse energia, o perderse por parte de los âtomos que se 
mueven en trayectorias ciclicas para las que el trabajo realizado no es cero, y no 
se puede mantener ningûn equilibrio. El equilibrio térmico no puede existir, cuando 
las fuerzas externas sobre los âtomos no son conservativas.) La ecuaciôn (40.3), 
conocida como ley de Boltzmann, es otro de los principios de la mecânica estadis- 
tica: que la probabilidad de encontrar moléculas en un arreglo espacial dado varia 
exponencialmente con menos la energia potencial de ese arreglo, dividida por kT. 


Esto podria indicarnos entonces la distribuciôn de las moléculas: supongan que 
tuviéramos un ion positivo en un liquido, que atrae los iones negativos a su alre- 
dedor, ^cuàntos estarian a diferentes distancias? Si se conoce la energia potencial 
en funciôn de la distancia, la proporciôn de ellos a diferentes distancias estâ dada 
por esta ley, y asi sucesivamente, para muchas aplicaciones. 
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40-3 Evaporaciôn de un liquido 

En mecânica estadistica mâs avanzada, uno trata de resolver el siguiente pro- 
blema importante. Consideremos un conjunto de moléculas que se atraen entre si 
y supongamos que la fuerza entre dos cualesquiera, digamos i y j, dépende solo de 
su separaciôn ry y puede representarse como la derivada de una funciôn potencial 
\(r t ). La figura 40-3 muestra una forma que podria tener tal funciôn. Para r > r 0 la 
energia decrece a medida que las moléculas se acercan, porque se atraen, y luego 
la energia crece muy abruptamente a medida que se acercan aun màs, porque se re- 
pelen fuertemente, lo que es caracteristico de la manera como se comportan las 
moléculas, hablando someramente. 


E.P. 



Fig. 40-3. Una funciôn de energia poten¬ 
cial para dos moléculas, que dépende sôlo 
de su separaciôn. 


Supongamos ahora que tenemos una caja llena de estas moléculas, y nos gustaria 
saber cômo se disponen entre si, en promedio. La respuesta es e~ E P /kT . La energia 
potencial total, en este caso, séria la suma sobre todos los pares, suponiendo que las 
fuerzas estàn todas en pares (podria haber fuerzas de très cuerpos en cosas mâs com- 
plicadas, pero en la electricidad, por ejemplo la energia potencial es enteramente en 
pares). Entonces la probabilidad de encontrar moléculas en cualquier combinaciôn 
particular de los ry serà proporcional a 

ex p[- E nm)/ k T\ 


en cualquier otra parte, y de hecho, si kT es mucho menor que| | tenemos un 
exponente positivo relativamente grande en esa vecindad. En otras palabras, en un 
volumen dado tienen mucha mâs probabilidad de estar a la distancia de energia 
minima que muy separadas. A medida que la temperatura disminuye, los àtomos 
se juntan, se amontonan, y se reducen a liquides y sôlidos y moléculas, y cuando 
se calientan, se evaporan. 

Los requisitos para la determinaciôn de cômo exactamente las cosas se evaporan, 
exactamente cômo suceden las cosas en una circunstancia dada, comprenden lo 
siguiente. Primero descubrir la ley correcta de la fuerza molecular V(r), que debe 
provenir de alguna otra cosa, digamos la mecânica cuântica o el experimento. Pero, 
dada la ley de fuerza entre las moléculas, descubrir qué van a hacer un billôn de 
moléculas consiste meramente en estudiar la funciôn e~ IVi J /kT . Es bastante sorpren- 
dente ya que se trata de una funciôn tan simple y de una idea tan sencilla, dado el 
potencial, que la labor sea tan enormemente complicada; la dificultad es el tremendo 
numéro de variables. 

A pesar de taies dificultades, el tema es muy excitante e interesante. A menudo 
se le denomina un ejemplo del “problema de muchos cuerpos” y ha sido realmente 
una cosa muy interesante. En esta simple formula deben estar contenidos todos los 
detalles, por ejemplo, sobre' la solidificaciôn de un gas, o las formas de los cristales 
que un sôlido puede adoptar, y la gente ha tratado de exprimirla, pero las dificul¬ 
tades matemàticas son muy grandes, no en escribir la ley, sino en tratar con un nù- 
merto tan enorme de variables. 

Esa entonces, es la distribuciôn de particulas en el espacio. Ese es el final de la 
mecânica estadistica clàsica, hablando en forma prâctica, porque si conocemos las 
fuerzas podemos, en principio, encontrar la distribuciôn en el espacio, y la distri¬ 
buciôn de las velocidades es algo que podemos determinar de una vez por todas y no 
algo que sea diferente para los diferentes casos. Los grandes problemas estàn en ob- 
tener informaciôn particular a partir de nuestra soluciôn formai y éste es el objeto 
principal de la mecânica estadistica clâsica. 


40-4 La distribuciôn de las velocidades moleculares 


Ahora bien, si la temperatura es muy alta, de modo que fcr»|K(r 0 )|, el exponente 
serâ relativamente pequeno en casi todas partes, y la probabilidad de encontrar una 
molécula es casi independiente de la posiciôn. Tomemos el caso de sôlo dos molécu¬ 
las : la e~ E p ,kr séria la probabilidad de encontrarlas a varias distancias mutuas r. Cla- 
ramente, donde el potencial se hace mâs negativo, la probabilidad es mayor y donde el 
potencial va a infinito la probabilidad es cero, lo que ocurre para distancias muy pe- 
quenas. Eso significa que para taies àtomos en un gas no hay ninguna posibilidad de 
que estén uno encima del otro, ya que se repelen muy fuertemente. Pero hay una 
probabilidad mayor de encontrarlos por unidad de volumen en el punto r 0 que 
en cualquier otro punto. En cuânto mayor, dépende de la temperatura. Si la 
temperatura es muy alta comparada con la diferencia en energia entre r = r„ y 
r = oo, la exponencial es siempre cercanamente unitaria. En este caso, donde la 
energia cinética media (alrededor de kT) excede grandemente a la energia poten¬ 
cial, las fuerzas no importan mucho. Pero a medida que la temperatura desciende, 
la probabilidad de encontrar las moléculas a la distancia preferida r„ aumenta gra- 
dualmente respecto a la probabilidad de encontrarlas 


Ahora pasamos a discutir la distribuciôn de velocidades, porque a veces es inte¬ 
resante o ûtil saber cuàntas se mueven a velocidades diferentes. Para hacer eso, 
podemos hacer uso de lo que hemos descubierto en relaciôn al gas en la atmôsfera. 
Lo consideramos un gas perfecto, como ya lo hemos supuesto al escribir la energia 
potencial, despreciando la energia de atracciôn mutua de los àtomos. La ûnica ener¬ 
gia potencial que incluimos en nuestro primer ejemplo fue la gravedad. Tendriamos, 
por supuesto, algo mâs complicado si existieran fuerzas entre los àtomos. Asi, pues, 
suponemos que no hay fuerzas entre los àtomos y por un momento despreciamos 
también las colisiones, volviendo mâs tarde a la justificaciôn de esto. Ahora bien, 
vimos que hay menos moléculas a la altura h que a la altura 0; de acuerdo a la 
formula (40-1), decrecen exponencialmente con la altura. <,Cômo puede haber menos 
a alturas mayores? ^Después de todo, no llegarân a h todas las moléculas que se 
mueven hacia arriba a la altura 0? iNo!, porque algunas de las que se mueven hacia 
arriba en 0 van demasiado lento y no pueden escalar la montana de potencial hasta 
h. Con esta clave, podemos calcular cuàntas deben estar moviéndose 
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Fig. 40-4. Solo las moléculas que se 
mueven hacia arriba en h = 0 con velocidad 
suficiente pueden llegar a la altura h. 


a diversas velocidades, porque segün (40.1) sabemos cuântas se mueven con una veloci¬ 
dad menor que la suficiente para escalar una distancia h, dada. Esas son precisamente 
las que explican el hecho de que la densidad en h es menor que en 0 . 

Pongamos ahora esta idea en una forma un poco màs précisa: contemos cuân¬ 
tas moléculas pasan desde abajo hacia arriba del piano A = 0 (al Uamarlo altura = 0 , 
no queremos decir que el piso esté ahi; es solo una referencia conveniente y existe 
gas a li negativo). Estas moléculas de gas se mueven en todas direcciones, pero al- 
gunas se mueven a través del piano, y en cada instante un cierto numéro por segundo 
pasa a través del piano desde abajo hacia arriba, con diferentes velocidades. Nota- 
mos ahora lo siguiente: si llamamos u la velocidad que se necesita precisamente para 
alcanzar la altura h (energia cinética mu 1 /2 = mgh), entonces el numéro de molécu¬ 
las por segundo que pase hacia arriba a través del piano inferior en una direcciôn 
vertical con una componente de la velocidad mayor que u es exactamente el mismo que 
el numéro que pasa a través del piano superior con cualquier velocidad hacia arriba. 
La moléculas cuya velocidad vertical no excede u no pueden atravesar el piano su¬ 
perior. Por lo tanto, vemos que 


Nümero que pasa por h = 0 con v z > u — numéro que pasa por h = h con v z > 0 . 

Pero el numéro que pasa por h con cualquier velocidad mayor que 0, es menor que 
el nümero que pasa por la altura inferior con cualquier velocidad mayor que 0, por¬ 
que el numéro de âtomos es mayor; eso es todo lo que necesitamos. Sabemos ya que 
la distribuciôn de velocidades es la misma, segün el razonamiento que hicimos 
antes respecto a la constancia de la temperatura a través de toda la atmôsfera. Asi, 
como las distribuciones de velocidades son las mismas, y que ademâs existen màs 
âtomos màs abajo, claramente el nümero n> 0 (h), que pasa con velocidad positiva a 
la altura h y el numéro n > n (0) que pasa con velocidad positiva a la altura 0, es- 
tân a la misma razôn que las densidades a las dos alturas, que es e~ m « hlkT . Pero 
n > Jh) -n > u ( 0 ), y, por lo tanto, encontramos que 

H>u( 0 ) _ e -mahlkT _ g -mu 2 l2kT 

n> o( 0 ) 


ya que \ mu 2 = mgh. Asi, en palabras, el nümero de moléculas por unidad de ârea 
por segundo que pasan la altura 0 con un componente z de la velocidad mayor que 
u es e~' ml/2kT multiplicado por el nümero total que pasa por el piano con velocidad 
mayor que cero. 

Ahora bien, esto no es solo vâlido a la altura 0 elegida arbitrariamente, sino, por 
supuesto, que es vâlido para cualquier otra altura y, por lo tanto, jlas distribuciones 
de velocidades son todas iguales! (En el enunciado final no interviene la altura h 
que aparece solamente en el razonamiento intermedio. ) El resultado es una propo- 
siciôn general que nos da la distribuciôn de velocidades. Nos dice que si perforamos 
un pequeno agujero en el costado de una caneria de gas, un agujero muy chiquito, 
tal que las colisiones sean pocas y distanciadas, es decir, estén màs distanciadas 
que el diàmetro del agujero, entonces las particulas que salen tendràn velocidades 
diferentes, pero la fracciôn de particulas que sale a una velocidad mayor que u es 

e -mu ! /2kT 

Volvamos ahora al hecho de haber despreciado los choques: ^Por qué esto no 
tiene importancia? Podriamos haber seguido el mismo razonamiento, no con una 
altura finita h, sino que con una altura infinitésimal h, que es tan pequena que no 
hubiera lugar para colisiones entre 0 y h. Pero eso no fue necesario: el razonamien¬ 
to estâ evidentemente basado sobre un anâlisis de las energias comprendidas, la con- 
servaciôn de la energia, y en las colisiones que ocurren hay un intercambio de ener¬ 
gias entre las moléculas. Sin embargo, no nos preocupamos realmente, si seguimos 
la misma molécula, si la energia se intercambia meramente con otra molécula. 
Résulta asi que, aun si el problema se analiza mâs cuidadosamente (y es màs dificil, 
naturalmente, hacer un trabajo mâs riguroso), ello todavia no introduce diferencia 
en el resultado. 

Es interesante que ia distribuciôn de velocidades que hemos encontrado sea 
precisamente 

n a g - energia cinética /kT_ (40.4) 

Esta manera de describir la distribuciôn de velocidades, dando el nümero de mo¬ 
léculas que pasa por un ârea dada, con una cierta componente z minima, no es la 
manera mâs conveniente para dar la distribuciôn de velocidad. Por ejemplo, den- 
tro del gas, uno desea màs a menudo saber cuântas moléculas se mueven con una 
componente z de la velocidad entre dos valores dados, y esto por supuesto no estâ 
dado directamente por la ecuaciôn (40.4). Nos gustaria establecer nuestro resultado 
en la forma mâs convencional, a pesar de que lo que ya hemos escrito es bastante 
general. Noten que no es posible decir que cualquier molécula tenga exactamente 
cierta velocidad establecida; 



Fig. 40-5. Una funciôn de distribuciôn de 
velocidades. El area sombreada es f (u) du, 
la fracciôn de las particulas que tienen ve¬ 
locidades dentro dei intervalo du en torno 
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ninguna de ellas tiene una velocidad exactamente igual a 1,7962899173 mé¬ 
tros por segundo. Asi, para hacer una afirmaciôn que tenga sentido, tene- 
mos que preguntar cuântas se encuentran en algün intervalo de velocidades. 
Debemos decir cuântas tienen velocidades entre 1,796 y 1,797, y asi suce- 
sivamente. En términos matemàticos, sea f (u) du la fracciôn de todas las moléculas 
que tienen velocidades entre u y u + du, o lo que es lo mismo (si du es infinitési¬ 
mal), todas las que tienen una velocidad u en intervalo du. La figura 40-5 muestra 
una forma posible para la funciôn f(u), y la parte sombreada de ancho du y altura 
media f(u), représenta esta fracciôn f(u) du. Esto es, el cociente entre el ârea som¬ 
breada y el ârea total de la curva es la proporciôn relativa de moléculas con velo¬ 
cidad u dentro de du. Si definimos f(u) de modo que la fracciôn que tiene una 
velocidad en ese intervalo esté dada directamente por el ârea sombreada, entonces 
el ârea total debe ser 100 por ciento de ellas, eso es 

fl f(u)du=L (405) 

Ahora tenemos que obtener solamente esta distribuciôn, comparàndola con el 
teorema que hemos deducido anteriormente. Preguntamos primero: ^.cuâl es el nu¬ 
méro de moléculas que atraviesa un ârea por segundo con una velocidad mayor 
que u, expresado en términos de f(u)1 Al comienzo podriamos pensar que sea sim- 
plemente la intégral de J u f[u) du, pero no lo es, porque queremos el nûmero que 
atraviesa el ârea por segundo. Las màs ràpidas pasan mâs a menudo, por decir 
asi, que las mâs lentas, y para expresar cuântas pasan, deben multiplicar por la 
velocidad. (Discutimos esto en el capitulo anterior al hablar del nûmero de colisio- 
nes.) En un tiempo dado t, el numéro total que atraviesa la superficie es el de todas 
aquellas que han podido llegar a la superficie y el nûmero que llega viene desde una 
distancia ut. Asi, pues, el nûmero de moléculas que llega no es simplemente el nûme¬ 
ro que estâ alli, sino el nûmero que estâ alli por unidad de volumen, multiplicado 
por la distancia que barren a! moverse hacia el ârea a través de la cual se supone 
que van, y esa distancia es proporcional a u. Por lo tanto, necesitamos la intégral 
de u multiplicado por f (u) du, una intégral infinita, con un limite inferior u, y esto 
debe ser lo mismo que hemos encontrado antes, es decir, e- mul/ ~ kT , con una constan¬ 
te de proporcionalidad que obtendremos mâs adelante: 


J uf(u) du = const-e ™ t l2 kT (40.6) 


Ahora bien, si derivamos la intégral con respecto a u, obtenemos lo que estâ 
dentro de la intégral, es decir, el integrando (con un signo menos, ya que u es el 
limite inferior), y si derivamos el otro miembro, obtenemos u veces la misma expo- 
nencial (y algunas constantes). Las u se simplifican y encontramos 

f(u) du = Ce- mu * l2kT du. (40.7) 

Retenemos los du en ambos miembros para recordar que se trata de una distribu 
ciôn, que dice cuâ! es la proporciôn para una velocidad entre u y u + du. 


La constante C debe determinarse de manera que la intégral sea la unidad, de 
acuerdo a la ecuaciôn (40.5). Ahora podemos demostrar* que 

J e~ z dx = \/ïr. 

Usando este hecho, es fâcil encontrar que C = \J m/2n kT. 

Como la velocidad y el momentum son proporcionales. podemos decir que la 
distribuciôn de momenta es también proporcional a e EC/kT por unidad de intervalo 
de momentum. Résulta que este teorema es vâlido también en relatividad, si estâ 
en términos del momentum, mientras que no lo es si estâ en términos de la velocidad, 
asi que es mejor aprenderlo en término de momentum en vez de velocidad: 

f(p)dp = Ce- K E IkT dp. (40.8) 

Encontramos asi que las probabilidades de diferentes condiciones de energia, cinética 
y potencial, estân ambas dadas por e-* na & alkT , algo muy fâcil de recordar y una 
proposiciôn bastante bella. 

Hasta ahora tenemos, por supuesto, solo la distribuciôn de las velocidades "ver- 
ticalmente". Podriamos preguntar: ôcuâl es la probabilidad de que una molécula 
se mueva en otra direcciôn? Por supuesto, estas distribuciones estân concectadas y 
se puede obtener la distribuciôn compléta a partir de la que tenemos, porque la dis¬ 
tribuciôn compléta dépende solamente del cuadrado del môdulo de la velocidad, no 
de la componente z. Debe ser algo que sea independiente de la direcciôn y hay solo 
una funciôn que interviene, la probabilidad de diferentes môdulos. Tenemos la dis¬ 
tribuciôn de la componente z y por lo tanto podemos obtener la distribuciôn de otras 
componentes a partir de ella. El resultado es que la probabilidad es todavia propor¬ 
cional a e~ EC/kT , pero ahora la energia cinética comprende très partes, mv 2 /2 j 
mvJ/2, mvf/2, sumadas en el exponente. O podemos escribirlo como un producto: 

f(v z , Vy, v z ) dv x dvy dvz 

« e -mv\l2kT . e -mr,l,2kT . e - m v\l2kT ^ ^ ^ (40 . 9) 

Pueden ver que esta formula debe ser correcta, porque, primero, es una funciôn de 
v 2 solamente, como se requiere, y segundo, las probabilidades de los diversos valo- 
res de v 2 obtenidas por integraciôn sobre todos los r x y v y es precisamente (40.7). 
;Asi esta sola funciôn (40.9) puede hacer ambas cosas! 


* Para obtener el \ alor de la intégral. Itaganios 

1 = J%-* 2 dx. 

F.ntonces 

I 2 = J* x e _l2 dx ■ dy = J“ x e~ u * +y2) dy dx, 

que es una intégral doble sobre todo el piano AT. Pero esta puede escribirse también en coordenadas 
polares como 

l 2 = J* e~ TÏ • 2irr dr = i r J 0 e~‘ dt = ir. 
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40-5 Calores especificos de gases 

Examinemos ahora algunas maneras de comprobar la teoria, y ver hasta que 
punto ha tenido éxito la teoria clâsica de gases. Vimos anteriormente que si U es 
la energia interna de N moléculas, entonces PV — NkT = (y-1) U es cierto, algu¬ 
nas veces, para algunos gases, quizàs. Si es un gas monoatômico, sabemos que esto 
es igual a l de la energia cinética del movimiento del centro de masa de los âtomos. 
Si es un gas monoatômico, la energia cinética es igual a la energia interna y, por lo 
tanto, y- 1 =j. Pero supongamos que es, digamos, una molécula màs complicada, 
que puede rotar en torno a si misma y vibrar, y supongamos (résulta ser cierto de 
acuerdo a la mecânica clâsica) que las energias de los movimientos internos son 
también proporcionales a kT. Entonces, a una temperatura dada, ademâs de la ener¬ 
gia cinética kT, tiene energia interna de vibraciôn o de rotaciôn. Asi pues, el total 
U no solo incluye la energia cinética interna, sino también la energia de rotaciôn, y 
obtenemos un valor diferente de y. Técnicamente, la mejor manera de medir y es 
midiendo el calor especifico, que es la variaciôn de energia con la temperatura. Vol- 
veremos a este método mâs adelante. Para nuestros fines présentes, podemos su- 
poner que V se encuentra experimentalmente a partir de la curva PV v para la com- 
presiôn adiabâtica. 

Hagamos un câlculo de y para algunos casos. Primero, para un gas monoatô¬ 
mico U es la energia total, igual a la energia cinética, y ya sabemos que deberia ser 
^ . Como un gas biatômico, podemos tomar, como ejemplo, oxigeno, ioduro de hi¬ 
drôgeno, hidrôgeno, etc., y suponer que el gas biatômico puede representarse como 
dos âtomos unidos por algûn tipo de fuerza como la de la figura 40-3. Podemos su¬ 
poner también, y résulta ser bien cierto, que a las temperaturas que son de interés 
para el gas biatômico, los pares de âtomos tienden fuertemente a estar separados 
por r 0 , la distancia de potencial minimo. Si esto no fuera verdad, si la probabilidad 
no variara lo suficientemente fuerte como para lograr que la gran mayoria esté situa- 
da cerca del fondo, tendriamos que recordar que el gas oxigeno séria una mezcla de 
0 2 y âtomos simples de oxigeno en una proporciôn significativa. Sabemos, en efecto, 
que hay muy pocos âtomos simples de oxigeno, lo que significa que el minimo de la 
energia potencial es mucho mayor en valor absoluto que kT, como hemos visto. 
Como estân fuertemente acumulados alrededor de r 0 , la ùnica parte de la curva que 
se necesita es la parte cerca del minimo, que puede aproximarse por una parâbola. 
Un potencial parabôlico implica un oscilador armônico, y de hecho, con una aproxi- 
maciôn excelente, la molécula de oxigeno se puede representar como dos âtomos co- 
nectados por un resorte. 


iC uàl es ahora la energia total de esta molécula a la temperatura T? Sabemos que pa¬ 
ra cada uno de los âtomos, cada una de las energias cinéticas deberia ser \kT, de modo 
que la energia cinética de ambos es \kT + \kT. Podemos poner esto también de una ma¬ 
nera diferente: el mismo \ mâs puede considerarse como la energia cinética del centro 
de masa({) energia cinética de rotaciôn Q,y energia cinética de vibraciôn ((). Sabemos 
que la energia cinética de vibraciôn es 1 ya que hay solo una dimension en juego. 
y cada grado de libertad tiene ( kT. Respecto a la rotaciôn. ella puede rotar alrede¬ 
dor de dos ejes cualesquiera. pôr lo que hay dos movimientos independientes. Supo- 
nemos que los âtomos son una especie de puntos y no pueden girar alrededor de la 
linea que los une: esto es algo que hay que tener en mente, porque si obtenemos al¬ 
gûn desacuerdo, 


quizàs esté ahi el problema. Pero tenemos una cosa mâs; la energia poten¬ 
cial de vibraciôn; ^cuànto es? En un oscilador armônico, la energia cinética 
media y la energia potencial media son iguales y, por lo tanto, la energia potencial 
de vibraciôn es también ( kT. El gran total de la energia es U = \ kT, o kT es 
j U por âtomo. Eso significa, entonces, que y es ^ en lugar de 3 , es decir 
y = 1,286. 

Podemos comparar estos numéros con los valores pertinentes medidos mostra- 
dos en la tabla 40-1. Mirando primero el helio, que es un gas monoatômico, encon- 
tramos muy cercanamente 5 / 3 , y el error es probablemente experimental, a pesar de 
que a temperatura tan baja puede haber alguna fuerza entre los âtomos. Criptôn y 
argon, ambos monoatômicos, concuerdan también, dentro de la précision del expe- 
rimento. 

Pasamos a los gases biatômicos y encontramos hidrôgeno con 1,404, lo que no 
estâ de acuerdo con la teoria, 1,286. Oxigeno, 1,399, es muy similar, pero de nuevo 
en desacuerdo. Yoduro de hidrôgeno es nuevamente similar a 1,40. Empieza a pare- 
cer como si la respuesta correcta fuera 1,40, pero no lo es, porque si seguimos mi¬ 
rando en el bromo vemos 1,32, y en el yodo vemos 1,30. Como 1,30 esté razona- 
blemente cerca de 1.286, se puede decir que el yodo concuerda bastante bien, pero el 
oxigeno estâ lejos. Tenemos aqui, por lo tanto, un dilema. Lo tenemos correcto para 
una molécula, no lo tenemos correcto para otra molécula y necesitariamos ser bas- 
tante ingeniosos para explicar ambas circunstancias. 

Tabla 40-1 

Valores del cociente de los calores especificos, y, para diversos gases. 


Gas 

7TC) 

y 

He 

—180 

1.660 

Kr 

19 

1.68 

Ar 

15 

1.668 

h 2 

100 

1.404 

0 2 

100 

1.399 

HI 

100 

1.40 

Br2 

300 

1.32 

I2 

185 

1.30 

NH,i 

15 

1.310 

CoH,; 

15 

1.22 


Sigamos mirando una molécula todavia màs complicada, con gran numéro de 
partes, por ejemplo, C 2 H 6 , que es etano. Tiene ocho âtomos diferentes, y todos estân 
vibrando y rotando en diversas combinaciones, de modo que el monto total de la 
energia interna debe ser un numéro enorme de kT, por lo menos 12A.T solo para la 
energia cinética, y y - 1 debe estar muy cerca de cero, o )' es casi exactamente 1 . 
En efecto. es menor. pero 1,22 no es tanto menor, y es superior a 1 y; calculado a 
partir de la energia cinética solamente, jy esto es simplemente incomprensible! 

Màs aûn. el misterio completo es profundo. porque la molécula biatômica no 
puede hacerse rigida hasta el limite. Aun si ’niciéramos los acoplamientos indefinida 
mente rigidos, a pesar que 
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Fig. 40-6. Valores experimentales de y 
en funciôn de la temperatura para hidrôgeno 
y oxigeno. La teorla clésica predicey = 1,286, 
independientemente de la temperatura. 


Diez aiios màs tarde, en una clase, dijo, “He expuesto ahora ante ustedes lo que 
considero la dificultad màs grande encontrada hasta ahora por la teoria molecular". 
estas palabras representan el primer descubrimiento de que las leyes de la fisica clâ- 
sica estaban erradas. Esta fue la primera indication de que habia algo fundamental- 
mente imposible, porque un teorema demostrado rigurosamente no concordaba con 
el experimento. Alrededor de 1890, Jeans tuvo que hablar de nuevo sobre este enig- 
ma. Uno oye a menudo decir que los fisicos en la ültima parte del siglo xix pensa- 
ban que conocian todas las leyes fisicas significativas y que todo lo que tenian que 
hacer era calcular màs cifras décimales. Alguien puede haber dicho esto alguna vez, 
y otros lo copiaron. Pero una lectura minuciosa de la literatura de esd tiempo, mues- 
tra que todos estaban preocupados de algo. Jeans decia respecte a ese enigma que es 
un fenômeno muy misterioso y parece como que si a medida que la temperatura 
baja, ciertos tipos de movimiento “se congelan". 


no podria vibrar mucho, se mantendria de todos modos vibrando. La ener- 
gia de vibraciôn interna es todavia kT, dado que no dépende de la inten- 
sidad de acomplamiento. Pero si pudiéramos imaginar rigidez absoluta, 
deteniendo toda vibraciôn para eliminar una variable, entonces obtendriamos U = {kT 
y )■ = 1,40 para el caso biatomico. Esto parece bien para H, u 0,, jPor otro lado. 
todavia tendriamos problemas. porque )• varia tanto para hidrôgeno como oxigeno 
con la temperatura! De los valores medidos mostrados en la figura 40-6 vemos que 
para H,, y varia desde alrededor de 1.6 a - 185°C. a 1.3 a 2.000°C. La variaciôn 
es màs sustancial en el caso del hidrôgeno que para el oxigeno: pero. sin embargo, 
aùn para el oxigeno, y tiende definidamente a crecer. a medida que descendemos en 
temperatura. 


40-6 El fracaso de la fisica clàsica 

Asi, en suma, podemos decir que tenemos alguna dificultad. Podriamos probar 
alguna ley de fuerza diferente a la de un resorte, pero résulta que cualquier otra cosa 
harà solamente y mayor. Si incluimos màs formas de energia, y se acerca màs a la 
unidad. contradiciendo los hechos. Todas las cosas teôricas clasicas en que uno pu- 
diera pensar. solo empeoraràn la situaciôn. El hecho es que hay electrones en cada 
atorno. y sabemos a partir de sus espectros. que hay movimientos internos: cada uno 
de los electrones deberia tener por los menos 3 kT de energia cinética y algo para 
la energia potencial. de modo que cuando estos se agregan. y se hace aùn menor. 
Esto es ridiculo. Està mal. 

La primera gran publicaciôn sobre la teoria dinàmica de los gases. fue de Max¬ 
well en 1859. Sobre la base de las ideas que hemos estado discutiendo. pudo explicar 
en forma précisa muchisimas relaciones conocidas. tal como la ley de Boyle. la teo¬ 
ria de difusiôn. la viscosidad de los gases. y cosas sobre las que hablaremos en el 
prôximo capitulo. El enumerô todos estos grandes éxitos en un resumen final, y al 
final dice: "Finalmente. estableciendo una relaciôn necesaria entre los movimientos 
de traslaciôn y rotaciôn (està hablando del teorema -J kT) de todas las particulas no 
esféricas, probamos que un sistema de taies particulas no podria posiblemente satis- 
lacer las relaciones conocidas entre los dos calores especiticos . Se està refiriendo 
a /'(que. como veremos màs adelante. està relacionado a dos formas de medir calor 
especifico). y dice que sabemos que no podemos obtener la respuesta correcta. 


Si pudiéramos suponer que el movimiento vibratorio, por decir, no existe a tem¬ 
peratura baja y existe a temperatura alta, entonces podriamos imaginar que un gas 
pueda existir a una temperatura suficientemente baja como para que el movimiento 
de vibraciôn no ocurra, de modo que y = 1,40, o a una temperatura mayor, a la 
cual comienza a aparecer de modo que y disminuye. Lo mismo podria argumentar- 
se para la rotaciôn. Si podemos eliminar la rotaciôn, digamos que “se congela" a 
temperatura suficientemente baja, entonces podemos entender el hecho que el y del 
hidrôgeno se aproxima a 1,66 a medida que bajamos en temperatura. ^Cômo pode¬ 
mos entender tal fenômeno? Por supuesto el que estos movimientos “se congelen”, 
no se puede entender con la mecànica clàsica. Fue comprendido solamente cuando 
se descubriô la mecànica cuàntica. 

Sin demostraciôn, podemos enunciar los resultados de la teoria cuàntica para la 
mecànica estadistica. Recordemos que, de acuerdo con la mecànica cuàntica, un sis¬ 
tema que està ligado por un potencial, para las vibraciones, por ejemplo, tendrâ un 
conjunto discreto de niveles energéticos, es decir, estados de diferente energia. El 
problema es ahora: ^Cômo se modifica la mecànica estadistica de acuerdo a la teo¬ 
ria cuàntica? ; Résulta, y es bastante interesante, que a pesar de que la mayoria de 
los problemas son màs dificiles en la mecànica cuàntica que en la mecànica clàsica, 
los problemas en la mecànica estadistica son mucho màs fàciles en la teoria cuànti¬ 
ca! El resultado sencillo que tenemos en la mecànica clàsica, que n = n n e- ener s ia/<:7 ', 
pasa a ser el siguiente teorema muy importante: Si las energias del conjunto de es¬ 
tados moleculares se llaman, digamos, E ü , E„ E 1 ,....E i .. entonces en el equilibrio 

térmico la probabilidad de encontrar una molécula en un estado particular que tiene 
energia E, es proporcional a e~ E ' /kT . Eso da la probabilidad de estar en diversos es¬ 
tados. En otras palabras, la posibilidad relativa, la probabilidad de estar en el estado 
E t relativa a la posibilidad de estar en el estado E 0 es 


P l e -EilkT 
Pq = e -E 0 lkT ’ 


(40.10) 


que es, por supuesto, lo mismo que 

«1 = noe-‘ E '- Eo)lkT , (40.11) 

ya que P, = n i /N y P 0 = n 0 /N. Asi es menos probable estar en un estado energéti- 
co màs alto que en uno màs bajo. La razôn del numéro de àtomos en el estado su- 
perior al 
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numéro en el estado mâs bajo es e elevado a la potencia (menos la diferencia de 
energia, dividido por kT) -una proposiciôn muy simple. 

Résulta ahora que para un oscilador armônico, los nivelés energéticos estan 
igualmente espaciados. Llamando E 0 — 0 la energia màs baja (en realidad no es 
cero, es un poco diferente, pero no tiene importancia si corremos todas las energias 
de una constante), la primera es, entonces. £j =üo>, y la segunda es 2Eu>, y la ter- 
cera es 3 üm, y asi sucesivamente. 

Veamos ahora qué sucede. Supongan que estudiamos las vibraciones de una 
molécula diatômica, que aproximamos con un oscilador armônico. Preguntemos 
cuàl es la probabilidad relativa de encontrar una molécula en el estado £j en vez de 
en el estado E 0 . La respuesta es que la probabilidad de encontrarla en el estado E , 
relativa a la de encontrarla en el estado £ 0 disminuye como e~ t "“' kr . Supongamos 
ahora que kT es mucho menor que iUo y tendremos una situaciôn a baja tempera- 
tura. Entonces la probabilidad de que esté en el estado £, es extremadamente pe- 
queiïa. Prâcticamente todos los àtomos estàn en el estado £ 0 . Si cambiamos la tem- 
peratura, pero todavia la mantenemos muy baja. entonces la probabilidad de que 
esté en el estado £j = Ha> permanece infinitésimal --la energia del oscilador perma- 
nece cerca de cero; no cambia con la temperatura mientras la temperatura sea mu¬ 
cho menor que bu>. Todos los osciladores estàn en el estado màs bajo. y sus movi- 
mientos estàn efectivamente "congelados"; no hav ninguna contribution suya al 
calor especifico. Podemos juzgar, entonces, a partir de la tabla 40-1 que a 100°C, 
que es 373 grados absolutos. kT es mucho menor que la energia vibracional en las 
moléculas de oxigeno o hidrôgeno, pero no asi en la molécula de yodo. La razôn de 
la diferencia es que el àtomo de yodo es muy pesado, comparado con el hidrôgeno. 
y a pesar de que las fuerzas en el yodo y en el hidrôgeno pueden ser comparables, 
la molécula de yodo es tan pesada que la frecuencia natural de vibraciôn es muy 
baja comparada con la frecuencia natural del hidrôgeno. Con Hu> mayor que kT a 
la temperatura ambiente para el hidrôgeno. pero menor para el yodo. solamente el 
ùltimo, el yodo, exhibe la energia clâsica de vibraciôn. A medida que aumentamos 
la temperatura de un gas. partiendo de un valor muy bajo de T, con casi todas las 
moléculas en su estado màs bajo, ellas comienzan gradualmente a tener una proba¬ 
bilidad apreciable de estar en el segundo estado, y luego en el estado siguiente, y asi 
sucesivamente. Cuando la probabilidad es apreciable para muchos estados, el com- 
portamiento del gas se aproxima al dado por la fisica clàsica, porque los estados 
cuantizados se hacen casi indistinguibles de un continuo de energias, y el sistema 
puede tener casi cualquier energia. Por lo tanto, a medida que aumenta la tempera¬ 
tura, deberiamos obtener de nuevo los resultados de la fisica clàsica, como realmente 
parece ser el caso en la figura 40-6. Es posible demostrar. en la misma forma, que 
los estados rotacionales de los àtomos estàn también cuantizados, pero los estados 
estàn tanto màs prôximos. que en situaciones ordinarias kT es mayor que el espacia- 
miento. Entonces se excitan mùchos niveles y la energia cinética de rotaciôn en el 
sistema participa en la forma clàsica. El ùnico ejemplo. para el cual esto no es tan 
cierto a la temperatura ambiente. es el hidrôgeno. 

Esta es la primera vez que realmente hemos deducido, por comparaciôn con el 
experimento. que habia algo errado en la fisica clàsica y hemos buscado una solu- 
ciôn de la dificultad en la mecànica cuàntica de manera muy similar a como fue 
hecho originalmente. Pasaron treinta o cuarenta afios antes de que se descubriera la 
dificultad siguiente y esto nuevamente tuvo que ver con la mecànica estadistica, pero 
esta vez la mecànica de un gas de fotones. Este problema fue resuelto por Planck 
en los primeros anos de este siglo. 
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El movimiento browniano 


41-1 Equiparticiôn de la energia 41-3 La equiparticiôn y el oscilador 

41-2 Equilibrio térmico de la radia- cuântico 

c 'ôn 41-4 La caminata al azar 


41-1 Equiparticiôn de la energia 

El movimiento browniano fue descubierto en 1827 por el botânico Robert Brown. 
Mientras estudiaba la vida microscôpica, notô pequenas particulas de polen de plan¬ 
tas que zigzagueaban por el liquido que estaba examinando al microscopio, y fue lo 
suficientemente inteligente como para darse cuenta que las mismas no eran vivien- 
tes, sino trocitos de suciedad moviéndose por el agua. De hecho, ayudô a demostrar 
que esto no ténia nada que ver con la vida, tomando de la tierra un viejo pedazo de 
cuarzo en el que habia un poco de agua atrapada. Debia haber estado atrapada por 
millones y millones de anos y, sin embargo, vio en ella el mismo movimiento. Lo 
que se ve es particulas muy pequenitas zigzagueando todo el tiempo. 

Màs tarde se probô que éste era uno de los efectos del movimiento molecular; 
podemos entenderlo cualitativamente imaginando una gran pelota en una cancha 
vista desde gran distancia, con mucha gente abajo tirando la pelota en diversas direc- 
ciones. No podemos ver la gente porque imaginamos estar demasiado lejos, pero pode¬ 
mos ver la pelota y notamos que se mueve bastante irrcgularmente de un lado a 
otro. También sabemos por los teoremas discutidos en capitulos precedentes, que 
la energia cinética media de una pequeiïa particula en suspension en un liquido o un 
gas serà \kT aunque sea muy pesada en comparaciôn con una molécula. Si es muy 
pesada, las velocidades son relativamente bajas, pero en la realidad résulta que la 
velocidad no es tan baja. De hecho, no podemos ver muy fàcilmente la velocidad 
de esas particulas porque, aunque la energia cinética media es \kT, que représenta 
una velocidad de un milimetro por segundo mâs o menos para el caso de un objeto 
de uno o dos micrones de diàmetro, esto es muy dificil de ver aun con un micros¬ 
copio, porque la particula està continuamente cambiando de direcciôn y nunca llega 
a ninguna parte. Al final de este capitulo discutiremos hasta dônde llega. El primero 
en resolver este problema fue Einstein a comienzos de este siglo. 


Entre paréntesis, cuando decimos que la energia cinética media de esta particula 
es ]kT, sostenemos haber deducido este resultado de la teoria cinética, o sea de las 
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leyes de Newton. Encontraremos que se puede deducir toda clase de cosas -cosas 
maravillosas- de la teoria cinética, y lo mâs interesante es el que aparentemente 
podamos obtener tanto a partir de tan poco. Naturalmente no queremos decir que 
las leyes de Newton son “poco” -estas son'realmente suficientes-; lo que queremos 
decir es que nosotros no hicimos gran cosa. cômo obtenemos tanto? La respues- 
ta es que hemos estado continuamente haciendo una suposiciôn importante: si un 
sistema determinado estâ en equilibrio térmico a cierta temperatura, también estarâ 
en equilibrio térmico con cualquier otra cosa a la misma temperatura. Por ejemplo, 
si quisiéramos ver cômo se moveria una particula si estuviese realmente chocando 
con agua, podriamos imaginar que hay un gas compuesto de otra clase de particu- 
las, municiones pequenisimas que (suponemos) no interactûan con el agua, sino que 
solo golpean la particula con choques “violentos”. Supongan que la particula tiene 
una saliente; todo lo que nuestras municiones tienen que hacer es golpear la saliente. 
Sabemos todo lo que hay que saber de este gas imaginario de municiones a tempe¬ 
ratura T: es un gas idéal. El agua es complicada, pero un gas idéal es simple. Ahora 
bien, nuestra particula tiene que estar en equilibrio con el gas de municiones. En 
consecuencia, el movimiento medio de la particula debe ser el que se obtiene de las 
colisiones en un gas, porque si no se estuviera moviendo a la velocidad adecuada 
respecto al agua, sino que, digamos, se estuviera moviendo màs râpidamente, eso 
significaria que las municiones tomarian energia de ella y se pondrian màs calientes 
que el agua. Pero hemos comenzado con ellas a la misma temperatura y suponemos 
que si algo està una vez en equilibrio, se queda en equilibrio -espontâneamente, no 
hay partes que se calienten y partes que se enfrien. 



Fig. 41-1. (a) Un galvanômetro sensible 

de espejo. La luz proveniente de una fuente L 
se refleja en un pequeno espejo y va a una 
escala. (b) Registro esquemàtico de la lectura 
de la escala en funciôn del tiempo. 

Esta proposiciôn es cierta y se puede probar a partir de las leyes de la mecâni- 
ca. pero la demostraciôn es muy complicada y solo se puede hacer empleando me- 
cànica avanzada. Es rnucho mâs fâcil de probar en la mecânica cuàntica que en la 
clâsica. Boltzmann fue el primero en demostrarla, pero por ahora pueden simple- 
mente darla por cierta: podemos entonces sostener que nuestra particula tiene que 
tener {kT de energia si las municiones artificiales la golpean, por lo que debe tener 
\kT cuando la golpea el agua a la misma temperatura y suprimimos las municiones; 
por lo tanto es \kT. Es un razonamiento extrano, pero perfectamente vâlido. 

Ademâs del movimiento de particulas coloidales que dio origen al descubrimien- 
to del movimiento browniano, hay una cantidad de fenômenos, en el laboratorio y 
en otras situaciones, donde podemos ver movimiento browniano. Si estamos tratan- 
do de conslruir el equipo màs delicado posible, digamos que un espejo pequenisimo 
sobre una delgada fibra de cuarzo para un galvanômetro balistico muy sensible (Fig. 
41-1). el espejo no se queda quieto, sino que se sacude todo el tiempo - todo el 
tiempo - de modo que cuando 


lo iluminamos y buscamos la posiciôn de la mancha de luz, no tenemos un instrumen¬ 
te perfecto porque el espejo siempre se està sacudiendo. i,Por qué? Porque la energia 
cinética media de rotaciôn de este espejo tiene que ser, en promedio, {kT. 

iCuàl es el àngulo medio cuadrâtico dentro del cual se balancea el espejo? Su¬ 
pongan que hallamos el periodo natural de vibraciôn del espejo golpeândolo leve- 
mente en un lado y viendo cuânto tarda en oscilar ida y vuelta, y que también cono- 
cemos el momento de inercia I. Conocemos la expresiôn de la energia cinética de 
rotaciôn -estâ dada por la ecuaciôn (19.8): T = {lor. Esta es la energia cinética; 
la energia potencial que la acompana serâ proporcional al cuadrado del àngulo -es 
V = {aO 1 -. Pero si conocemos el periodo t 0 y calculamos a partir de él la frecuencia 
natural a> 0 — 2n/t 0 , la energia potencial es V = {Icoÿ) 2 . Ahora bien, sabemos que 
la energia cinética media es {kT, pero como es un oscilador armônico la energia 
potencial media también es {kT. Luego, 

ïla> 2 o(0 2 ) = {kT, 

o sea 

(O 2 ) = kT/Iul (41.1) 

De este modo podemos calcular las oscilaciones del espejo de un galvanômetro y a 
partir de ello encontrar cuâles serân las limitaciones de nuestro instrumente. Si que¬ 
remos tener oscilaciones mâs pequenas, tenemos que enfriar el espejo. Una cuestiôn 
interesante es dônde enfriarlo. Dépende de dônde estâ recibiendo los “empujones”. 
Si es a través de la fibra, lo enfriamos en la parte de arriba -si el espejo estâ rodea- 
do por un gas y estâ siendo golpeado la mayor parte de las veces por colisiones 
en el gas, lo mejor es enfriar el gas-. En realidad, si sabemos de dônde viene el amor- 
tiguamiento de las oscilaciones, ocurre que también ésa es siempre la fuente de las 
fluctuaciones; éste es un punto sobre el cual volveremos mâs adelante. 


Fig. 41-2. Circuito résonante de alto Q. 
(a) Circuito real a temperatura T. (b) Circuito 
ficticio con una resistencia idéal (sin ruido) y 
un "generador de ruido" G. 

Aunque parezea sorprendente, pasa lo mismo en los circuitos eléctricos. Supon¬ 
gan que estamos haciendo un amplificador muy sensible y preciso para una frecuen¬ 
cia definida y tenemos un circuito résonante (Fig. 41-2) a la entrada para hacerlo 
muy sensible a esta frecuencia determinada, tal como un radiorreceptor, pero uno 
verdaderamente bueno. Supongan que queremos llegar al limite mâs bajo posible. 
asi que tomemos el voltaje, digamos de la inductancia, y lo mandamos al resto del 
amplificador. Naturalmente que en cualquier circuito como éste hay pérdidas. No 
es un circuito résonante pertecto, es solo muy bueno y hay, digamos, una pequena 
resistencia (introducimos el resistor para poder verla, pero se supone que es muy 
pequena). Ahora nos gustaria saber: ^cuânto fluctua la diferencia de potencial entre 
los extremos de la inductancia? Respuesta: Sabemos que {LP es la “energia ciné¬ 
tica” —la energia asociada con una bobina en un circuito résonante (Cap. 25)-. En 
consecuencia, el valor medio de {LP es igual a {kT. Esto nos dice cual es el valor 
medio cuadrâtico de la corriente y podemos hallar cuâl es el voltaje correspondiente 
me a partir de la corriente me. 
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Puesto que si queremos la diferencia de potencial entre los extremos de la inductancia 
la formula es V L — icoLÎ, y el valor medio del môdulo al cuadrado de la diferencia 
de potencial en Ja inductancia es < V 2 L > = L 2 oj 2 0 < I 2 > ; insertando este valor 
en \L < P > = {kT, obtenemos 

{Vl) = LuokT. (41.2) 

Por lo tanto, ahora podemos disenar circuitos y decir cuàndo vamos a tener lo que 
se llama ruido de Johnson, ;el ruido asociado con las fluctuaciones térmicas! 

lY ahora de dônde provienen las fluctuaciones? Vienen del resistor -provienen 
del hecho de que los electrones del resistor andan zigzagueando porque estân en 
equilibrio térmico con la materia del resistor, y provocan fluctuaciones en la densi- 
dad de electrones-. Producen entonces pequenisimos campos eléctricos que excitan 
el circuito résonante. 

Los ingenieros eléctricos representan la respuesta de otra manera. Desde el pun- 
to de vista fisico, el resistor es efectivamente la fuente de ruido. Sin embargo, pode¬ 
mos reemplazar el circuito real, que tiene un verdadero resistor fisico, por un cir¬ 
cuito artificial que contiene un pequeno generador que representarà el ruido, por lo 
que ahora el resistor es idéal en este aspecto: ningûn ruido proviene de él. Todo el 
ruido estâ en el generador artificial. Y asi, si conociéramos las caracteristicas del 
ruido generado por un resistor, si tuviésemos la formula, podriamos calcular que 
es lo que el circuito va a hacer en respuesta a ese ruido. Luego, necesitamos una 
formula para las fluctuaciones de ruido. Ahora bien, el reuido generado por el 
resistor contiene todas las frecuencias, ya que el resistor no es de por si 
résonante. Es claro que el circuito résonante solo “escucha” la parte que estâ 
cerca de la frecuencia justa, pero el resistor contiene muchas frecuencias diferentes. 
Podemos describir cuâl es la intensidad del generador de la manera siguiente: la po- 
tencia media que absorberia el resistor si estuviera conectado directamente al gene¬ 
rador de ruido séria ( E 2 ) /R, si E fuese el voltaje del generador. Pero querriamos 
conocer con màs detalles cuânta potencia hay en cada frecuencia. En una sola fre¬ 
cuencia hay muy poca potencia; se trata de una distribuciôn. Sea P(oj)dco la poten¬ 
cia que entregaria el generador a ese mismo resistor en el intervalo de frecuencia 
doj. Podemos demostrar (lo demostraremos para otro caso, pero la matemâtica es 
exactamente la misma) que la potencia résulta 


armônico, toda su energia de movimiento sera kT. Esta es, naturalmente, una des- 
cripciôn incorrecta hasta aqui, porque el oscilador tiene cargo eléctrica y si tiene 
energia kT se estâ sacudiendo de un lado para otro y radiando luz. En consecuen- 
cia es imposible tener equilibrio de la materia real sola, sin que las cargas contenidas 
en ella emitan luz, y a medida que se emite la luz, la energia se pierde, el oscilador 
pierde su kT, y asi todo el gas que estâ chocando con el oscilador se enfria gradual- 
mente. Y ésta es, naturalmente, la manera en que una estufa muy caliente se enfria 
en una noche fria, radiando la luz hacia el cielo, porque los âtomos estân sacudien¬ 
do su carga y radian continuamente, y poco a poco, a causa de esta radiaciôn, el 
movimiento disminuye. 

Por otra parte, si encerramos todo dentro de una caja de modo que la luz no se 
vaya al infinito, podemos finalmente obtener equilibrio térmico. Podriamos poner 
el gas en una caja en cuyas paredes podemos decir que hay otros radiadores devol- 
viendo la luz o, para dar un ejemplo mâs lindo, podemos decir que las paredes de 
la caja son espejos. Es mâs fâcil pensar en este caso. Suponemos entonces que toda 
la radiaciôn que sale del oscilador se queda moviendo dentro de la caja. Luego, na¬ 
turalmente, es cierto que el oscilador comienza a radiar, pero muy pronto puede 
conservar su kT de energia cinética a pesar de que estâ radiando, porque estâ ilu- 
minado, por asi decir, con su propia luz reflejada en las paredes de la caja. Es decir, 
que después de un rato hay una gran cantidàd de luz aglomeràndose en la caja, y 
aunque el oscilador radie un poco, la luz vuelve y restituye parte de la energia ra- 
diada. 

Determinaremos ahora cuânta luz debe haber en esa caja a la temperatura T 
para que la luz que cae sobre este oscilador genere precisamente la energia nece- 
saria para compensar la luz que ha irradiado. 

Supongamos que los âtomos del gas sean muy pocos y estén muy separados, de 
modo que tengamos un oscilador idéal sin resistencia a exception de la resistencia 
de radiaciôn. Luego consideramos que en el equilibrio térmico el oscilador estâ ha- 
ciendo dos cosas al mismo tiempo. Primero: tiene una energia media kT y podemos 
calcular cuânta radiaciôn emite. Segundo: esta radiaciôn debe ser exactamente la 
cantidad que resultaria del hecho de que la luz que incide sobre el oscilador se dis¬ 
persa. Como no hay ningûn otro lado a donde pueda ir la energia, esta radiaciôn 
efectiva es, en realidad, luz dispersada proveniente de la luz présente. 


P(u>) du = (2/ir)kT du, (41.3) 


y es independiente de la resistencia si se la expresa de este modo. 


41-2 Equilibrio térmico de la radiaciôn 

Ahora vamos a considerar un problema aûn màs avanzado e interesante, que es 
el siguiente. Supongan que tenemos un oscilador cargado, como los que menciona- 
mos al estudiar la luz, por ejemplo un électron oscilando de aqui para allà en un 
àtomo. Si oscila de aqui para allà, irradia luz. Supongamos ahora que este oscilador 
estâ en un gas de âtomos muy enrarecido y que de vez en cuando los âtomos cho- 
can con él. En el equilibrio, después de un largo tiempo, este oscilador ganarâ ener¬ 
gia, de modo que su energia cinética de oscilaciôn serà {kT, y como es un oscilador 


Por lo tanto, calculemos primero la energia radiada por el oscilador en un se¬ 
gundo, si el oscilador tiene cierta energia. (Tomamos unas cuantas ecuaciones del 
capitulo 32 sobre la resistencia de radiaciôn sin volver a derivarlas.) La energia ra¬ 
diada por radiân dividida por la energia del oscilador se denomina l/Q (Ec. 32.8): 
\/Q — (dW/dt)/<x) 0 W. Usando la constante de amortiguamiento y, también se pue¬ 
de escribir \/Q — y/ oj 0 , donde m 0 es la frecuencia natural del oscilador -si y es 
muy pequena, Q es muy grande. La energia radiada por segundo es entonces 


dW uoW 
dt Q w 0 


(41.4) 


La energia radiada por segundo es, pues, simplemente gamma por la energia del 
oscilador. Ahora bien, el oscilador deberia tener una energia media kT, por lo que 
vemos que 
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gamma kT es la cantidad media de energia radiada por segundo: 


(dfV/dt) = y kT. (41.5) 

Ahora solo tenemos que saber qué es gamma. Se puede encontrar gamma fàcilmente 
con la ecuaciôn (32.12). Es 


wo 2 rpwl 

Q 3c’ 


(41.6) 


donde r 0 — é l lmc i es el radio clâsico del electrôn, y hemos puesto A = 2nc/a> 0 . 

Nuestro resultado final para la radiaciôn media de luz por unidad de tiempo 
cerca de la frecuencia a> 0 es entonces 


dW = 2 rpulkT 
dt 3 c 


(41.7) 


Ahora preguntamos cuànta luz debe estar incidiendo sobre el oscilador. Debe 
bastar para que la energia absorbida de la luz (y después dispersada) sea exacta- 
mente esa cantidad. En otras palabras, la luz emitida se explica como luz dispersada 
proveniente de la luz que incide sobre el oscilador en la cavidad. Por lo tanto, te¬ 
nemos que calcular ahora cuànta luz se dispersa en el oscilador si hay cierta can¬ 
tidad -desconocida- de radiaciôn incidiendo sobre él. Sea I(w)dw la cantidad de 
energia luminosa que hay a la frecuencia a», dentro de un intervalo da> (porque no 
hay luz a una frecuencia exacta; està distribuida por todo el espectro). Asi, I(oj) 
es cierta distribuciôn espectral que ahora vamos a hallar -es el color de un homo 
a temperatura T que vemos al abrir la puerta y mirar por el agujero-. Ahora bien, 
i,cuânta luz se absorbe? Ya calculamos la cantidad de radiaciôn absorbida de un 


haz dado de luz incidente y lo hicimos en términos de una secciôn eficaz. Es justa- 
mente como si dijéramos que se absorbe toda la luz que incide sobre cierta secciôn 
transversal. Asi, pues, la cantidad total que se vuelve a radiar (se dispersa) es la 
intensidad incidente I(oj)dco multiplicada por la secciôn eficaz a. 


La formula que obtuvimos para la secciôn eficaz (Ec. 31.19) no contenia el 
amortiguamiento. No es dificil repetir la derivaciôn incluyendo el término de resis- 
tencia que despreciamos. Si lo hacemos y calculamos la secciôn eficaz en la misma 
forma obtenemos 


87rrp 

3 


(41.8) 


Ahora bien, en funciôn de la frecuencia, o s tiene un valor apreciable solo para co 
cerca de la frecuencia natural o>„. (Recuerden que el Q de un oscilador radiante es 
el orden de 10 8 .) El oscilador dispersa fuertemente cuando a> es igual a a> 0 y muy 
débilmente para otros valores de co. Por lo tanto, podemos reemplazar co por a> 0 
y co 2 — col P or 2o> 0 (a) — a> 0 ), obteniendo 


27rrocoo 

3[(« - o>o) 2 + r*/4] 


(41.9) 


Ahora toda la curva està localizada cerca de co = co 0 . (En realidad no tenemos 
que hacer 
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ninguna aproximaciôn pero es mucho màs fàcil hacer las intégrales si simplifica- 
mos un poco las ecuaciones.) Ahora multiplicamos la intensidad en un intervalo 
dado de frecuencia por la secciôn eficaz de dispersion para obtener la cantidad de 
energia dispersada en el intervalo dco. La energia total dispersada es entonces la 
intégral sobre todo a>. Luego, 


dW t 

dt 


/; 


/(»>.(«) du 



2 7rrf|U)f-|/(cü) dco 
0 - W0 )2 + 72/4] 


(41.10) 


Hagamos ahora dWjdt = 3ykT. ^Por qué très? Porque cuando hicimos el anà- 
lisis de la secciôn eficaz en el capitulo 32, supusimos que la polarizaciôn era tal que 
la luz podia forzar el oscilador. Si hubiéramos usado un oscilador que solo se pu- 
diera mover en una direcciôn y la luz estuviera, por ejemplo, polarizada en direcciôn 
errada, no podria dar dispersion. Por lo tanto, o debemos promediar la secciôn efi¬ 
caz de un oscilador que solo puede ir en una direcciôn sobre todas las direcciones 
de incidencia y de polarizaciôn de la luz, o, lo que es màs fàcil, podemos imaginar 
un oscilador que seguirà el campo, cualquiera sea la direcciôn en que apunte el cam- 
po. Este oscilador que puede oscilar de igual modo en très direcciones, tendria 3kT 
de energia media porque hay très grados de libertad en el mismo. Es porque hay très 
grados de libertad que usamos 3 ykT. 



Fig. 41-3. Los factores del integrando de 
(41.10). El pico es la curva de resonancia 
y/lto-(oj 1 + y 1 /4. Con buena aproxima¬ 
ciôn se puede reemplazar el factor Ko) por 
KoJ. 


Ahora tenemos que hacer la intégral. Supongamos que la distribuciôn espec¬ 
tral desconocida de la luz, l(c>), es una curva suave y que no varia mucho en la 
estrechisima région de frecuencia donde a s tiene el pico (Fig. 41-3). Entonces la 
ûnica contribuciôn apreciable proviene de cuando co està muy cerca de cu 0 , dentro 
de una cantidad gamma que es muy pequena. En consecuencia, aunque I(co) sea 
una funciôn desconocida y complicada, el ùnico lugar donde es importante es cerca 
de oj ~ io 0 y alli podemos reemplazar la curva suave por una horizontal -una cons¬ 
tante- a la misma altura. En otras palabras, sacamos I(co) fuera de la intégral y la 
llamamos /(wg). También podemos sacar el resto de las constantes fuera de la inté¬ 
gral y lo que nos queda es 

fzrr8»S/(« 0 ) / Q (u _ ~~ + 72/4 = 37 kT. (41.11) 
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Ahora bien, la intégral deberia ir de 0 a oo, pero el G estâ tan lejos de &> 0 que para 
entonces la curva ya se ha acabado, por lo que en su lugar iremos hasta menos co 
-da prâcticamente lo mismo y es mucho màs fâcil hacer la intégral-. La intégral 
es una funciôn arcotangente de la forma jdx/(x 2 + a 2 ). Si la buscamos en un libro 
vemos que es igual a n/a. Por lo tanto, en nuestro caso résulta 2n/y. En consecuen- 
cia, reordenando un poco obtenemos 


(41-12) 


Luego sustituimos la expresiôn (41.6) de gamma (no se molesten en escribir co 0 ; 
como es valida para cualquier a> 0 , la podemos llamar simplemente a>) y la formula 
que résulta para I(oj) es 


(41.13) 


Y esta es la distribuciôn de luz en un horno muy caliente. Se llama radiaciôn de 
cuerpo negro. Negro, porque cuando la temperatura es cero el agujero del horno al 
cual estamos mirando es negro. 

Segün la teoria clâsica, la ecuaciôn (41.13) es la distribuciôn de energia de ra¬ 
diaciôn dentro de una caja cerrada a temperatura T. En primer lugar, notemos una 
caracteristica notable de esa expresiôn. La carga del oscilador, la masa del oscila- 
dor, todas las propiedades especificas del oscilador, se cancelan porque una vez al- 
canzado el equilibrio con un oscilador, debe haber equilibrio con cualquier otro 
oscilador de masa diferente, o nos encontraremos en dificultades. Asi, pues, éste es 
un tipo importante de vérification del aserto: el equilibrio no dépende de con que 
estemos en equilibrio, sino ùnicamente de la temperatura. Dibujemos ahora la curva 
de I(a>) (Fig. 41-4). Nos dice cuânta luz tenemos para cada frecuencia. 



Fig. 41-4. Distribuciôn de intensidad de 
la radiaciôn de cuerpo negro a dos tempera- 
turas, segün la fisica clâsica (curvas llenas). 
Las curvas de trazos muestran la distribuciôn 
real. 


La intensidad contenida en nuestra caja por unidad de intervalo de frecuencia, 
varia, como vemos, con el cuadrado de la frecuencia, lo cual significa que si tene¬ 
mos una caja a temperatura cualquiera y miramos los rayos X que salen, jhabrâ 
una gran cantidad! 


Naturalmente, sabemos que esto es falso. Cuando abrimos el horno y le damos 
una ojeada no nos quemamos los ojos con los rayos X. Es completamente falso. 
Aün màs, la energia total que hay dentro de la caja, el total de toda esta intensidad 
sumada sobre todas las frecuencias, séria el àrea debajo de esta curva infïnita. Por 
lo tanto, algo estâ fundamental, poderosa y absolutamente errado. 


Es asi como la teoria clâsica fue absolutamente incapaz de describir correcta- 
mente la distribuciôn de la luz proveniente de un cuerpo negro, tal como fue incapaz 
de describir correctamente 


los calores especificos de los gases. Los fisicos volvieron una y otra vez sobre esta 
derivaciôn desde muchos puntos de vista y no habia escapatoria: es la predicciôn 
de la fisica clâsica. La ecuaciôn (41.13) se llama ley de Rayleigh, es la predicciôn 
de la fisica clâsica y es evidentemente absurda. 


41-3 La equiparticiôn y el oscilador cuântico 

La dificultad anterior es otro aspecto del prolongado problema de la fisica clà- 
sica que comenzô con la dificultad de los calores especificos de los gases y que aho¬ 
ra ha sido enfocado sobre la distribuciôn de la luz en un cuerpo negro. Ahora bien, 
como es natural, en la época en que los teôricos estudiaron esto habia también mu- 
chas medidas de la curva verdadera. Y ocurria que la curva correcta era como las 
curvas de trazos de la figura 41-4. Es decir que no habia rayos X. Si bajamos la 
temperatura, toda la curva se baja proporcionalmente a T, de acuerdo con la teoria 
clâsica, pero la curva observada también se corta mâs pronto a baja temperatura. 
Por lo tanto, el extremo de baja frecuencia de la curva es correcto, pero el extremo 
de alta frecuencia estâ mal. <,Por qué? Mientras Sir James Jeans se preocupaba de 
los calores especificos de los gases, notô que los movimientos que tienen frecuencia 
alta se “congelan” cuando la temperatura se hace muy baja. O sea, que si la tempe¬ 
ratura es muy baja, si la frecuencia es muy alta, los osciladores no tienen kT de 
energia en promedio. Ahora bien, recordemos cômo funcionaba nuestra deducciôn 
de (41.13): todo dépende de la energia de un oscilador en equilibrio térmico. Lo 
que el kT de (41.5) era y lo que es el mismo kT en (41.13), es la energia media de 
un oscilador armônico de frecuencia a> a temperatura T. Clâsicamente es kT pero 
iexperimentalmente no! -no cuando la temperatura es demasiado baja o la frecuen¬ 
cia del oscilador es demasiado alta- Asi pues, la razôn de que la curva caiga es 
la misma razôn de que los calores especificos de los gases estén errados. Es màs 
fâcil estudiar la curva del cuerpo negro que los calores especificos de los gases, que 
son tan complicados, por lo que enfocaremos nuestra atenciôn en determinar la ver¬ 
dadera curva del cuerpo negro, porque nos dice correctamente, a cada frecuencia, 
cuâl es verdaderamente la energia media de un oscilador armônico en funciôn de 
la temperatura. 

Planck estudiô esta curva. Primero hallô la respuesta empiricamente ajustando 
la curva observada con una linda funciôn que andaba muy bien. Asi, ténia una 
formula empirica para la energia media de un oscilador en funciôn de la frecuencia. 
En otras palabras: ténia la formula correcta en lugar de kT y después de jugar un 
poco encontrô una derivaciôn simple basada en una hipotesis muy extraiia. Esa hi- 
pôtesis era que el oscilador armônico solo puede adquirir energia de hw por vez. 
La idea de que puedan tener absolutamente cualquier energia es falsa. Por supuesto 
que aquello fue el principio del fin de la mecânica clâsica. 

Derivaremos ahora la primerisima formula cuântica determinada correctamente. 
Supongan que los niveles de energia permitidos en un oscilador armônico estén 
igualmente espaciados a una distancia hco 0 de modo que el oscilador solo pueda 
tomar estas diversas energias (Fig. 41-5). Planck hizo un razonamiento algo màs 
complicado que el que vamos a dar aqui, ya que era el mismisimo comienzo de la 
mecânica cuântica y tuvo que demostrar algunas cosas. Pero nosotros tomaremos 
como un hecho (que en este caso él demostrô) que la probabilidad de ocupar un 
nivel 
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P« - Aexp(-4WkT) 
Aexp(-3t*w/kT) 
P 2 * Aexp<-2WkT) 
P, *» Aexp( -t>u»/kT) 


Fig. 41-5. Los niveles de energia de un 
oscilador armônico estân igualmente espacia- 
dos: E n = nttoi. 


de energia E es P(E) = ae E,kT . Si procedemos asi, obtendremos el resultado 
correcto. 

Supongan ahora que tenemos muchos osciladores, siendo cada uno un vibrador 
de frecuencia eu. Algunos de estos vibradores estarân en el estado cuântico màs 
bajo, otros en el siguiente y asi sucesivamente. Lo que querriamos conocer es la 
energia media de todos estos osciladores. Para encontrarla calculemos la energia to¬ 
tal de todos los osciladores y dividâmosla por el nümero de osciladores. Esa serà 
la energia media por oscilador en el equilibrio térmico, y también serà la energia 
que estâ en equilibrio con la radiaciôn de cuerpo negro y que debe ir en la ecua- 
ciôn (41.13) en vez de kT. Asi, sea A 0 el numéro de osciladores que estân en el es¬ 
tado fundamental (el estado de energia màs baja); A, el numéro de osciladores en 
el estado A 2 el numéro de los que estân en E 2 , etc. Conforme a la hipôtesis (que 
no hemos demostrado) de que en la mecânica cuântica la ley que reemplaza la pro- 
babilidad e~ EP/kT o e~ E - c/kT de la mecânica clàsica, es que la probabilidad decrece 
como e~ AE/kT , donde AE es la energia en exceso, supondremos que el numéro A, de 
los que estân en el primer estado serà el numéro A 0 de los que estân en el estado 
fundamental, multiplicado por e~ %ül kT . Anâlogamente, el nümero N 2 de osciladores 
en el segundo estado es A 2 = N 0 e~ 2lt<o/kT . Para simplificar el âlgebra, pongamos 
g-tiw/kT — x_ Entonces tendremos simplemente A, = N 0 x, A 2 = N 0 x 2 , ..., N„ = 
= N 0 x n . 


Primero se debe calcular la energia total de todos los osciladores. Si un oscilador 
estâ en el estado fundamental, no hay energia. Si estâ en el primer estado, la ener¬ 
gia es fia) y hay A, de ellos. Luego, ô hwN 0 x, es la cantidad de energia que 

obtenemos de ellos. Los que estân en el segundo estado tienen 2ftco y son A 2 en 
total, por lo que A 2 • 2hoo = 2hu>N n x 2 es la cantidad de energia que obtenemos, y 
asi sucesivamente. Luego los sumamos todos obteniendo £ tot = A 0 /îru (0 + x + 
+ 2x 2 + 3x 3 + ...). 

Y ahora, <,cuântos osciladores hay? Naturalmente, A 0 es el numéro de los que 
estân en el estado fundamental, A, en el primer estado, etc., y los sumamos: 
A tot = A 0 (l + x + x 2 + x 3 + ...). La energia media es entonces 


/rx _ £tot _ A„ M0 + x + 2x 2 + 3x 3 + • • ■) 
{ ' A tot " ‘ A„(l + x + x* + • • •) 


(41.14) 


Dejamos al lector las dos sumas que aparecen aqui para que jueguen y se diviertan. 
Una vez terminadas las sumas, reemplazando x en el resultado, debemos obtener 
-si no cometemos errores en la suma- 


(E) 


(41-15) 


Esta fue, pues, la primera formula cuântica que se conociô, o se discutiô, y fue la 
magnifica culminaciôn de décadas de rompederos de cabeza. Maxvell sabia que algo 
estaba mal y el problema era ^qué era lo que estaba bien? Aqui estâ la respuesta 
cuantitativa de lo que estâ bien en vez de kT. Naturalmente, esta expresiôn se debe 
aproximar a kT cuando «-*0o cuando T -> oo. Vean si pueden demostrar que es 
asi —aprendan a usar la matemàtica. 

Este es el famoso factor de corte que Jeans estaba buscando y si lo usamos en 
lugar de kT en (41.13), obtenemos para la distribuciôn de la luz en una caja negra 

I{<û) du) = ■ „ ^ -• (41.16) 

7T 2 cV“'* r - 1) 

Vemos que para ru grande, aunque tengamos ru 3 en el numerador hay una e elevada 
a una potencia enorme en el denominador, por lo que la curva vuelve a bajar y no 
“salta por el aire” -jno obtenemos ni luz ultravioleta ni rayos X donde no los es- 
peramos! 

Alguien podria quejarse de que en nuestra derivaciôn de (41.16) empleamos la 
teoria cuântica para los niveles de energia del oscilador y la teoria clàsica en la deter- 
minaciôn de la secciôn eficaz a s . Pero la teoria cuântica de la luz en interacciôn con 
un oscilador armônico da exactamente el mismo resultado que la teoria clàsica. En 
realidad es por eso que se justificaba gastar tanto tiempo en nuestro anâlisis del indice 
de refracciôn y de la dispersion de la luz utilizando un modelo de âtomos como pe- 
quenos osciladores: las formulas cuànticas son sustancialmente las mismas. 

Volvamos ahora al ruido de Johnson en un resistor. Ya hemos senalado que la 
teoria de esta potencia de ruido es en realidad la misma que la teoria de la distribuciôn 
clàsica de cuerpo negro. En verdad, bastante sorprendentemente, ya hemos dicho que 
si la resistencia de un circuito no fuera una resistencia real, sino una antena (una an- 
tena actûa como una resistencia porque radia energia), una resistencia de radiaciôn, 
nos resultaria fâcil calcular cuâl séria la potencia. Séria justamente la potencia que 
entra en la antena proveniente de la luz que la rodea, y obtendriamos la misma distri¬ 
buciôn, a excepciôn de uno o dos factores. Podemos suponer que el resistor es un ge- 
nerador con un espectro desconocido P (eu) de potencia. El espectro estâ determinado 
por el hecho de que este mismo generador, conectado a un circuito résonante de cual- 
quier frecuencia, como en la figura 41-2 (b), généra en la inductancia un voltaje dado 
por la ecuaciôn (41.2). Se llega entonces a la misma intégral que en (41.10) y el mis¬ 
mo método da la ecuaciôn (41.3). Para temperaturas bajas, el kT de (41.3) se debe 
reemplazar, naturalmente, por (41.15). Las dos teorias (radiaciôn de cuerpo negro y 
ruido de Johnson) también estân intimamente relacionadas desde el punto de vista fi- 
sico, ya que por supuesto, podemos conectar un circuito résonante a una antena, por 
lo que la resistencia R serà exclusivamente una resistencia de radiaciôn. Como (41.2) 
no dépende del origen fisico de la resistencia, sabemos que el generador G para una 
resistencia real es el mismo que para una resistencia de radiaciôn. ( ',Cuâl es el origen 
de la potencia P (ru) generada si la resistencia R es solo una antena idéal en equilibrio 
con el medio a temperatura T! Es la radiaciôn /(eu) en el espacio a temperatura T 
que incide sobre la antena y, como “seriales recibidas”, hace un generador efectivo. 
Por lo tanto, se puede deducir una relaciôn directa entre /^eu) e /(ru), que lleva enton¬ 
ces de (41.13) a (41.3). 


41-10 


41-11 



Todas las cosas de que hemos estado hablando -el llamado ruido de Johnson y 
la distribuciôn de Planck, y la teoria correcta del movimiento browniano que estamos 
por describir- son desarrollos de la primera década de este siglo, mâs o menos. Ahora, 
con estos puntos y esta historia en mente, volvamos al movimiento browniano. 


41-4 La caminata al azar 

Consideremos cômo debe variar en el tiempo la posiciôn de una particula que se 
agita, para tiempos muy largos respecto al tiempo entre “golpes”. Consideren una pe- 
quena particula en movimiento browniano que esta zigzagueando porque las molécu- 
las de agua, en zigzagueo irregular, la bombardean de todos lados. Pregunta: después 
de un intervalo dado de tiempo, a qué distancia de donde saliô es probable que se 
encuentre? Este problema fue resuelto por Einstein y Smoluchowski. Si imaginamos 
dividir el tiempo en pequenos intervalos, digamos que de un centésimo de segundo mâs 
o menos, después del primer centésimo de segundo se mueve hasta aqui, en el siguien- 
te centésimo se mueve un poco mâs, en el siguiente centésimo se mueve para otro lado, 
y asi sucesivamente. Frente a la rapidez del bombardeo, un centésimo de segundo es 
un tiempo muy largo. El lector puede verificar fâcilmente que el numéro de colisiones 
que una sola molécula de agua recibe en un segundo es del orden de 10 14 , por lo que 
en un centésimo de segundo sufre 10 12 colisiones, ique es bastante! Por lo tanto, des¬ 
pués de un centésimo de segundo no recordarâ lo que le pasô antes. En otras pala¬ 
bras, las colisiones son todas al azar, de modo que un “paso” no esta relacionado 
con el “paso” precedente. Es como el famoso problema del marinero borracho: el ma¬ 
rinera sale del bar y da una sérié de pasos, pero da cada uno a un àngulo arbitrario, al 
azar (fig. 41-6). La pregunta es: después de mucho tiempo, ^dônde esta el marinero? 
Naturalmente, jno lo sabemos! Es imposible decirlo. ôQué entendemos por esta que 
esta en alguna parte mâs o menos al azar? Bueno, i,dônde estâ el promedio entonces? 
En promedio, £a qué distancia del bar ha llegado? 



Fig. 41-6. Caminata al azar de 36 pasos 
de longitud /. qué distancia estâ S 38 de 
B?Resp: alrededor de 6/en promedio. 


Ya hemos contestado esta pregunta, porque una vez estudiamos la superposi- 
ciôn de la luz proveniente de muchas fuentes diferentes con fases diferentes y eso 
significaba sumar una gran cantidad de fléchas a diversos ângulos (Cap. 32). Alli 
descubrimos que el promedio del cuadrado de la distancia entre un extremo y otro 
de la cadena de pasos al azar, que era la intensidad de la luz, era la suma de las 
intensidades de los pedazos separados. Asi, pues, con el mismo tipo de matemâtica. 
podemos demostrar inmediatamente que si R v es el vector distancia al origen después 
de N pasos, el promedio del cuadrado de la distancia al origen es proporcional al 
numéro N de pasos. Es decir, < R 2 N > = NL 2 donde L es la longitud de cada paso. 
Como el numéro de pasos es proporcional al tiempo en nuestro problema actual. el 
valor medio del cuadrado 


de la distancia es proporcional al tiempo: 

(R 2 ) = at. (41.17) 

Esto no significa que la distancia media sea proporcional al tiempo. Si la distancia 
media fuera proporcional al tiempo, eso significaria que el movimiento neto se realiza 
a una buena velocidad uniforme. El marinero estâ avanzando de manera relativamente 
apreciable, pero ûnicamente de modo que el promedio del cuadrado de la distancia 
es proporcional al tiempo. Esta es la caracteristica de una caminata al azar. 

Podemos demostrar muy fâcilmente que en cada paso sucesivo el cuadrado de la 
distancia aumenta L 1 en promedio. Puesto que si escribimos = R jV „ 1 + L, en- 
tramos que R^ es 

Rv ' Rv = R.v = R.v 2 -! + 2Rjy_i • L + L 2 , 

y promediando sobre muchos intentas, tenemos ( Rl) = < -Rjv -1 ) + L 2 ,ya 
que ( Rat-i • L ) =0. Luego, por inducciôn, 

Rl = ML 2 . (41.18) 

Ahora querriamos calcular el coeficiente a que aparece en la ecuaciôn (41.17) 
y para hacerlo tenemos que agregar algo. Vamos a suponer que si le aplicâsemos una 
fuerza a esta particula (que no tiene nada que ver con el movimiento browniano 
-estamos encarando un problema marginal por el momento), la misma reaccionaria 
contra la fuerza de la siguiente manera. Primeramente, habria inercia. Sea m el coe¬ 
ficiente de inercia, la masa efectiva del objeto (no necesariamente igual a la 
masa real de la particula real, porque el agua se tiene que mover alrededor de la par¬ 
ticula si tiramos de ella). Asi, pues, si hablamos de movimiento en una direcciôn hay 
por un lado un término m(<fx/dt 2 ). Y también queremos suponer que si continuàramos 
tirando regularmente del objeto, habria una resistencia al avance, proveniente del flüi- 
do, la cual es proporcional a la velocidad. Ademâs de la inercia del flüido, hay una 
resistencia al movimiento debida a la viscosidad y a la complejidad del flüido. Es ab- 
solutamente esencial que haya alguna pérdida irréversible, algo parecido a una resis¬ 
tencia, para que haya fluctuaciones. No hay manera de producir el kT a no ser que 
también haya pérdidas. La fuente de las fluctuaciones estâ intimamente relacionada 
con estas pérdidas. Dentro de poco discutiremos el mecanismo de esta resistencia 
al avance -hablaremos de fuerzas proporcionales a la velocidad y de dônde provie- 
nen- Pero por ahora supongamos que esta resistencia existe. Entonces, cuando esta¬ 
mos tirando de la particula de manera corriente, la formula para el movimiento bajo 
la acciôn de una fuerza externa es 


(41.19) 


La cantidad p se puede determinar directamente del experimento. Por ejemplo, pode¬ 
mos observar la caida de la gota por gravedad. Entonces sabemos que la fuerza es 
mg y p es mg dividido por la velocidad de caida que adquiere finalmente la gota. O 
también podriamos poner la gota en una céntrifuga y ver cuânto tarda en sedimentar. 
O si estâ cargada, le podemos aplicar un campo eléctrico. Por lo tanto, p es algo 
medible, no una cosa artificial, y se conoce para muchos tipos de particulas coloi- 
dales, etc. 
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Usemos ahora la misma formula en el caso en que la fuerza no es externa, sino 
igual a las fuerzas irregulares del movimiento browniano. Trataremos enfonces de 
determinar el valor medio del cuadrado de la distancia que recorre el objeto. En vez 
de tomar las distancias en très dimensiones, tomemos sencillamente una dimension 
y hallemos el valor medio de x 2 simplemente para prepararnos. (Evidentemente el pro- 
medio de x 2 es igual al promedio de y 2 es igual al promedio de z 2 y por lo tanto el 
promedio del cuadrado de la distancia es justamente 3 por lo que vamos a calcular). 
La componente x de las fuerzas irregulares es, naturalmente, tan irregular como cual- 
quiera de las otras componentes. ^Cuâl es la rapidez de variaciôn de x 2 ? Es d(x 2 )/ 
/dt = 2 x(dx/dt), y asi, lo que tenemos que hallar es el promedio de la posiciôn por la 
velocidad. Demostraremos que es una constante y que por lo tanto el promedio del 
cuadrado del radio aumentarâ proporcionalmente al tiempo, y veremos con qué rapi¬ 
dez. Ahora bien, si multiplicamos la ecuaciôn (41.19) por x, mx((fx/dt 2 ) + /ux 
(dx/dt) = xF x . Queremos el promedio temporal de x(dx/dt); hagamos entonces el 
promedio de toda la ecuaciôn y estudiemos los très términos. Ahora bien, ^qué pasa 
con x multiplicada por la fuerza? Si ocurre que la particula ha recorrido cierta distan¬ 
cia x, el siguiente impulso puede estar en cualquier direcciôn respecto a x, ya que la 
fuerza irregular es completamente irregular y no sabe de dônde partiô la particula. 
Si x es positiva, no hay razôn para que la fuerza media esté también en esa direcciôn. 
Es tan probable que esté en una como en otra. Las fuerzas de bombardeo no la estân 
arrastrando en una direcciôn determinada. Por lo tanto el valor medio de x por F es 
cero. Por otro lado, tendremos que usar un poco de imaginaciôn con e! término 
mxfcPx/dt 1 ) y escribirlo en la forma 


_ d 2 * _ d[x(dx/dt)] (dx Y 

dt* ~ m dt m \dt) * 

Asi, introducimos estos dos términos y hacemos el promedio de ambos. Veamos en¬ 
fonces cuanto debe ser x por la velocidad. Ahora bien, x por la velocidad tiene un 
promedio que no varia en el tiempo, porque cuando llega a una posiciôn no se acuer- 
da de donde estaba antes y de ahi que las cosas ya no cambien con el tiempo. Por lo 
tanto, esta cantidad es, en promedio, cero. Nos queda la cantidad mv 2 y ésta es la (mi¬ 
ca cosa que sabemos: el valor medio de mv 2 /2 es 1 /2kT. En consecuencia, encontra- 
mos que 



(41.20) 
media del cuadra- 

(41.21) 
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jY asi podemos determinar realmente a qué distancia llegan las particulas! Debemos 
determinar primero cômo reaccionan a una fuerza constante, a qué velocidad se des- 
plazan bajo la acciôn de una fuerza conocida (para hallar fi), y entonces podemos 
determinar hasta dônde llegan en sus movimientos al azar. Esta ecuaciôn tuvo una im- 
portancia histôrica considérable porque fue una de las primeras maneras de determi¬ 
nar la constante k. Después de todo, podemos medir u, el tiempo, hasta dônde llegan 
las particulas, y podemos hacer el promedio. La razôn de que la determinaciôn de k 
fuera importante es que en la ley PV = RT para un mol, sabemos que R, que también 
se puede medir, es igual al nümero de âtomos que hay en un mol multiplicado por k. 
El mol fue defmido originalmente como tantos gramos de oxigeno 16 (ahora se usa el 
carbono), por lo que originalmente no se conocia el numéro de âtomos que hay en un 
mol. Naturalmente, es un problema muy interesante e importante. /,Cômo son de gran¬ 
des los âtomos? ^.Cuântos hay? Asi, pues, una de las primeras determinaciones del 
numéro de âtomos fue por medio de la determinaciôn de hasta dônde se mueve una 
particulita sucia, observândola pacientemente al microscopio durante un cierto inter- 
valo de tiempo. Y asi se déterminé la constante k de Boltzmann y el numéro de Avo- 
gadro N 0 porque R ya habia sido medida. 
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Aplicaciones de la teoria cinética 


42-1 Evaporaciôn 
42-2 Emision termoiônica 
42-3 Ionizaciôn térmica 


42-4 Cinética quimica 

42-5 Leyes de radiaciôn de Einstein 


en la fase vapor, en comparaciôn con el numéro de moléculas del liquido. ^Cuâl es la 
densidad del vapor a una temperatura dada y cômo dépende de ella? 

Llamemos n al numéro de moléculas por unidad de volumen del vapor. Natu- 
ralmente, este numéro varia con la temperatura. Si calentamos, tendremos una eva¬ 
poraciôn mayor. Digamos también que \/V a es el numéro de âtomos del liquido por 
unidad de volumen: suponemos que cada molécula del liquido ocupa un cierto 
volumen, de modo que si hay màs moléculas de liquido, todas juntas ocupan un vo¬ 
lumen mayor. Por lo que si V a es el volumen ocupado por una molécula, el numéro 
de moléculas en una unidad de volumen es una unidad de volumen dividida por el 
volumen de cada molécula. Ademàs, suponemos que hay una fuerza de atracciôn 
entre las moléculas que las mantiene juntas en el liquido. De otra forma no podemos 
entender por qué se condensa. Asi, suponemos que hay esa fuerza y que hay una 
energia de ligadura de las moléculas en el liquido que se pierde cuando pasan a 
vapor. O sea, vamos a suponer que se tiene que hacer una cierta cantidad de tra- 
bajo W para pasar una sola molécula del liquido al vapor. Hay una cierta diferencia 
W entre la energia de una molécula en el liquido y la que tendria si estuviese en el 
vapor, ya que hemos tenido que separarla de las otras moléculas que la atraian. 


42-1 Evaporaciôn 

En este capitulo discutiremos algunas aplicaciones mâs de la teoria cinética. En 
el capitulo anterior recalcamos un aspecto en particular de la teoria cinética: la 
energia cinética promedio correspondiente a cualquier grado de libertad de una mo¬ 
lécula u otro objeto es \kT. Por otro lado, la caracteristica central que discutiremos 
ahora es que la probabilidad de encontrar una particula en lugares diferentes, por 
unidad de volumen, varia como e - cner s ia p°tenciai/*7' ; haremos un cierto numéro de apli¬ 
caciones de ello. 

Los fenômenos que queremos estudiar son relativamente complicados: un liquido 
que se évapora, o electrones que estàn saliendo de la superficie de un métal, o una 
reacciôn quimica en la que interviene un gran numéro de àtomos. En taies casos, 
ya no es posible hacer cualquier afirmaciôn correcta y simple a partir de la teoria 
cinética, ya que la situaciôn es demasiado complicada. Por lo tanto, este capitulo 
no tiene mucha exactitud, excepto donde lo digamos expresamente. La idea que hay 
que recalcar es solamente que a partir de la teoria cinética podemos entender mâs 
o menos, cômo deberian comportarse las cosas. Usando razonamientos termodinâ- 
micos, o ciertas medidas empiricas de algunas cantidades criticas, podemos obtener 
una representaciôn mâs précisa de los fenômenos. 

Sin embargo, es muy ûtil conocer aunque sea poco màs o menos por qué algo 
se comporta como lo hace, y asi, cuando nos encontremos con una situaciôn nueva 
o una que no hayamos comenzado aùn a analizar, podemos decir màs o menos 
lo que debe suceder. Por ello esta discusiôn es imprecisa en grado sumo, pero 
esencialmente buena -buena en la idea, pero digamos que un poquito simplificada 
en los detalles especificos. 

El primer ejemplo que consideraremos es la evaporaciôn de un liquido. Supon- 
gan que tenemos una caja de gran volumen, parcialmente llena con liquido en equili- 
brio y con el vapor a una cierta temperatura. Supondremos que las moléculas de 
vapor estàn relativamente alejadas unas de otras y que las del liquido estàn amonto- 
nadas. El problema es encontrar cuàntas moléculas hay 


Ahora usamos el principio general de que el numéro de àtomos por unidad de 
volumen en dos regiones diferentes es n 2 /n, = e~< E i E >) ,kT . Por lo que el numéro n por 
unidad de volumen en el vapor, dividido por el numéro 1 / V a por unidad de volumen 
en el liquido, es igual a 

nV„ = e ~ wlkT , (42.1) 


ya que ésta es la régla general. Es como la atmôsfera en equilibrio bajo la acciôn 
de la gravedad, donde el gas es mâs denso abajo que arriba debido al trabajo mgh 
que se necesita para levantar las moléculas de gas a la altura h. En el liquido, las 
moléculas son mâs densas que en el vapor porque tenemos que sacarlas atravesando 
la ‘ioma” de energia W, y la razôn de las densidades es e~ w ' kT 

Esto es lo que queriamos deducir: que la densidad del vapor varia como e ele- 
vado a alguna energia negativa sobre kT. Los factores que se encuentren delante 
no son realmente interesantes, ya que en la mayoria de los casos la densidad del 
vapor es mucho màs pequena que la del liquido. Bajo estas circunstancias, en que 
no estamos cerca del punto critico donde las dos son casi iguales, sino que la den¬ 
sidad del vapor es mucho mâs pequena que la del liquido, el hecho de que n es 
mucho màs pequeiïo que \/V a se debe a que W es muchisimo màs grande que kT. 
Por lo tanto, las formulas como (42.1) son interesantes solamente cuando W es 
muchisimo mâs grande que kT, porque asi, como estamos elevando e a una canti¬ 
dad negativa tremenda, si cambiamos T un poquito, ese enorme exponente cambia 
un poco, y el cambio producido en el factor exponencial es muchisimo màs im¬ 
portante que cualquier otro cambio que pueda ocurrir en los factores que hubiese 
delante. i,Por qué puede ser que haya cambios en factores taies como V a ? Porque 
nuestro anâlisis solo fue aproximado. Después de todo, no hay realmente un volu¬ 
men defmido para cada molécula; a medida que cambiamos la temperatura. el vo¬ 
lumen V a no permanece constante -el liquido se dilata-. Hay otras pequenas carac- 
teristicas parecidas y la situaciôn real es mâs complicada. Hay en todo el volumen 
factores que dependen de la temperatura y que varian muy despacio. 
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De hecho, podriamos decir que la misma W varia un poquito con la temperatura, 
ya que a una temperatura mâs alta y con un volumen molecular diferente, habria di- 
ferentes atracciones promedio, etc. Asi, aunque pensàramos que tener una formula 
en la que todo varia de un modo desconocido con la temperatura, es como no tener 
formula, si nos damos cuenta que el exponente W/kT es en general muy grande, ve- 
mos que en la curva de la densidad de vapor en funciôn de la temperatura la mayor 
parte de la variaciôn es ocasionada por el factor exponencial, y el tomar W como 
constante y el coeficiente 1 / V a casi como constante, es una buena aproximaciôn para 
pequenos intervalos de la curva. La naturaleza general de la mayor parte de la varia¬ 
ciôn es, en otras palabras, e~ wlkT 

Résulta que hay muchos, muchos fenômenos en la naturaleza que se caracteri- 
zan porque tienen que tomar prestada energia de algûn lugar y en los que el distin- 
tivo central de la variaciôn de temperatura es e elevado a menos la energia sobre 
kT. Este es un hecho ûtil solamente cuando la energia es grande comparada con kT, 
por lo que la mayor parte de la variaciôn esta contenida en la variaciôn de kT y no 
en la constante u otros factores. 

Consideremos ahora otro modo de obtener un resultado bastante similar para la 
evaporaciôn, pero estudiândolo con màs detalle. Para llegar a (42.1) simplemente 
aplicamos una régla que es valida en el equilibrio, pero con el fin de entender las 
cosas mejor, no hay ningùn inconveniente en tratar de considerar los detalles de lo 
que estâ ocurriendo. También podemos describir lo que estâ ocurriendo del modo 
siguiente: las moléculas del vapor estàn continuamente bombardeando la superficie 
del liquido; cuando lo hacen, pueden ser rechazadas o pueden quedar pegadas. Hay 
un factor desconocido para esto, quizàs 50 a 50, quizàs 10 a 90 -no lo sabemos- 
Digamos que siempre se quedan pegadas; lo podemos volver a analizar mâs tarde 
suponiendo que no siempre se quedan pegadas. Puesto asi, en un cierto momento 
habrâ un cierto numéro de àtomos que se estân condensando en la superficie del 
liquido. El numéro de las moléculas que se condensan, el numéro que llega por uni- 
dad de àrea, es el numéro n, las que hay por unidad de volumen, por la velocidad v. 
Esta velocidad de las moléculas estâ relacionada con la temperatura, ya que sabe- 
mos qie [mv 2 es igual a \kT en promedio. Por lo que v es una especie de velocidad 
media. Naturalmente deberiamos integrar sobre los ângulos y obtener algo parecido 
a un promedio, pero es aproximadamente proporcional a la raiz cuadrada de la 
media de la velocidad al cuadrado, por algûn otro factor. Asi 

N c = nv (42.2) 

es el numéro que llega por unidad de àrea y que se condensa. 

Al mismo tiempo, sin embargo, los àtomos del liquido estân vagando y de vez 
en cuando uno de ellos es empujado fuera. Ahora tenemos que estimar con qué ra- 
pidez son empujados fuera. La idea serâ que en el equilibrio, el numéro de los que 
salen por segundo es igual al numéro de los que Uegan por segundo. 

(.Cuântos son empujados fuera? Para que una molécula saïga, tiene que haber 
adquirido accidentalmente un exceso de energia sobre sus vecinos -un exceso de 
energia considérable, ya que es atraida muy fuertemente por las otras moléculas 
del liquido- Ordinariamente no sale debido a esta fuerte atracciôn, pero algunas ve- 
ces una de ellas adquiere accidentalmente una energia adicional en las colisiones. 
Y la probâbilidad de que adquiera la energia adicional W que se necesita en nuestro 
caso es muy pequeiïo si W > kT. 


De hecho, e~ wklT es la probabilidad de que un àtomo haya tomado mâs de esa 
cantidad de energia. Este es el principio general de la teoria cinética: para que se pueda 
tomar prestada una energia adicional W sobre el promedio, las probabilidades son e 
elevado a menos la energia que tenemos que tomar prestada sobre kT. Supongamos 
ahora que algunas moléculas han tomado prestada esta energia. Tenemos a continua- 
ciôn que estimar cuântas abandonan la superficie por segundo. El que una molécula 
tenga la energia necesaria no significa, naturalmente, que se va a evaporar en realidad, 
ya que podia estar enterrada muy profundamente en el liquido o, aunque estuviese 
muy cerca de la superficie, podia estar viajando en una mala direcciôn. El nümero 
que va a abandonar una unidad de àrea por segundo va a ser algo asi: el nûmero de 
àtomos que hay cerca de la superficie, por unidad de àrea, dividido por el tiempo que 
necesita una para escapar, multiplicado por la probabilidad e~ wlkT de que estén listos 
para escapar, entendiendo por esto que tienen energia suficiente. 

Supondremos que cada molécula de la superficie del liquido ocupa una secciôn 
efectiva de àrea A. Luego, el nûmero de moléculas por unidad de àrea de la super¬ 
ficie del liquido serâ 1/^4. Y ahora, ^cuânto necesita una molécula para escapar? 
Si tienen una cierta velocidad promedio v; y tienen que moverse, digamos, un diâ- 
metro molecular D, espesor de la primera capa, el tiempo que les lleve atravesar 
este espesor es el tiempo necesario para escapar, si la molécula tiene energia sufi¬ 
ciente. Serâ D/ v. Asi, pues, el nûmero de las que se evaporan serâ aproximadamente 

N f = (l/A)(v/D)e~ wlkT . (42.3) 

Ahora bien el àrea de cada âtomo por el espesor de la capa es aproximadamente 
lo mismo que el volumen V a ocupado por un solo àtomo. Y por lo tanto, para que 
pueda haber equilibrio, debemos tener que N e = N e , es decir, 

nv = (v/V a )e~ WlkT . (42.4) 

Podemos cancelar las v puesto que son iguales; aunque una sea la velocidad de una 
molécula en el vapor y la otra la de una molécula que se estâ evaporando, son igua¬ 
les, ya que sabemos que su energia cinética media (en una direcciôn) es [kT. Pero 
alguien puede objetar: “jNô! jNo! Estas son especialmente las màs ràpidas; son las 
que han tomado energia adicional”. Realmente no es asi, y a que en el momento en 
que empiezan a separarse del liquido tienen que perder esta energia adicional en 
favor de la energia potencial. Por ello, a medida que llegan a la superficie, jreducen 
su velocidad a v! Es lo mismo que vimos en nuestra discusiôn de la distribuciôn de 
velocidades moleculares en la atmôsfera -abajo, las moléculas tienen una cierta dis¬ 
tribuciôn de energia. Las que llegan arriba tienen la misma distribuciôn de energia, 
puesto que las lentas no llegaron y las ràpidas perdieron velocidad. Las moléculas 
que se estàn evaporando tienen la misma distribuciôn de energia que las que estân 
dentro -un hecho bastante notable-. De todos modos, es inùtil seguir discutiendo 
con tanto detalle nuestra formula a causa de otras inexactitudes, taies como la pro¬ 
babilidad de ser rechazadas en lugar de entrar en el liquido, etc. Tenemos, pues, una 
idea vaga de la rapidez de evaporaciôn y condensaciôn y vemos. naturalmente, que 
la densidad de vapor n varia en la misma forma que antes, pero ahora lo hemos 
comprendido en mâs detalle en lugar de tenerlo como una formula arbitraria. 
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Esta comprension mâs profunda nos permite analizar algunas cosas. Por ejemplo, 
supongan que bombeâsemos el vapor a una velocidad tal que sacâsemos el vapor en 
cuanto se forma (si tuviésemos bombas buenas y el liquido se evaporase muy des- 
pacio), ^con qué rapidez ocurriria la evaporaciôn si mantuviésemos el liquido a una 
temperatura T? Supongan que medimos antes experimentalmente la densidad de 
vapor en equilibrio, por lo que sabemos, a la temperatura dada, cuântas moléculas 
por unidad de volumen estan en equilibrio con el liquido. Ahora querriamos saber 
con qué rapidez se evaporarà. Aunque solamente hemos utilizado un anàlisis apro- 
ximado en lo que concierne a la evaporaciôn, el nùmero de moléculas de vapor 
que llegaban no se estudiô tan mal, aparté del factor desconocido del coeficiente de 
réflexion. Por lo tanto, podemos usar el hecho de que el numéro de las que estân sa- 
liendo, en el equilibrio, es igual al nùmero de las que Uegan. Es verdad que estamos 
quitando el vapor por lo que solo hay moléculas que salen, pero si no se tocase el 
vapor, se alcanzaria la densidad de equilibrio para la cual el nùmero de las que vuel- 
ven séria igual al nùmero de las que se estân evaporando. En resumen, podemos ver 
fâcilmente que el nùmero de las que abandonan la superficie por segundo es igual 
al coeficiente de réflexion desconocido R por el nùmero de las que voiverian a la su¬ 
perficie por segundo si el vapor estuviese présente, porque asi es como se balancea- 
ria la evaporaciôn en el equilibrio: 


N e = nvR = (vR/V a )e~ wlkT . (42.5) 

El nùmero de moléculas provenientes del vapor que chocan con la superficie del 
liquido es, naturalmente, fâcil de calcular, ya que no necesitamos conocer tanto acer- 
ca de las fuerzas como cuando nos preocupamos de cômo logran escapar a través 
de la superficie del liquido; es mucho màs fâcil hacer el razonamiento en el orden 
inverso. 


42-2 Emision termoiônica 

Podemos dar otro ejemplo de una situaciôn muy prâctica que es semejante a la 
evaporaciôn de un liquido -tan semejante que no vale la pena hacer un anàlisis 
separado- Es esencialmente el mismo problema. En una vâlvula de radio hay una 
fuente de electrones, un filamento de tungsteno calentado, y una plaça cargada posi- 
tivamente para atraer a los electrones. Cualquier electrôn que escapa de la superfi¬ 
cie de tungsteno es inmediatamente arrastrado a la plaça. Esta es nuestra “bomba” 
idéal, que esta “bombeando" fuera los electrones todo el tiempo. Ahora la pre- 
gunta es: ^Cuàntos electrones pueden salir por segundo de un pedazo de tungsteno 
y cômo varia este nùmero con la temperatura? La respuesta a este problema es la 
misma de (42.5). porque résulta que en un pedazo de métal los electrones son atrai- 
dos hacia los iones, o hacia los âtomos del métal. Podemos decir grosso modo que 
son atraidos hacia el métal. Para que un electrôn saïga de un pedazo de métal, se ne- 
cesita una cierta cantidad de energia o trabajo para sacarlo. Este trabajo es diferente 
para diferentes clases de metales. De hecho, varia incluso con el estado de la su¬ 
perficie de una clase dada de métal, pero el trabajo total puede ser de unos pocos 
electronvolts, que es. entre paréntesis, tipico de la energia involucrada en reacciones 
quimicas. Podemos recordar el ùltimo hecho recordando 


que el voltaje en una celda quimica tal como una pila de lintema, que se produce me- 
diante reacciones quimicas, es de alrededor de un voltio. 

<,Cômo podemos saber cuàntos electrones salen por segundo? Séria bastante 
dificil analizar los efectos en los electrones que salen; es màs fâcil analizar la situa¬ 
ciôn de modo inverso. Asi, podriamos comenzar imaginando que no nos llevâsemos 
los electrones y que ellos fuesen como un gas y pudiesen volver al métal. Luego, 
habria una cierta densidad de electrones en equilibrio que por supuesto estaria dada 
por exactamente la misma formula que (42.1), donde V a es el volumen por electrôn 
en el métal, aproximadamente, y IL es igual a q e f, donde <p es el llamado potencial 
de arranque, o sea el voltaje que se necesita para sacar un electrôn de la superficie. 
Esto nos diria cuàntos electrones tendria que haber en el espacio circundante inci- 
diendo sobre el métal para balancear a los que estân saliendo. Y entonces es fâcil 
calcular cuàntos estân saliendo si quitamos los que rodean el métal, ya que el nùme¬ 
ro de los que salen es exactamente igual al nùmero de los que incidirian con la den¬ 
sidad anterior del “vapor” electrônico. En otras palabras, la respuesta es que la 
corriente de electricidad que entra por unidad de àrea es igual a la carga de cada 
uno por el nùmero que llega por segundo por unidad de àrea, lo cual es el nùmero 
por unidad de volumen por la'velocidad, como hemos visto muchas veces: 


/ = q e nv = (q t v/V a )e- q '* lkT . (42.6) 


Ahora bien, un electronvolt corresponde a kT a una temperatura de 11.600 grados. 
El filamento del tubo puede estar trabajando a una temperatura, digamos, de 1.100 
grados, por lo que el factor exponencial es algo asi como e~ 10 ; cuando variamos 
la temperatura un poquito, el factor exponencial cambia mucho. De nuevo tenemos 
que la caracteristica central de la formula es e-i^ lkT . En realidad, el factor que va 
delante esta totalmente errado -résulta que el comportamiento de los electrones en 
un métal no se describe correctamente mediante la teoria clâsica, sino mediante la 
mecànica cuàntica, pero esto no hace sino cambiar un poco dicho factor-. En reali¬ 
dad, nadie ha sido capaz de obtener correctamente esto, aunque muchos han usado 
la mecànica cuàntica de alta categoria para sus càlculos. El gran problema es: 
^cambia W ligeramente con la temperatura? Si es asi, no se puede distinguir una W 
que cambia lentamente con la temperatura, de un coeficiente diferente delante. Esto 
es, si W cambia linealmente, digamos, con la temperatura, de manera que W — 
W 0 + akT, tendriamos 

e -W/kT = e -OV 0 + akT)lkT = e -a e -W ü !kT' 

O sea, una W que dépende linealmente de la temperatura es équivalente a una 
“constante” diferente. Es realmente muy dificil y de ordinario inùtil obtener exacta¬ 
mente el coeficiente que va delante. 


42-3 Ionizaciôn térmica 

Veamos ahora otro ejemplo de la misma idea; siempre la misma idea. Tiene que 
ver con la ionizaciôn. Supongan que tenemos en un gas un montôn de âtomos en es¬ 
tado neutro, digamos, pero que el gas estâ caliente y los âtomos se pueden 
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ionizar. Querriamos saber cuàntos iones hay en una circunstancia determinada si 
tenemos una cierta densidad de âtomos por unidad de volumen a una cierta tempera- 
tura. Consideramos de nuevo una caja en la que hay N àtomos que pueden contener 
electrones. (Si un électron ha salido de un âtomo, éste se llama ion y si el àtomo es 
neutro se llamarâ simplemente âtomo.) Supongan entonces que, en un momento dado, 
el numéro de âtomos neutros es n a , el numéro de iones es n, y el numéro de elec¬ 
trones es n e , todos por unidad de volumen. El problema es: ^Cuàl es la relaciôn 
entre estos très numéros? 

En primer lugar, tenemos dos condiciones de vinculo para los numéros. Por 
ejemplo, segùn variemos diferentes condiciones, como la temperatura u otras cosas, 
«a + «, permanecerâ constante, y a que esto es simplemente el numéro N de nücleos 
atomicos que hay en la caja. Si conservamos fijo el numéro de nücleos por unidad 
de volumen y cambiamos, por ejemplo, la temperatura, a medida que la ionizaciôn 
tiene lugar algunos àtomos pasarân a iones, pero el numéro total de âtomos mâs 
iones serâ constante. Esto es, n a + «, = N. Otra condiciôn es que si el gas total 
tiene que estar eléctricamente neutro (y no tenemos en cuenta una doble o triple 
ionizaciôn), esto significa que el numéro de iones es igual al numéro de electrones 
para cualquier tiempo, o sea n,- = n e . Estas son ecuaciones subsidiarias que expresan 
simplemente la conservaciôn de la carga y la conservaciôn de los âtomos. 

Estas ecuaciones son ciertas y las usaremos finalmente cuando consideremos 
un problema real. Pero queremos obtener otra relaciôn entre las cantidades. Lo po- 
demos hacer como sigue. Usamos de nuevo la idea de que se necesita una cierta 
cantidad de energia para sacar al électron del âtomo. que llamaremos energia de 
ionizaciôn, y la escribiremos como W para que todas las formulas se parezcan. Asi. 
W es la energia necesaria para sacar un electrôn de un âtomo y convertirlo en un 
ion. Ahora decimos de nuevo que el numéro de electrones libres por unidad de volu¬ 
men en el “vapor" es igual al numéro de electrones ligados a los àtomos por unidad 
de volumen por e elevado a menos la diferencia de energia entre estar ligado y estar 
libre, sobre kT. Otra vez tenemos la ecuaciôn bâsica. iCo mo podemos escribirla? 
El numéro de electrones libres por unidad de volumen séria, naturalmente, n e , ya que 
ésta es la definiciôn de n e . Ahora bien, ^qué hay del numéro de electrones ligados 
a los âtomos por unidad de volumen? El numéro total de lugares donde podriamos 
colocar los electrones es aparentemente n a + «,■ y supondremos que cuando estàn 
ligados, cada uno de ellos lo estâ dentro de un cierto volumen V a . Luego, la canti¬ 
dad total de volumen disponible para los electrones que estarian ligados es (n a + n) 
V a , y de ese modo podriamos querer escribir nuestra formula en la forma 


n c =_"2_ 

(n„ + n,)V a 

Sin embargo, la formula es errônea en un punto esencial, que es el siguiente: cuando 
ya hay un electrôn en un àtomo, ;otro electrôn no puede venir jamàs a ese volumen! 
En otras palabras, todos los volümenes de todos los lugares posibles no estàn real- 
mente disponibles para aquel electrôn que estâ tratando de decidir si estar o no en 
el vapor o en la posiciôn condensada, porque en este problema hay una caracteris- 
tica adicional: cuando un electrôn se encuentra donde estâ otro electrôn, no se le 
permite ir -es repelido—. Por esta razôn, résulta que deberiamos contar 
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solamente aquella parte del volumen que estâ disponible para que un electrôn se 
quede o no. Esto es, las partes que ya estàn ocupadas no cuentan en el volumen 
total disponible, sino que el ûnico volumen que se permite es el de los iones, donde 
hay lugares vacios para que el electrôn vaya. Luego, en estas circunstancias, encon- 
tramos que un modo mejor de escribir nuestra formula es 



Esta formula se llama ecuaciôn de ionizaciôn de Saha. Veamos ahora si podemos 
entender cualitativamente por qué una formula como ésta es cierta, haciendo uso de 
las cosas cinéticas que estàn ocurriendo. 

En primer lugar, de vez en cuando un electrôn llega a un ion y se combinan 
para formar un âtomo. Y también de vez en cuando, un âtomo sufre una colisiôn 
y se sépara en un ion y un electrôn. La rapidez de ambos procesos debe ser igual. 
(,Con qué rapidez se encuentran los electrones y los iones? La rapidez aumenta cier- 
tamente si aumenta el numéro de electrones por unidad de volumen. También 
aumenta si aumenta el numéro de iones por unidad de volumen. Esto es, la rapidez 
total a la cual ocurre la recombinaciôn es ciertamente prôporcional al numéro de 
electrones por el numéro de iones. Ahora bien, la rapidez total a la que estâ ocu¬ 
rriendo la ionizaciôn debido a las colisiones debe depender linealmente del numéro 
de âtomos que hay para set ionizados. Y por consiguiente ambas rapideces se balan- 
cearân cuando haya alguna relaciôn entre el producto n e n, y el numéro de àtomos n a . 
El hecho de que suceda que esta relaciôn estâ dada por esta formula particular, don¬ 
de W es la energia de ionizaciôn, es naturalmente algo mâs de informaciôn, pero po¬ 
demos entender fâcilmente que la formula contendria necesariamente las concentra- 
ciones de los electrones, iones y àtomos en la combinaciôn n e njn a para producir 
una constante independiente de las n, y dependiente solamente de la temperatura, 
de las secciones eficaces atômicas y otros factores constantes. 

También podemos notar que, puesto que en la ecuaciôn intervienen los numéros 
por unidad de volumen, si tuviésemos que hacer dos experimentos con un numéro 
total N de âtomos mâs iones, o sea con cierto numéro fijo de nücleos, pero usando 
cajas de volümenes diferentes, las n serian mâs pequenas en la caja mâs grande. 
Pero, puesto que el cociente n/ijn a permanece igual, el numéro total de iones y elec¬ 
trones debe ser mayor en la caja mâs grande. Para ver esto, supongan que hay N 
nücleos dentro de una caja de volumen V y que una fracciôn/de ellos estâ ionizada. 
Entonces, n e = JN/V y n a = (1 -f)N/V. Nuestra ecuaciôn se convierte en 


f N _ 

1 - fV 


(42.8) 


En otras palabras, si tomamos una densidad de àtomos cada vez mâs pequena, o 
hacemos el volumen donde estàn encerrados cada vez mayor, la fracciôn/de iones 
y electrones debe aumentar. Esta ionizaciôn, solo por “expansion" a medida que la 
densidad disminuye, es la razôn por la cual creemos que a densidades muy bajas, 
taies como en el espacio frio entre las estrellas, puede haber iones présentes, aunque 
no lo podamos entender desde el punto de vista de la energia disponible. Aunque 
se necesitan muchos.muchos kT de energia para hacerlos, hay iones présentes. 
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( ',Por qué puede haber iones présentes cuando hay tanto espacio alrededor, 
mientras que si aumentamos la densidad los iones tienden a desaparecer? Respuesta: 
Consideren un àtomo. De vez en cuando, luz, u otro àtomo, o un ion o cualquier 
cosa que sea la que mantiene el equilibrio térmico, lo golpea. Muy raramente, ya que 
se necesita una cantidad tremenda de energia adicional, un electrôn sale y queda 
un ion. Ahora bien, si el espacio es enorme, ese electrôn vaga y vaga y quizàs no 
Uega cerca de algo en anos. Pero alguna vez en un tiempo muy grande, si vuelve 
a un ion y se combinan para formar un àtomo. Por lo que la rapidez a la que los 
electrones salen de los âtomos es muy pequena. Pero si el volumen es enorme, un 
electrôn que ha escapado toma tanto tiempo en encontrar otro ion para recombinar- 
se, que su probabilidad de recombinaciôn es muy, pero muy pequena; asi, a pesar 
de la gran energia adicional que se necesita, puede haber un numéro razonable de 
electrones. 


42-4 Cinética quimica 

La misma situaciôn que acabamos de llamar “ionizaciôn” se encuentra también 
en una reacciôn quimica. Por ejemplo, si dos objetos A y B se combinan para for¬ 
mar un compuesto AB, entonces si pensamos por un momento, vemos que AB es lo 
que hemos Uamado un àtomo, B es lo que llamamos un electrôn y A lo que llama- 
mos un ion. Con estas sustituciones, las ecuaciones de equilibrio tienen exactamente 
la misma forma: 


Desde luego, esta formula no es exacta puesto que la “constante ” c dépende del volu¬ 
men que se permita a A y B para combinarse, etc., pero mediante razonamientos 
termodinàmicos se puede identificar el significado de W en el factor exponencial, y 
résulta que es muy prôximo a la energia que se necesita en la reacciôn. 

Supongan que hemos intentado entender esta formula como resultado de coli- 
siones, muy parecido al modo como entendimos la formula de evaporaciôn, argu- 
mentando acerca de cuàntos electrones salian y cuântos volvian por unidad de 
tiempo. Supongan que A y B se combinan de vez en cuando mediante una colisiôn 
para formar un compuesto AB. Y supongan que el compuesto AB es una molécula 
complicada que camina al azar y que es golpeada por otras moléculas, y que de vez 
en cuando obtiene energia suficiente para explotar y romperse de nuevo en A y B. 

Ahora bien, en las reacciones quimicas résulta realmente que si los àtomos se 
acercan con energias muy pequenas, aun cuando se pueda emplear alguna energia 
en la reacciôn A + B -* AB, el hecho de que A y B se puedan tocar no hace que la 
reacciôn comience necesariamente. Se requiere usualmente que la colisiôn sea bas- 
tante dura, de hecho, para hacer que la reacciôn comience —una colisiôn “suave” 
entre A y B puede no originarla, aunque se utilice alguna energia en el proceso-. 
Asi, pues, supongamos que es muy comûn en reacciones quimicas que, para que de 
A y B se forme AB, no basta que choquen entre si, sino que tienen que hacerlo con 
energia suficiente. Esta energia se llama energia de activaciôn -energia que se nece¬ 
sita para “activar” la reacciôn—. Llamemos A* a la energia de activaciôn, energia 
adicional necesaria en una colisiôn 
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Fig. 42-1. Relaciôn de energia para la 
reacciôn A + B -* AB. 

para que la reacciôn pueda ocurrir realmente. Entonces, en la velocidad Rj- a la que 
A y B produce AB intervendria el numéro de àtomos de A por el numéro de àtomos 
de B, por la velocidad a la cual un solo àtomo golpearia una cierta secciôn eficaz 
o AB , por un factor e~ A * lkT , que es la probabilidad de que tengan energia suficiente: 

R; = n A n B va AB e~ A * lkT . (42.10) 

Ahora tenemos que encontrar la velocidad opuesta R r . Hay una cierta probabilidad 
de que AB se désintégre. Para que pueda hacerlo, no solamente debe tener la ener¬ 
gia W que necesita para que se separen, sino que asi como era dificil que A y B se 
juntasen, hay una especie de loma sobre la cual A y B tienen que pasar para sepa- 
rarse de nuevo; no solo deben tener bastante energia para estar en condiciones de 
separarse, sino ademàs una cierta energia adicional. Es como trepar una loma para 
llegar a un valle profundo; tienen que trepar la loma para entrar y tienen que tre¬ 
par para salir del valle y volver atràs (Fig. 42-1). Por lo tanto, la velocidad con la que 
AB vuelve a B serâ proporcional al numéro n AB que hay présente por giw+AVIkT 



La d incluirà el volumen de los âtomos y las colisiones por unidad de tiempo que po- 
demos calcular con âreas y tiempos y espesores, como hicimos en el caso de evapora¬ 
ciôn; pero no lo haremos. La caracteristica principal de interes para nosotros es 
que cuando estas dos velocidades son iguales, su cociente nos da la unidad. Esto nos 
dice que n A n B /n AB = ce~ wikl , igual que antes, donde c involucra las secciones efecti- 
vas, las velocidades y otros factores indépendantes de las n. 

Lo interesante es que la velocidad de la reacciôn también varia como e~ œnst/kT , 
aunque la constante no es la misma que la que rige las concentraciones; la energia 
de activaciôn A* es muy diferente de la energia W. W rige las proporciones de A, B 
y AB que tenemos en equilibrio, pero si queremos saber con qué velocidad A + B 
pasa a AB, esto no es una cuestiôn de equilibrio y por consiguiente una energia di¬ 
ferente, la energia de activaciôn, rige la velocidad de reacciôn mediante un 
factor exponencial. 

Ademàs, A* no es una constante fundamental como W. Supongan que en la su¬ 
perficie de la pared -o en algûn otro lugar- A y B se pudiesen adherir temporalmen- 
te de tal modo que pudiesen combinarse màs fâcilmente. En otras palabras, podria- 
mos encontrar un “tûnel" a través de la loma o quizàs una loma màs baja. Por 
conservaciôn de la energia, cuando esté todo terminado habremos hecho AB a partir 
de A y B, por lo que la diferencia de energia W serà enteramente independiente del 
modo en que ocurriô la reacciôn. 
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oero la energia de activaciôn A* dependerâ muchisimo del modo en que ocurre la 
reaccion. Esto explica por qué las reacciones quimicas son muy sensibles a las con- 
diciones exteriores. Podemos cambiar la velocidad colocando una superficie de una 
clase diferente, podemos colocarla en un “barril diferente”, por ejemplo, y ocurnra 
a una velocidad diferente, si ésta dépende de la naturaleza de la superficie. O si co- 
locamos dentro un tercer objeto diferente, puede cambiar muchisimo la velocidad, 
algunas cosas producen énormes cambios en la velocidad simplemente cambiando 
A* un poquito -se les llama catalizadores-. Puede ocurrir que una reaccion practi- 
camente no se lleve a cabo porque A* es demasiado grande a la temperatura dada, 
pero cuando introducimos esta sustancia especial, el catalizador, entonces la reac- 
ciôn es verdaderamente râpida porque A* se ha reducido. 

Entre paréntesis, hay alguna dificultad con tal reaccion, A mas B da AB, porque 
no podemos conservar a la vez energia y momentum cuando tratamos de colocar 
iuntos dos objetos para formar uno que es màs estable. Por consiguiente, necesita- 
mos por lo menos un tercer objeto C y por ello la verdadera reaccion es mucho mas 
complicada. En la velocidad hacia adelante interviene el producto n A n B n c y podria 
parecer que nuestra formula va a ser errônea, pero ino! Cuando consideramos la ve¬ 
locidad a la que AB va en la otra direcciôn, encontramos que tambien necesita coh- 
dir con C, por lo que en la velocidad inversa interviene n AB n c \ las n c se cancelan en 
la formula para las concentraciones de equilibrio. La ley de equilibrio (42.9) que es- 
cribimos primero esta absolutamente garantizada como verdadera jcualquiera sea el 
mecanismo de la reaccion! 


42-5 Leyes de radiaciôn de Einstein 

Volvemos ahora a una interesante situation anâloga que tiene que ver con la 
ley de radiaciôn de cuerpo negro. En el capitulo anterior calculamos la ley de 
distribuciôn para la radiaciôn en una cavidad del modo que Planck lo hizo, consi- 
derando la radiaciôn de un oscilador. El oscilador tiene que tener una cierta energia 
media, y como estâ oscilando, radiaria y seguiria bombeando radiaciôn a la cavi¬ 
dad hasta que amontonase tanta que balancease la absorciôn emisiôn. Asi encontra¬ 
mos que la intensidad de radiaciôn a la frecuencia a> estaba dada por la formula 

Este resultado contenia la suposiciôn de que el oscilador que generaba la radiaciôn 
ténia niveles de energia definidos e igualmente espaciados. No dijimos que la luz 
ténia que ser un fotôn o algo parecido. No discutimos acerca de cômo, cuando un 
âtomo pasa de un nivel a otro, la energia tiene que salir en una unidad de energia, 
hoj, en forma de luz. La idea original de Planck fue que era la materia la que esta¬ 
ba cuantizada y no la luz: los osciladores materiales no pueden tomar simplemente 
cualquier energia, sino que lo tienen que hacer en bloques. Ademàs, el problema 
con la derivaciôn es que era parcialmente clâsica. Calculamos la rapidez de radia¬ 
ciôn de un oscilador de acuerdo a la fisica clâsica; después le dimos la vuelta y 
dijimos: “No, este oscilador tiene muchos niveles de energia". Asi que gradual- 
mente, con el fin de encontrar el resultado correcto, el resultado completamente 
cuântico, hubo un desarrollo lento que culminé en la mecânica cuântica de 1927. 
Pero entretanto, Einstein intenté convertir el punto de vista de Planck de que sola 
mente los osciladores 
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Emision espontânea 

Emisiôn inducida Fig. 42-2. Transiciones entre dos niveles 
de energia de un âtomo. 

de materia estaban cuantizados, a la idea de que la luz era realmente fotones y podia 
ser considerada de algün modo como particulas con energia üa). Ademàs, Bohr 
habia indicado que cualquier sistema de àtomos tiene niveles de energia, pero 
que éstos no se encuentran necesariamente igualmente espaciados como el oscilador 
de Planck. Asi que fue necesario volver a derivar o por lo menos volver a discutir 
la ley de radiaciôn desde un punto de vista cuântico mâs completo. 

Einstein supuso que la formula de Planck estaba bien y la usô para obtener 
alguna informaciôn nueva, desconocida anteriormente, acerca de la interacciôn de 
la radiaciôn con la materia. Su discusiôn fue como sigue: Consideren dos cuales- 
quiera de los muchos niveles de energia de un âtomo, digamos los niveles m-ésimo 
y n-ésimo (Fig. 42-2). Ahora bien, Einstein propuso que cuando luz de frecuencia 
apropiada incide sobre ese âtomo, este puede absorber ese fotôn de luz y efectuar 
una transiciôn del estado n al m, y que la probabilidad de que ocurra asi por se- 
gundo dépende naturalmente, de los dos niveles, pero es proporcional a la inten¬ 
sidad de la luz que estâ incidiendo. Llamemos a esta constante de proporcionalidad 
B nm , simplemente para tener présente que no es una constante universal de la na¬ 
turaleza, sino que dépende del par particular de niveles: algunos niveles son 
fâciles de excitar y otros dificiles. Ahora bien, ^cuàl va a ser la formula para la 
probabilidad de emisiôn de m a n? Einstein propuso que debe constar de dos partes. 
En primer lugar, aun cuando no hubiese luz présente, habria alguna probabilidad 
de que un âtomo en un estado excitado pasase a un estado mâs bajo emitiendo 
un fotôn; a esto lo llamaremos emisiôn espontânea. Es anâlogo a la idea de que 
un oscilador con una cierta cantidad de energia, aun en fisica clâsica, no la 
guarda sino que la pierde por radiaciôn. Asi, lo anâlogo de la radiaciôn espontânea 
de un sistema clâsico es que si un âtomo estâ en un estado excitado hay una 
cierta probabilidad A m „, que también dépende de los niveles, de que baje de m a n 
y esta probabilidad es indépendante de si hay luz iluminando el âtomo o no. Pero 
entonces Einstein fue mâs lejos y mediante la comparaciôn con la teoria clâsica y 
otros argumentes concluyô que la emisiôn también se veia influenciada por la pre- 
sencia de luz -que cuando la luz de frecuencia apropiada ilumina el âtomo, éste 
tiene una probabilidad mayor de emitir un fotôn, la cual es proporcional a la in¬ 
tensidad de la luz, con la constante de proporcionalidad B mn ~. Mâs tarde, si de- 
ducimos que este coeficiente es cero, habremos demostrado que Einstein estaba 
equivocado. Pero, naturalmente, encontraremos que ténia razôn. 


Asi, Einstein supuso que hay très clases de procesos: una absorciôn propor¬ 
cional a la intensidad de la luz, una emisiôn proporcional a la intensidad de la 
luz llamada emisiôn inducida y algunas veces emisiôn estimulada, y una emisiôn 
espontânea independiente de la luz. 

Supongan ahora que tenemos, en el equilibrio a una temperatura T, un cierto 
numéro de àtomos N„ en el estado n y otro numéro N m en el estado m. Entonces, 
el numéro total de àtomos que van a pasar de n a m es el numéro de los que estân 
en el estado n 
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por la probabilidad por segundo de que si uno estâ en n pase a m. La formula para 
el numéro de los que van a pasar denam por segundo es: 

R„., m = N n B nm I(o>). (42.13) 

Del mismo modo, el nümero de los que pasarân de m a n se expresa, como el nu¬ 
méro N m de los que estân en m multiplicado por la probabilidad por segundo de 
que cada uno baje a n. La expresiôn es 

= N,„[A mn + B mn I( «)]. (42.14) 

Supondremos ahora que en el equilibrio térmico el nümero de àtomos que suben 
debe ser igual al nümero de los que bajan. Por lo menos es un modo de asegurar- 
se que el nümero de àtomos permanezca constante en cada nivel*. Consideramos 
entonces que estas dos probabilidades son iguales en el equilibrio. Pero tenemos 
aûn otra informaciôn: sabemos lo grande que es N m comparado con N„ -su cociente 
es e-tëm-E» V* 7 "-. Ahora supuso Einstein que la ünica luz que efectivamente produce 
la transiciôn de n a m es aquella que tiene la frecuencia correspondiente a la diferen- 
cia de energia, por lo que E m -E„ = Eco en todas nuestras formulas. Entonces 

N m = N n e~* alkr . (42.15) 

Y si igualamos las dos probabilidades, N n B„ n J(a>) = N,„\A mn + B^Ifio)) y 
dividimos por N,„, obtenemos 

B nm I( u>)e n '“ lkT = A mn + B mn I(u). (42.16) 

A partir de esta ecuaciôn, podemos calcular l(u>). Es simplemente 

m = D - D • ( 4217 > 

B nm e 1 - B mn 

Pero Planck nos ha dicho antes que la formula debe ser (42.12). Por lo que podemos 
deducir algo: en primer lugar, B nm debe ser igual a B mir puesto que de otra forma 
no podemos obtener (e 1t " ,lkT - 1). Asi, Einstein descubriô algunas cosas que no supo 
como calcular, en especial que la probabilidad de emisiôn inducida y la probabilidad 
de absorciôn deben ser iguales. Esto es interesante. Y ademàs para que (42.17) y 
(42.12) concuerden, 

A m „/B mn debe ser Eu? In 1 c 1 . (42.18) 

Asi, por ejemplo, si conocemos la probabilidad de absorciôn para un nivel dado. 
podemos deducir la probabilidad de emisiôn espontânea y la de emisiôn inducida o 
cualquier combinaciôn. 

Hasta aqui es hasta donde Einstein o cualquier otro podia llegâr usando taies 
razonamientos. Hoy en dia, computar la probabilidad absoluta de emisiôn espontâ¬ 
nea o las otras probabilidades para cualquier transiciôn atômica especifica requiere, 
naturalmente, un conocimiento de la maquinaria del âtomo. Uamada electrodinàmica 
cuàntica, que no se descubriô hasta once anos màs tarde. Este trabajo de Einstein 
se hizo en 1916. 

* Este no es el ûnico modo de arreglàrnoslas para mantener constante el numéro de àtomos 
en los diversos niveles, pero es el que funciona. El hecho de que en el equilibrio térmico cada pro- 
ceso deba ser balanceado por su opuesto exacto es lo que se llama principio de balance detallado. 
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La posibilidad de emisiôn inducida ha encontrado actualmente aplicaciones inte- 
resantes. Si hay luz présente, tenderà a inducir la transiciôn hacia abajo. La 
transiciôn anade su Eu> a la energia de luz disponible, si hay algunos àtomos situa- 
dos en el estado superior. Podemos s hacer, mediante algün método no termodinâmi- 
co, que un gas tenga el nümero en el estado m mucho màs grande que el nümero en 
el estado n. Esto estâ muy lejos del equilibrio y no estâ dado entonces por la 
formula e~ h “ l/kT del equilibrio. También podemos hacer que el nümero en el estado 
superior sea muy grande, mientras que el del estado inferior sea pràcticamente cero. 
En este caso, la luz que tiene la energia correspondiente a la diferencia de energias 
E m -E n no serâ fuertemente absorbida, ya que no hay muchos àtomos en el estado 
n que la puedan absorber. Por otro lado. cuando esta luz estâ présente, jinducirà la 
emisiôn desde este estado superior! Por lo tanto, si tenemos muchos àtomos en el 
estado superior, habrâ una especie de reacciôn en cadena en la cual, desde el mo- 
mento en que los àtomos comiencen a emitir, otros màs se verân forzados a emitir 
y todo el conjunto de àtomos caerà de golpe. Esto es lo que se llama un laser o, 
en el caso del infrarrojo lejano. un màser. 


Fig. 42-3. Excitando un estado màs alto 
h, mediante luz azul digamos, que puede 
n , emitir un fotôn dejando àtomos en el estado 

Roja, luz del laser m - ®l numéro en este estado se hace lo sufi- 

cientemente grande como para comenzar la 
-n acciôn léser. 

Se pueden usar diversos artificios para obtener los àtomos en el estado m. Podria 
haber niveles màs altos a los cuales los àtomos podrian ir si iluminàsemos con un 
haz fuerte de luz de alta frecuencia. De estos niveles podrian gotear emitiendo 
varios fotones, hasta que todos se queden parados en el estado m. Si tienden a per- 
manecer en el estado m sin emitir, el estado se llama metastable. Y luego se hace 
que todos caigan de golpe por emisiones inducidas. Otro punto técnico màs: si colo- 
camos este sistema en una caja ordinaria, radiaria espontàneamente en tantas direc- 
ciones diferentes, comparado con el efecto inducido, que aün tendriamos problemas. 
Pero podemos 'acrecentar el efecto inducido, aumentar su eficiencia, colocando 
espejos casi perfectos en cada lado de la caja, de modo que la luz que es emitida 
tenga otra oportunidad, y otra oportunidad, y otra oportunidad, de inducir màs emi¬ 
siôn. Aunque los espejos son casi un cien por ciento reflectores, hay una pequena 
cantidad de transmisiôn y un poco de luz sale fuera. Al final, a causa de la conser- 
vaciôn de la energia, toda la luz sale uniformemente en una linda linea recta, lo cual 
da lugar a los haces de luz intensos que son posibles hoy en dia con los lâseres. 
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Difusion 
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43-1 Colisiones entre moléculas 
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con la temperatura, etc., pero no serâ posible obtener exactamente los factores numé- 
ricos correctos que hay delante de todos los términos. En consecuenjia, en nuestras 
derivaciones no nos preocuparemos del valor preciso de los factores numéricos. Solo 
se los puede obtener con un tratamiento matemâtico mucho mâs refinado. 

Antes de considerar lo que sucede cuando no hay equilibrio, tendremos que exa- 
minar un poco mâs de cerca lo que pasa en un gas en equilibrio térmico. Tendremos 
que conocer, por ejemplo, cuâl es el tiempo medio entre colisiones sucesivas de una 
molécula. 

Cualquier molécula expérimenta una sérié de colisiones con otras moléculas -na- 
turalmente que al azar-. En un largo periodo de tiempo T, una molécula determinada 
sufrirà un cierto numéro N de choques. Si duplicamos la duraciôn del intervalo habrâ 
el doble de choques. Luego, el numéro de colisiones es proporcional al tiempo T. Lo 
escribiremos asi: 

N = T/t (43.1) 

Hemos escrito la constante de proporcionalidad en la forma 1 /t, donde t tiene dimen- 
siones de tiempo. La constante t es el tiempo medio entre colisiones. Supongan, por 
ejemplo, que hay 60 colisiones en una hora; r es entonces un minuto. Diriamos que 
t (un minuto) es el tiempo medio entre las colisiones. 

Muchas veces deseamos hacer la siguiente pregunta: “i,Cuâl es la probabilidad 
de que una molécula expérimente una colisiôn en el siguiente intervalo pequeno de 
tiempo dt?” La respuesta, que la podemos entender intuitivamente, es dth. Pero tra- 
temos de hacer un razonamiento mâs convincente. Supongan que habia un gran numéro 
N de moléculas. tCuântas tendrân colisiones en el siguiente intervalo dt? Si hay equilibrio, 
nada varia en promedio con el tiempo. Por lo tanto, N moléculas esperando durante dt 
sufrirân el mismo numéro de colisiones que una molécula durante el tiempo N dt. 
Sabemos que ese numéro es N dth. Luego, el numéro de choques de N moléculas 
es N dth en el tiempo dt y la probabilidad de un choque para cualquier molécu¬ 
la es simplemente l/N por ese valor, o sea (l/AO (N dth) = dth, como habiamos 
supuesto mâs arriba. Es decir, la fracciôn de moléculas que sufrirân una colisiôn 
en el tiempo dt es dth. Para dar un ejemplo, si t es un minuto, la fracciôn de 
moléculas que sufrirà colisiones en un segundo es 1/60. Esto significa, naturalmente, 
que 1 /60 de las moléculas estàn por casualidad lo bastante cerca de donde van a cho- 
car como para que sus colisiones ocurran en el minuto siguiente. 


Cuando decimos que t, el tiempo medio entre colisiones, es un minuto, no quere- 
mos decir que todas las colisiones ocurrirân a intervalos exactos de un minuto 
Una particula determinada no tiene una colisiôn, espera un minuto y tiene otra coli¬ 
siôn. Los tiempos entre colisiones sucesivas son completamente variables. No lo 
necesitaremos para el trabajo que sigue, pero podemos hacer una pequena digresiôn 
para contestar la pregunta: “<,Cuàles son los tiempos entre colisiones?” Sabemos 
que para el caso anterior, el tiempo medio es un minuto, pero nos gustaria saber, 
por ejemplo, cuâl es la probabilidad de que no tengamos ninguna colisiôn durante 
dos minutes. 

Encontraremos la respuesta a la pregunta general: “^Cuàl es la probabilidad de 
que una molécula ande durante un tiempo t sin tener una colisiôn?” En un instante 
arbitrario -que llamamos t =0—comenzamos a observar una molécula determinada. 
tCuâl es 
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la probabilidad de que llegue hasta t sin chocar con otra molécula? Para calcu- 
lar esta probabilidad, observamos lo que esta ocurriendo con todas las N 0 mo- 
léculas dentro de un recipiente. Después de haber esperado un tiempo t, encontra- 
remos que algunas habrân tenido colisiones. Sea N(t) el nümero que no ha tenido 
colisiones hasta el instante t. N(t) es, por supuesto, menor que N a . Podemos hallar 
N(t) porque sabemos cômo varia en el tiempo. Si sabemos que N(t) moléculas han 
llegado hasta /, el nümero que llega hasta t + dt, N(t + dt), es menor que N(t) en el 
nümero que ha tenido colisiones durante dt. Hemos escrito màs arriba el nümero 
que colide en dt en funciôn del tiempo medio r: dN = N(t) dt/r. Tenemos la ecua- 
ciôn 

N(t + dt) = N(t) - N(t) ~ • (43.2) 


La cantidad del primer miembro, N(t + dt), se puede escribir, de acuerdo con las 
definiciones del câlculo infinitésimal, en la forma N(t) + (dNldt)dt. Haciendo esta 
sustituciôn, la ecuaciôn (43.2) da 


El nümero de las que se pierden en el intervalo dt es proporcional al nümero de las 
présentes e inversamente proporcional a la vida media t. La ecuaciôn (43.3) se pue¬ 
de integrar fâcilmente si la escribimos en la forma 


Cada miembro es un diferencial exacto, por lo que la intégral es 
ln N(t) = -t/r + (una constante), 


que es lo mismo que 


N(t) = (constante)^ 


Sabemos que la constante debe ser precisamente N 0 , nümero total de moléculas pré¬ 
sentes, puesto que a t — 0, todas empiezan a esperar su colisiôn “siguiente”. Pode¬ 
mos escribir nuestro resultado en la forma 


N(l) = N 0 e~ tlT . (43.7) 

Si deseamos la probabilidad P(t) de que no haya colisiones, la podemos obtener 
dividiendo N(t) por N 0 : 

p(t) = e ~ llT . (43.8) 


Nuestro resultado es: la probabilidad de que una molécula determinada sobreviva 
un tiempo t sin sufrir colisiones es e~‘ /t , donde t es el tiempo medio entre colisiones. 
La probabilidad comienza en 1 (o sea certeza) en / = 0 y disminuye a medida que t 
aumenta. La probabilidad de que la molécula évité colisiones durante un tiempo 
igual a r es e 1 = 0,37... La probabilidad de que lo haga durante un tiempo mayor 
que el tiempo medio 
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es menor que un medio. Eso esta muy bien, porque hay bastantes moléculas que 
antes de chocar no sufren colisiones durante tiempos muchos mâs largos que el 
tiempo medio, por lo que el tiempo medio puede seguir siendo t. 

Al principio definimos r como el tiempo medio entre colisiones. El resultado 
obtenido en la ecuaciôn (43.7) dice también que el tiempo libre entre un instante 
inicial arbitrario y la colisiôn siguiente es también t. Podemos demostrar este hecho 
un tanto sorprendente de la manera que sigue. El nümero de moléculas que sufren 
su colisiôn siguiente en el intervalo dt a un tiempo t a partir de un instante inicial 
elegido arbitrariamente, es N(t) dt/r. Su “intervalo de tiempo hasta la siguiente co¬ 
lisiôn” es, por supuesto, precisamente t. El “tiempo medio hasta la colisiôn siguien¬ 
te” se obtiene de la manera habituai: 

. . . 1 r N(t)dt 

tiempo medio hasta la cohsion siguiente = J^ t —• 

Empleando el N(t) obtenido en (43.7) y calculando la intégral, encontramos verdade- 
ramente que t es el tiempo medio desde cualquier instante hasta la colision siguiente. 


43-2 El catnino libre medio 

Otro modo de describir las colisiones moleculares es hablar, no del tiempo entre 
colisiones, sino del camino que recorre la particula entre colisiones. Si decimos que 
el tiempo medio entre colisiones es t y que las moléculas tienen una velocidad media 
v, podemos esperar que la distancia media entre colisiones, que llamaremos /, sea 
simplemente el producto de t y v. Esta distancia entre colisiones se denomina co- 
münmente camino libre medio: 

camino libre medio / = tv. (43.9) 

En este capitulo seremos un poco imprecisos acerca de qué clase de promedio 
entendemos en cualquier caso particular. Los diversos promedios posibles -el valor 
medio, el valor medio cuadrâtico, etc.- son todos casi iguales y difieren en factores 
cercanos a uno. Como de todas maneras se necesita un anâlisis detallado para obte¬ 
ner los factores numéricos correctos, no es preciso que nos preocupemos de que 
promedio se necesita para cualquier problema en particular. También podemos ad¬ 
venir al lector que los simbolos algebraicos que estamos usando para algunas 
cantidades fisicas (por ejemplo, / para el camino libre medio) no siguen una con- 
venciôn de aceptaciôn general, principalmente porque no hay acuerdo general. 

Asi como la probabilidad de que una molécula tenga una colision en un intervalo 
brève dt es igual a dt/r, la probabilidad de que tenga una colision al recorrer una 
distancia dx es dx/l. Usando los mismos razonamientos que anteriormente, el lector 
puede demostrar que la probabilidad de que una molécula recorra por lo menos una 
distancia x antes de tener el choque siguiente es e~ x/t . 

La distancia media que una molécula recorre antes de chocar con otra -el cami¬ 
no libre medio /- dependerà de cuàntas moléculas hay alrededor y del tamano __ de 
las moléculas, es decir de lo grande que es el blanco que representan. El tamano 
efectivo de un blanco en una colisiôn se describe habitualmente con una seccion 
efïcaz de colisiôn”, el mismo concepto que se usa en la fisica nuclear o en problemas 
de dispersion de luz. 
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el ârea de colisiôn es a c 



el numéro total de el ârea total cubierta es on () dx 

moléculas es n 0 dx Fig. 43-1. Secciôn eficaz de colisiôn. 

Consideremos una particula en movimimento que recorre una distancia dx a 
través de un gas que tiene n 0 dispersores (moléculas) por unidad de volumen 
(Fig. 43-1). Si observamos cada unidad de ârea perpendicular a la direcciôn de mo- 
vimiento de la particula que hemos seleccionado, encontraremos que hay n 0 dx 
moléculas. Si cada una présenta un ârea efectiva de colisiôn, o como se llama co- 
mûnmente, “secciôn eficaz de colisiôn” a c , el ârea total cubierta por los dispersores 
es aj^ r 

Por “secciôn eficaz de colisiôn” entendemos el ârea dentro de la cual debe estar 
ubicado el centro de nuestra particula para que choque con una molécula determina- 
da. Si las moléculas fuesen pequenas esferas (representaciôn clâsica) esperariamos 
que (T c = n(r l + r^) 2 , donde r, y r 2 son los radios de los dos objetos que chocan. La 
probabilidad de que nuestra particula sufra una colisiôn es el cociente entre el ârea 
cubierta por las moléculas dispersoras y el ârea total, que hemos tomado igual a 
uno. Entonces, la probabilidad de una colisiôn al recorrer una distancia dx es sim- 
plemente apt^dx-. 

probabilidad de una colisiôn en dx = a c ti 0 dx. (43.10) 

Hemos visto mâs arriba que la probabilidad de una colisiôn en dx también se 
puede escribir en funciôn del camino libre medio / como dx/l. Comparando esto con 
(43.1), podemos relacionar el camino libre medio con la secciôn eficaz de colisiôn: 

| = <r c no, (43.11) 

que es mâs fàcil de recordar si la escribimos en la forma 

cr c n 0 l = 1. (43.12) 

Se puede interpretar que esta formula dice que debe haber una colisiôn, en pro- 
medio, cuando la particula recorre una distancia / tal que las moléculas dispersoras 
podrian cubrir exactamente el ârea total. En un volumen cilindrico de longitud / y 
base de ârea unitaria, hay n 0 l dispersores; si cada uno tiene un ârea a c el ârea total 
cubierta es n 0 la c , que es precisamente una unidad de ârea. Toda el ârea no està cu¬ 
bierta, naturalmente, porque algunas moléculas estân parcialmente escondidas detrâs 
de otras. Es por esto que algunas moléculas van mâs alla de / antes de tener una co¬ 
lisiôn. Es sô!o en promedio que las moléculas tienen una colisiôn cada vez que 
recorren la distancia /. Podemos determinar la secciôn eficaz de colisiôn a c a partir 
de medidas del camino libre medio l, y comparar el resultado con câlculos basados 
en una teoria detallada de la estructura atômica. jPero esto ya es otro tema! Vol- 
vamos, pues, al problema de los estados fuera del equilibrio. 


43-3 La velocidad de arrastre 

Queremos describir lo que le sucede a una molécula, o a varias moléculas, que 
en algün aspecto son diferentes de la gran mayoria de las moléculas de un gas. Nos 
referiremos a las moléculas “de la mayoria” como moléculas “de fondo” y llamare- 
mos moléculas “especiales”, o moléculas S, para abreviar, a las moléculas diferentes 
de las moléculas de fondo. Una molécula puede ser especial por cualquier numéro 
de razones: podria ser mâs pesada que las moléculas de fondo; podria ser un com- 
puesto quimico diferente; podria tener carga eléctrica -es decir, podria ser un ion 
en un fondo de moléculas no cargadas—. A causa de sus masas o cargas diferentes, 
las moléculas S pueden estar sujetas a fuerzas diferentes de las que actûan sobre las 
moléculas de fondo. Considerando lo que les sucede a estas moléculas S podemos 
comprender los efectos fundamentales que entran en juego de manera similar en 
muchos fenômenos diferentes. Para nombrar algunos: difusiôn de gases, corrientes 
eléctricas en baterias, sedimentaciôn, separaciôn centrifuga, etc. 


Comencemos concentrândonos en el proceso fundamental: una molécula S en 
un gas de fondo estâ sujeta a alguna fuerza especificable F (que podria ser, por 
ejemplo, gravitacional o eléctrica) y ademâs a otras fuerzas no tan especificables 
debidas a las colisiones con las moléculas de fondo. Querriamos describir el compor- 
tamiento general de la molécula S. Lo que le ocurre, en detalle, es que se précipita 
de un lado para otro a medida que choca continuamente con otras moléculas. Pero 
si la observamos atentamente, vemos que hay cierto avance en la direcciôn de la 
fuerza F. Decimos que hay un arrastre superpuesto a su movimiento al azar. Que¬ 
rriamos saber cuâl es la velocidad 'de su arrastre —su velocidad de arrastre— debida 
a la fuerza F. 

Si comenzamos a observar una molécula S en cualquier instante, podemos espe- 
rar que esté en alguna parte entre dos colisiones. Ademâs de la velocidad con que 
quedô después de su ùltima colisiôn, estâ adquiriendo una cierta componente de ve¬ 
locidad debido a la fuerza F. En un corto tiempo (un tiempo t en promedio) espe- 
rimentarâ una colisiôn y empezarà un nuevo tramo de su trayectoria. Tendrâ una 
nueva velocidad inicial pero la misma aceleraciôn debida a F. 

Para no complicar las cosas por el momento, supondremos que después de cada 
colisiôn nuestra molécula S tiene un comienzo completamente “nuevo”. Es decir 
que no conserva el recuerdo de la aceleraciôn pasada debida a F. Esta podria ser 
una hipôtesis razonable si nuestra molécula S fuera mucho mâs liviana que las mo¬ 
léculas de fondo, pero seguramente no es vâlida en general. Mâs adelante discutire- 
mos una hipôtesis mejorada. 

Por el momento, entonces, nuestra hipôtesis es que la molécula S sale de cada 
colisiôn con una velocidad que puede estar en cualquier direcciôn con igual probabi¬ 
lidad. La velocidad inicial la Uevarà igualmente en todas direcciones y no contribuirà 
a ningùn movimiento neto, por lo que no- nos preocuparemos mâs de su velocidad 
inicial después de una colisiôn. Ademâs de su movimiento al azar, cada molécula S 
tendrâ, en cualquier momento, una velocidad adicional en la direcciôn de la fuerza 
F, que ha adquirido desde su ùltima colisiôn. <,Cuâl es el valor medio de esta parte 
de la velocidad? Es simplemente la aceleraciôn F/m (donde m es la masa de la mo¬ 
lécula S) multiplicada por el tiempo medio transcurrido desde la ùltima colisiôn. 
Ahora bien, el tiempo medio desde la ùltima colisiôn debe ser igual al tiempo medio 
hasta la colisiôn siguiente, al cual hemos llamado 
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t mâs arriba. Por supuesto, la velocidad media debida a F es precisamente lo que 
hemos llamado velocidad de arrastre, por lo que tenemos la relaciôn 


(43.12) 


Esta relaciôn bâsica es el nudo de nuestro argumento. Puede haber alguna compli- 
caciôn para determinar t, pero el proceso fundamental estâ definido por la ecua- 
ciôn (43.13) 

Notarân ustedes que la velocidad de arrastre es proporcional a la fuerza. Des- 
afortunadamente no hay ningün nombre de uso general para la constante de 
proporcionalidad. Se han usado diferentes nombres para cada uno de los diversos 
tipos de fuerza. Si en un problema de electricidad la fuerza se escribe como la 
carga por el campo eléctrico, F = qE, la constante de proporcionalidad entre la 
velocidad y el campo eléctrico E se denomina comûnmente “movilidad”. A pesar de 
la posibilidad de un poco de confusion, utilizaremos el término movilidad para el co- 
ciente entre la velocidad de arrastre y la fuerza, cualquiera que sea la fuerza. Escri- 
bamos 

Vanastr t = P? (43.14) 

en general, llamando movilidad a /i. Segün la ecuaciôn (43.13) tenemos 

p = r/m. (43.15) 

La movilidad es proporcional al tiempo medio entre colisiones (hay menos colisiones 
para frenarla) e inversamente proporcional a la masa (mayor inercia significa menor 
velocidad adquirida entre colisiones). 

Para obtener el coeficiente numérico correcto en la ecuaciôn (41.13), que esté 
correcta tal como esta, se necesita algùn cuidado. Sin intenciôn de confundir, 
debemos aün senalar que los razonamientos tienen una sutileza que solo se puede 
apreciar por medio de un estudio cuidadoso y detallado. Para ilustrar que hay difi- 
cultades a pesar de las apariencias, repetiremos el camino que nos llevô a la ecua¬ 
ciôn (43.13) de un modo razonable pero errado (iy es el que se encontrarâ en 
muchos libros de texto!). 

Podriamos haber dicho: el tiempo medio entre colisiones es t. Después de una 
colisiôn la particula parte con una velocidad al azar, pero adquiere una velocidad 
adicional entre colisiones que es igual a la aceleracion por el tiempo. Como tarda 
el tiempo t en llegar a la colisiôn siguiente, llega con la velocidad (F/m) t. En el mo- 
mento de la colisiôn ténia velocidad nula. Luego entre las dos colisiones tiene en 
promedio una velocidad que es la mitad de la velocidad final, por lo que la velocidad 
media de arrastre es \Fr/m. (jErrado!) Este resultado es incorrecto y el de la 
ecuaciôn (43.13) es correcto. aunque los argumentes puedan parecer igualmente 
satisfactorios. La razôn de que el segundo resultado esté errado es algo sutil y tiene 
que ver con lo siguiente: el razonamiento se hace como si todas las colisiones estu- 
viesen separadas por el intervalo medio t. El hecho es que algunos tiempos son mâs 
cortos y otros nias largos que el intervalo medio. Los tiempos cortos se presentan 
mets a menudo pero dan una contribuciôn menor a la velocidad de arrastre porque 
dan menos oportunidad de “ponerse a andar realmente”. Si se toma debida cuenta 
de la distribution de tiempos libres entre colisiones, se puede demostrar que no debe estar 
el factor J, obtenido en el segundo razonamiento. El error se cometiô al tratar de re- 
lacionar mediante un argumento simple la velocidad final media con la velocidad 
media misma. 




La relaciôn no es simple, de modo que es mejor que nos concentremos en lo que que- 
remos: la velocidad media misma. El primer razonamiento que hicimos détermina la 
velocidad media directamente -;y correctamente!-. ;Pero quizâs ahora podemos ver 
por qué en general no trataremos de obtener los coeficientes numéricos correctos en 
nuestras derivaciones elementales! . 

Volvamos ahora a nuestra hipôtesis simplificativa: cada colisiôn suprime el re- 
cuerdo del movimiento pasado -después de cada colisiôn se tiene una nueva parti- 
da—. Supongan que nuestra molécula S es un objeto pesado en un fondo de molécu- 
las mâs ligeras. Por lo tanto nuestra molécula S no perderâ su momentum “hacia 
adelante" en cada colisiôn. Serian necesarias varias colisiones para que su movi¬ 
miento se “azarizara" de nuevo. En su lugar deberiamos suponer que en cada coli¬ 
siôn -en cada intervalo r en promedio— pierde cierta fracciôn de su momentum. No 
elaboraremos los detalles, sino que diremos simplemente que el resultado es 
équivalente a reemplazar t, tiempo medio de colisiôn, por un t nuevo -y mâs largo- 
que corresponde al “tiempo medio de olvido”, el tiempo medio que tarda en olvidar 
su momentum hacia adelante. Con esta interpretaciôn de t podemos usar nuestra 
formula (43.15) en situaciones que no son tan simples como la que supusimos ini- 
cialmente. 


43-4 Conductividad iônica 

Apliquemos ahora nuestros resultados a un caso particular. Supongan que .tene¬ 
mos un gas en un recipiente en el que tambiénliay algunos iones -àtomos o molécu- 
las con una carga eléctrica neta-. Mostramos esquemàticamente la situaciôn en la 
figura 43-2. Si dos paredes opuestas del recipiente son plaças metàlicas, podemos 
conectarlas a los terminales de una bateria y producir asi un campo eléctrico en el 
gas. El campo eléctrico darâ lugar a una fuerza sobre los iones, por lo que comenza- 
rân a desplazarse hacia una u otra de las plaças. Se inducirâ una corriente eléctrica 
y el gas con sus iones se comportarà como un resistor. Calculando el flujo de iones 
a partir de la velocidad de arrastre podemos determinar la resistencia. Preguntamos 
especificamente: (,cômo dépende el flujo de corriente eléctrica de la diferencia de 
potencial V que aplicamos a las dos plaças? 


Gas con Nj iones por 
,unidad de volumen 


A la bateria de voltaje V 


Fig. 43-2. Corriente eléctrica en un gas 
ionizado. 
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Consideremos el caso de que nuestro recipiente es una caja rectangular de longi- 
tud b y secciôn transversal A (Fig. 43-2). Si la diferencia de potencial, o voltaje, 
entre una plaça y otra es V , el campo eléctrico E entre las plaças es V/b. (El po¬ 
tencial eléctrico es el trabajo que se hace al llevar una carga unitaria de una 
plaça a la otra. La fuerza sobre una carga unitaria es E. Si E es el mismo en todos 
los puntos entre las plaças, lo cual es una aproximaciôn suficientemente buena por 
ahora, el trabajo realizado sobre una carga unitaria es simplemente Eb, de donde 
V = Eb.) La fuerza especial sobre un ion del gas es qH, de donde q es la carga del 
ion. La velocidad de arrastre del ion es entonces p por esta fuerza, o sea 

v arrastre = / U E = = M -y (43.16) 

Una corriente eléctrica / es el flujo de carga en la unidad de tiempo. La corriente 
eléctrica hacia una de las plaças està dada por la carga total de los iones que lleguen 
a la plaça en la unidad de tiempo. Si los iones se desplazan hacia la plaça con la 
velocidad v arrastrc , los que estân dentro de una distancia (v^a^ • 7) llegarân a la 
plaça en el tiempo T. Si hay un «, iones por unidad de volumen, el nümero que llega 
a la plaça en el tiempo T es («, • A ■ v arrastre • T). Cada ion lleva una carga q, por lo que 
tenemos 

carga recogida durante T = qrijA i^astre T. (43.17) 

La corriente I es la carga recogida durante T dividida por T, de donde 

I = ^arrastre- (43.18) 

Sustituyendo dada por (43.16), tenemos 

/ = nq 2 tu.~ V. (43.19) 

Encontramos que la corriente es proporcional al voltaje, lo cual es precisamente la 
forma de la ley de Ohm, y que la resistencia R es la inversa de la constante de propor- 
cionalidad: 

j ~ • (43.20) 

Tenemos una relaciôn entre la resistencia y las propiedades moleculares q y p, 
que a su vez dépende de m y de t. Si conocemos n, y q por mediciones atômicas, se 
podria usar una medida de R para determinar p, y de p también r. 


43-5 Difusiôn molecular 

Pasamos ahora a un problema y a un anàlisis de diferente tipo: la teoria de la 
difusiôn. Supongan que tenemos un recipiente con gas en equilibrio térmico y que 
en algün lugar del recipiente introducimos una pequena cantidad de gas de un tipo 
diferente. Llamaremos gas “de fondo” al gas original, y gas “especial” al nuevo. El 
gas especial comenzarâ a extenderse 


por todo el recipiente, pero lo harâ lentamente debido a la presencia del gas de fondo. 
Este lento proceso de extension se llama difusiôn. La difusiôn esté controlada princi- 
palmente por los golpes que las moléculas del gas especial reciben de las moléculas 
del gas de fondo. Después de un gran nümero de colisiones, las moléculas especiales 
acaban extendidas màs o menos uniformemente por todo el volumen. Debemos tener 
cuidado de no confundir la difusiôn de un gas con el transporte macroscôpico que 
puede ocurrir debido a corrientes de convecciôn. Lo mâs comün es que la mezcla de 
dos gases ocurra mediante una combinaciôn de convecciôn y difusiôn. Ahora solo 
estamos interesados en el caso en que no hay corrientes “de viento ”. El gas se extiende 
ünicamente por los movimientos moleculares, por difusiôn. Queremos calcular a qué 
velocidad tiene lugar la difusiôn. 

Calculemos ahora el flujo neto de moléculas del gas “especial” debido a los mo¬ 
vimientos moleculares. Solo habrà un flujo neto cuando hay una distribuciôn no 
uniforme de las moléculas; de lo contrario todos los movimientos moleculares se 
promediarian sin dar ningün flujo neto. Consideremos primero el flujo en la direc- 
ciôn x. Para hallarlo consideremos un piano imaginario perpendicular al eje x y 
contemos el numéro de moléculas especiales que atraviesan este piano. Para obtener 
el flujo neto, debemos contar como positivas las moléculas que cruzan en la direc- 
ciôn positiva de x y restar de este nümero el de las que cruzan en la direcciôn x 
negativa. Como hemos visto muchas veces, el nümero de las que atraviesan el ârea 
de una superfioie en un tiempo A T estâ dado por el nümero de las que al comienzo 
del intervalo A T estân en un volumen que se extiende a una distancia vA T del piano. 
(Observen que aqui v es la verdadera velocidad molecular y no la velocidad de 
arrastre.) 

Simplificaremos nuestra âlgebra dando un ârea unitaria a nuestra superficie. 
Luego, el nümero de moléculas especiales que pasan de izquierda a derecha (toman- 
do la direcciôn + x hacia la derecha) es n_ v AT, donde «_ es el nümero de moléculas 
especiales que hay por unidad de volumen a la izquierda (a menos de un factor 2 o 
algo asi, pero jestamos ignorando esos factores!). Anâlogamente, el nümero que 
cruza de derecha a izquierda es n+vAT, donde n + es la densidad numèrica de 
moléculas especiales a la derecha del piano. Si llamamos J a la corriente molecular, 
con lo cual entendemos el flujo neto de moléculas por unidad de ârea y por unidad 
de tiempo, tenemos 

(43.21) 

o sea 

J = («_ - n + )v. (43.22) 

cQué usar para n_ y n + ? Cuando decimos “la densidad a la izquierda”, 
ôhasta qué distancia a la izquierda entendemos? Deberiamos elegir la densidad en el 
lugar desde donde las moléculas empezaron su “vuelo”, porque el nümero de las 
que empiezan esos viajes està determinado por el nümero de las que estân présentes 
en ese lugar. En consecuencia, debemos entender por la densidad a una distancia 
a la izquierda igual al camino libre medio /, y por n+ la densidad a una distancia / 
a la derecha de nuestra superficie imaginaria. 

Es conveniente considerar que la distribuciôn espacial de nuestras moléculas es¬ 
peciales estâ descrita por una funciôn continua de x, y y z que llamaremos n a . Por 
njjx, y, z) entendemos la densidad numèrica de moléculas especiales en un pequeno 
elemento 
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de volumen centrado en (x, y, z). En términos de n a , podemos expresar la diferencia 
(n + -n._) en la forma 

(« + -»-)-£ A* (43*23) 

Sustituyendo este resultado en la ecuaciôn (43.22) y despreciando el faetor 2, obte- 


Hemos encontrado que el flujo de moléculas especiales es proporcional a la derivada 
de la densidad, o sea a lo que a veces se denomina “gradiente” de la densidad. 

Estâ claro que hemos hecho varias operaciones aproximadas. Ademâs hemos de- 
jado de lado varios factores dos, hemos usado v donde deberiamos haber usado v* 
y hemos supuesto que n + y n__ se refieren a puntos a una distancia perpendicular / 
de nuestra superficie, mientras que para las moléculas que no viajan perpendicu- 
larmente al elemento de superficie, / deberia corresponder a la distancia oblicua des- 
de la superficie. Es posible hacer todos estos refmamientos; el resultado de un 
anàlisis mâs cuidadoso muestra que el segundo miembro de la ecuaciôn (43.24) se 
debe multiplicar por 1 / 3 . Luego, una respuesta mejor es 


Podemos escribir ecuaciones similares para las corrientes en las direcciones y y z. 

La corriente J x y el gradiente de densidad dnjdx se pueden medir por medio 
de observaciones macroscôpicas. Su cociente determinado experimentalmente se de¬ 
nomina “coeficiente de difusiôn " D. Esto es, 


Hemos podido demostrar que para un gas es de esperar que 


Hasta aqui, en este capitulo, hemos considerado dos procesos distintos: movili- 
dad, o sea el arrastre de moléculas debido a fuerzas “de afuera”, y difusiôn, o sea el 
extenderse determinado ünicamente por las fuerzas internas, las colisiones al azar. 
Hay, sin embargo, una relaciôn entre ellos, ya que ambos dependen bâsicamente de 
los movimientos térmicos, y el camino libre medio l aparece en ambos câlculos. 

Si en la ecuaciôn (43.25) sustituimos / = vr y t = pm, tenemos 


Pero mv 2 dépende ùnicamente de la temperatura. Recordemos que 
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Encontramos que el coeficiente de difusiôn D es sencillamente kT por el coeficiente 
de movilidad p : 

D = fikT. (43.31) 

Y résulta que el coeficiente numérico en (43.31) es exactamente correcto —no es ne- 
cesario introducir factores adicionales para compensar nuestras operaciones aproxi¬ 
madas-. Podemos demostrar, en verdad, que (43.31) siempre debe ser correcta-aun 
en situaciones complicadas (por ejemplo, el caso de una suspension en un liquido) 
donde los detalles de nuestro câlculo simple no servirian de ninguna manera. 

Para demostrar que (43.31) debe ser correcta en general, la deduciremos de un 
modo diferente, empleando ünicamente nuestros principios bàsicos de mecânica es- 
tadistica. Imaginen una situaciôn en que hay un gradiente de moléculas “especiales” 
y tenemos una corriente de difusiôn proporcional al gradiente de densidad, conforme 
a la ecuaciôn (43.26). Aplicamos ahora un campo de fuerzas en la direction * de 
modo que cada molécula especial sienta la fuerza F. Conforme a la définition de 
movilidad p habrâ una velocidad de arrastre dada por 

v arrastre = pF. (43.32) 

Segün nuestro razonamiento habituai, la corriente de arrastre (numéro neto de mo¬ 
léculas que atraviesan la unidad de ârea en la unidad de tiempo) sera 


Ahora ajustamos la fuerza F de modo que la corriente de arrastre debida a F com¬ 
pense exactamente la difusiôn y no haya flujo neto de nuestras moléculas especiales. 
Tenemos J x + /arrasu-e = 0, o sea 


En condiciones “de compensation” encontramos un gradiente de densidad fijo 
(en el tiempo) dado por 

dn " _ "st£. <43.363 


jPero vean ustedes! Estamos describiendo un estado de equilibrio por lo que 
sirven las leyes de equilibrio de la mecânica estadistica. Segün estas leyes la proba- 
bilidad de encontrar una molécula en la coordenada x es proporcional a e~ u/kT , 
donde U es la energia potencial. En funciôn de la densidad numérica n a , esto sig- 
nifica que 

n„ = n u e- ulkT . (43.37) 

, Si derivamos (43.37) respecto a x, encontramos 
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En nuestra situation, como la fuerza F estâ en la direction x, la energia potencial U 
es simplemente -Fx, y -dU/dx = F. La ecuaciôn (43.39) da entonces 


dn a 

Ibc 


n a F 
kT ' 


(43.40) 


Esta es exactamente la ecuaciôn (40.2), de la cual dedujimos e^ ukkT inicialmente, 
por lo que volvemos al punto de partida. Comparando (43.40) con (43.36) obtenemos 
exactamente la ecuaciôn (43.31). Hemos demostrado que la ecuaciôn (43.31), que da 
la corriente de difusiôn en funciôn de la movilidad, tiene el coeficiente correcto y es 
vâlida en forma muy general. La movilidad y la difusiôn estân intimamente relacio- 
nadas. Einstein fue el primera en deducir esta relaciôn. 


43-6 Conductividad térmica 


Los métodos de la teoria cinética que hemos estado empleando mâs arriba tam- 
bién se pueden emplear para calcular la conductividad térmica de un gas. Si el gas 
que estâ en la parte de arriba del recipiente estâ mâs caliente que el que estâ abajo, 
habrâ un flujo de calor deSde arriba hacia abajo. (Consideramos que la parte de 
arriba estâ mâs caliente porque de otra manera se establecerian corrientes de con¬ 
vection y el problema ya no séria de conducciôn del calor.) La transferencia del ca¬ 
lor desde el gas mâs caliente al mâs frio se debe a la difusiôn de las moléculas “ca- 
lientes” -las de energia mayor- hacia abajo y a la difusiôn de las moléculas “frias” 
hacia arriba. Para calcular el flujo de energia térmica, podemos buscar la energia 
transportada hacia abajo a través de un elemento de superficie por las moléculas que 
se mueven hacia abajo, y la energia transportada hacia arriba a través de dicho ele¬ 
mento por las moléculas que se mueven hacia arriba. La diferencia nos darâ el flujo 
neto de energia hacia abajo. 

Se define la conductividad térmica k como el cociente entre la rapidez con que 
se transporta energia térmica a través de un ârea unitaria, y el gradiente de tempe- 
ratura: 


1 dQ _ dT 
Â dt K dz 


(43.41) 


Como los detalles de los câlculos son muy similares a los que hemos realizado antes 
al considerar el flujo de corriente eléctrica en un gas ionizado, dejaremos al lector 
como ejercicio demostrar que 


knlv 


y - 1 


(43.42) 


donde (y - 1 )kT es la energia media de una molécula a la temperatura T. 

Si usamos nuestra relaciôn nla c = 1, se puede escribir la conductividad calôrica 
en la forma 


(43.43) 


Tenemos un resultado bastante sorprendente. Sabemos que la velocidad media 
de las moléculas de gas dépende de la temperatura pero no de la densidad. Es de 
esperar que a c solo dependa del tamano de las moléculas. Por lo tanto, nuestra 
simple resultado dice que la conductividad térmica k (y por lo tanto, la rapidez de 
flujo de calor en cualquier circunstancia particular) 


;es independiente de la densidad del gas! La variaciôn del nümero de “portadores” 
de energia con una variaciôn de la densidad estâ compensada por la distancia mayor 
que los “portadores” pueden andar entre colisiones. 

Se podria preguntar: “^,Es el flujo de calor independiente de la densidad del gas 
en el limite de la densidad tendiendô a cero? ^Cuando no hay nada de gas?” jPor 
cierto que no! La formula (43.43) fue obtenida, como todas las otras de este capitu- 
lo, en la hipôtesis de que el camino libre medio entre colisiones es mucho menor 
que cualquiera de las dimensiones del recipiente. En cuanto la densidad del gas es 
tan baja que una molécula tiene una buena' probabilidad de cruzar de una pared 
a otra del recipiente sin tener una colisiôn, dejan de ser vâlidos todos los câlculos 
hechos en este capitulo. En esos casos debemos volver a la teoria cinética y calcular 
de nuevo los detalles de lo que ocurrirâ. 
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44-1 Mâquinas térmicas; primera ley 

Hasta ahora hemos estado discutiendo las propiedades de la materia desde un 
punto de vista atômico, tratando de entender mâs o menos lo que sucederà si supo- 
nemos que las cosas estàn formadas de âtomos que obedecen ciertas leyes. Hay, 
sin embargo, un numéro de relaciones entre las propiedades de las sustancias que 
se pueden calcular sin tener en cuenta una estructura detallada de los materiales. La 
determinaciôn de las relaciones entre las diversas propiedades de los materiales, sin 
tener en cuenta su estructura interna, es el objeto de la termodinâmica. La termodi¬ 
nâmica se desarrollô, histôricamente, antes de que se hubiese alcanzado una com- 
prensiôn de la estructura interna de la materia. 

Daremos un ejemplo: sabemos por la teoria cinética que la presiôn de un gas es 
causada por el bombardeo molecular y sabemos que si calentamos un gas, para que 
asi aumente el bombardeo, la presiôn debe aumentar. Inversamente, si el piston de 
un recipiente con gas se mueve hacia adentro contra la fuerza del bombardeo, aumen- 
tarâ la energia de las moléculas que bombardeen el piston y consecuentemente au- 
mentarà la temperatura. Asi, pues, por un lado, si aumentamos la temperatura a 
volumen constante, aumentamos la presiôn. Y por otro lado, si comprimimos el gas, 
encontraremos que la temperatura aumentarâ. Mediante la teoria cinética, se puede 
derivar una relaciôn cuantitativa entre estos dos efectos, pero se podria presumir 
instintivamente que se relacionan en alguna forma necesaria que es indépendante 
de los pormenores de las colisiones. 


Consideremos otro ejemplo. Mucha gente esta familiarizada con esta propiedad 
interesante de la goma: si tomamos una banda elâstica y la estiramos, se calienta. 
Si alguien se la coloca entre los labios. por ejemplo, y la estira puede sentir clara- 
mente un calentamiento y este es réversible en el sentido de que si suelta la banda 
ràpidamente mientras la tiene en los labios. nota un claro enfriamiento. Esto significa 
que cuando estiramos una banda de goma se calienta y que cuando le quitamos la 
tension se enl'ria. 


Ahora bien, nuestro instinto nos puede sugerir que si calentâsemos una banda, ésta 
podria encogerse; que el hecho de estirar una banda la caliente podria implicar que 
el calentarla causase su contracciôn. Y en realidad, si aplicamos una llama de gas a 
una banda elâstica que sostiene un peso veremos que la banda se contrae abrupta- 
mente (Fig. 44-1). Por consiguiente es verdad que cuando calentamos una banda 
elâstica, se encoge y este hecho estâ ciertamente relacionado con el otro de que 
cuando le suprimimos la tension, se enfria. 



Fig. 44-1. La banda elâstica calentada. 


La maquinaria interna de la goma causante de estos efectos es bastante com- 
plicada. La describiremos con alguna extension desde un punto de vista molecular, 
aunque nuestra principal intenciôn en este capitulo sea entender la relaciôn de estos 
efectos independientemente del modelo molecular. A pesar de ello, podemos mos- 
trarles a partir del modelo molecular que estos efectos estân intimamente relaciona- 
dos. Un modo de entender el comportamiento de la goma es reconocer que esta 
sustancia consiste en un gran enredo de cadenas largas de moléculas, una especie de 
“espagueti molecular”, con una complicaciôn adicional: entre las cadenas hay enla¬ 
ces -como un espagueti que algunas veces se suelda con otro cuando lo cruza-, 
magnifico enredo. Cuando tiramos de tal enredo, algunas de las cadenas tienden a 
alinearse en la direcciôn del tirôn. Al mismo tiempo, estando las cadenas en movi- 
miento térmico chocan continuamente una con otra. De lo que se sigue que si se ha 
alargado una cadena, no permanecerà por si misma alargada ya que las otras cade¬ 
nas y moléculas la golpearân lateralmente y tenderia a encogerse de nuevo. Asi, la 
verdadera razôn por la que uria banda elâstica tiende a contraerse es ésta: cuando 
se tira de ella, las cadenas se alargan y las agitaciones térmicas de las moléculas 
circundantes tienden a contraer las cadenas y hacer que se acorten. Se puede apre- 
ciar que si se mantiene las cadenas estiradas y se aumenta la temperatura, con lo 
que también se aumenta la intensidad del bombardeo alrededor de las cadenas, és- 
tas tienden a encogerse y son capaces de arrastrar un peso mâs grande cuando se 
las calienta. Si se le permite a una banda elâstica que se relaje, después de haber 
estado estirada por algûn tiempo, cada cadena se suaviza y las moléculas que la gol- 
pean pierden energia a medida que golpean la cadena que se relaja. Por lo cual, la 
temperatura cae. 


Hemos visto cômo se puede relacionar estos dos procesos, contracciôn por ca¬ 
lentamiento y enfriamiento durante la relajaciôn, mediante la teoria cinética, pero 
séria un tremendo desafio para ella determinar la relaciôn précisa entre los dos. Ten- 
driamos que saber cuântas colisiones ocurririan por segundo y cômo son las cade¬ 
nas, y tendriamos que tener en cuenta otras complicaciones de toda clase. El meca- 
nismo detallado es tan complejo que no podemos en realidad determinar exactamen- 
te lo que sucede mediante la teoria cinética; aun asi, ; podemos calcular una relaciôn 
determinada entre los dos 
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efectos que observamos sin conocer nada de la maquinaria interna! 

Todo el objeto de la termodinâmica dépende esencialmente de la siguiente con¬ 
sidération: ya que una banda elàstica es “màs fuerte” a altas que a bajas tempera- 
turas, deberia ser posible levantar pesos y hacerlos girar y, por lo tanto, realizar un 
t.abajo con calor. De hecho, hemos visto ya experimentalmente que una banda 
calentada puede levantar un peso. El estudio de cômo se realiza trabajo con calor es 
el comienzo de la ciencia de la termodinâmica. ^Podemos hacer que una mâquina 
que utiliza el efecto de calentamiento de una banda realice trabajo? Se puede cons- 
truir una mâquina que parece tonta y que realiza esto exactamente. Consiste en una 
rueda de bicicleta en la que todos los radios son bandas elâsticas (Fig. 44-2). Si ca- 
lentamos las bandas de un lado de la rueda con un par de làmparas, las bandas se 
hacen “mâs fuertes” que las del otro lado. El centra de gravedad de la rueda se 
desviarâ a un lado, apartândose del eje, por lo que la rueda girarâ. A medida que 
gira, bandas frias se mueven hacia el calor, y las calientes se alejan y se enfrian, y de 
ese modo la rueda gira despacio mientras tengamos aplicado calor. La eficiencia de 
esta mâquina es extremadamente baja. Cuatrocientos vatios de potencia se meten en 
las làmparas, jy solamente es posible levantar una mosca con esa mâquina! Una 
cuestiôn mâs interesante es si podemos o no obtener calor para realizar trabajo de 
maneras mâs eficientes. 



Fig. 44-2. La mâquina térmica de banda 
elàstica. 


el agua de nuevo a la caldera de modo que circule continuamente. Se suministra 
pues, calor a ia mâquina y se lo convierte en trabajo. Pero, <,no séria mejor usar al- 
cohol? ôQué propiedad deberia tener una sustancia para que la mâquina fuese la me¬ 
jor posible? Esta fue la pregunta que Carnot se hizo y uno de los resultados adicio- 
nales fue el descubrimiento del tipo de relaciôn que hemos explicado antes. 


Los resultados de la termodinâmica estàn todos implicitamente contenidos en 
ciertas propositions, aparentemente simples, llamadas leyes de la termodinâmica. 
En la época en que viviô Carnot, la primera ley de la termodinâmica, la conserva- 
tion de la energia, no era conocida. Los razonamientos de Carnot, sin embargo, fue- 
ron hechos tan cuidadosamente que json vâlidos aunque en su época no se conocie- 
se la primer,a ley! Algun tiempo después, Clausius hizo una derivaciôn mâs sencilla 
y que se pudo entender mâs fàcilmente que el razonamiento tan sutil de Carnot. 
Pero résulté que Clausius supuso, no la conservaciôn de la energia en general, sino 
que el calor se conservaba de acuerdo a la teoria calôrica, que se demostrô mâs 
tarde que era falsa. Por esto se ha dicho con frecuencia que el razonamiento de Car¬ 
not era errôneo. Pero su razonamiento era totalmente correcte. Solamente la version 
simplificada de Clausius, que todo el mundo lee, era incorrecta. 

Asi, pues, jla llamada segunda ley de la termodinâmica fue descubierta por Car¬ 
not antes que la primera ley! Séria interesante darles el razonamiento que hizo 
Carnot sin usar la primera ley, pero no lo haremos porque queremos aprender fisica 
y no historia. Usaremos la primera ley desde el principio, a pesar de que se puede 
hacer una gran cantidad de cosas sin ella. 

Comencemos estableciendo la primera ley , la conservation de la energia: si se 
tiene un sistema y se lo calienta y se realiza trabajo sobre él, entonces su energia 
aumenta en el calor que se le ha dado y en el trabajo que se ha efectuado. Podemos 
escribir esto como sigue: El calor Q dado al sistema mâs el trabajo W efectuado 
sobre el sistema, es el aumento de energia U del mismo; esta energia se llama a ve- 
ces energia interna: 

Variation de U = Q + W (44.1) 

La variation de U se puede representar como anadiendo un poco de calor 4 Q y ana 
diendo un poco de trabajo A W: 

AU - AQ + A W, (44.2) 


La ciencia de la termodinâmica comenzô, en realidad, con un anâlisis que el 
gran ingeniero Sadi Carnot hizo del problema: cômo construir la mâquina mejor y 
mâs eficiente; y éste es uno de los pocos casos famosos en los que la ingenieria ha 
contribuido fundamentalmente a la teoria fisica. Otro ejemplo que nos viene a la 
memoria es el anâlisis mâs reciente de la teoria de la informaciôn por Claude Shan- 
non. Entre paréntesis, résulta que estos dos anâlisis estân intimamente relacionados. 

Ahora bien, el modo en que una mâquina de vapor trabaja ordinariamente es 
que el calor de un fuego évapora agua y el vapor asi formado se expande y empuja 
un piston que hace que una rueda gire. Asi que el vapor empuja el piston ~iy en¬ 
tonces que?-. Hay que terminar el trabajo: un modo tonto de completar el ciclo 
séria dejar que el vapor escapase al aire, pero entonces hay que estar suministrando 
agua. Es mâs barato -mâs eficiente- enviar el vapor a otra caja, donde se lo con¬ 
densa mediante agua fria, y entonces bombear 


que es la forma diferencial de la misma ley. Sabemos esto muy bien por un capitulo 
anterior. 


44-2 Segunda ley 

Ahora, i,y qué pasa con la segunda ley de la termodinâmica? Sabemos que si 
realizamos un trabajo contra el race, digamos, el trabajo perdido es igual al calor 
producido. Si realizamos trabajo en una habitation a temperatura F y lo realizamos 
muy despacio, la temperatura de la habitaciôn no cambia mucho y hemos converti- 
do trabajo en calor a una temperatura dada. iQué hay de la posibilidad inversa? 
^.Es posible convertir calor en trabajo a una temperatura dada? La segunda ley de la 
termodinâmica afirma que no es posible. Séria muy conveniente que pudiésemos 
convertir 
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en el capitulo 4. En realidad, dicho razonamiento tomô como modelo el de Carnot 
sobre las mâquinas térmicas, por lo que el présente anàlisis les sonarâ muy parecido. 

Supongan que construimos una mâquina térmica que contiene en algûn lugar 
una “caldera” a una temperatura T.. Se saca un cierto calor Q, de la caldera, la mâ¬ 
quina de vapor realiza algûn trabajo W, y también se entrega cierto calor Q 2 a un 
“condensador” a otra temperatura T 2 (Fig. 44-3). Carnot no dijo cuânto calor ya 
que no conocia la primera ley, ni tampoco usô la ley de que Q t era igual a Q 2 por- 
que no creia en ella. Aunque todo el mundo pensaba que de acuerdo a la teoria calô- 
rica los calores g, y Q 2 tendrian que ser iguales, Carnot no lo dijo -esto es parte 
de lo habilidoso de su razonamiento-. Si nosotros si usamos la primera ley, encon- 
tramos que el calor entregado Q 2 es igual al calor sacado g, menos el trabajo reali- 
zado W: 

g 2 = Q y - w. (44.3) 

(Si tenemos una especie de proceso ciclico donde se devuelve el agua a la caldera 
después de haber sido condensada, diremos que hemos absorbido el calor Q l y 
hemos realizado el trabajo W, durante cada ciclo, para una cierta cantidad de agua 
que ha completado el ciclo.) 


Fig. 44-3. Mâquina térmica. 

Ahora construiremos otra mâquina y veremos si no podemos obtener mâs tra¬ 
bajo entregando la misma cantidad de calor a la temperatura T,, con el condensador 
aûn a la temperatura T 2 . Usaremos la misma cantidad de calor g, de la caldera y 
trataremos de obtener mâs trabajo del que obtuvimos de la mâquina de vapor, qui- 
zâs usando otro fluido, por ejemplo alcohol. 


44)-3 Mâquinas réversibles 

Ahora debemos analizar nuestras mâquinas. Hay una cosa clara: perderemos al- 
go si las mâquinas contienen partes en las que haya roce. La mejor mâquina serâ 
una sin roce. Suponemos, entonces, la misma idealizaciôn que hicimos cuando estu- 
diamos la conservacion de la energia, esto es, una mâquina sin roce de ninguna 
clase. 

Debemos considerar también lo anâlogo del movimiento sin roce: transferencia 
de calor “sin roce”. Si colocamos un objeto caliente a una alta temperatura junto a 
uno frio, para que fluya el calor, entonces no es posible hacer que el calor fluya en 
direcciôn opuesta mediante un cambio muy pequeno en la temperatura de cualquiera 
de los dos objetos. Pero cuando tenemos una mâquina prâcticamente sin roce, si 
la empujamos con una pequena fuerza en una direcciôn, marcha en esa direcciôn, 
y si la empujamos con una pequena fuerza en la otra direcciôn, marcha en esa otra 
direcciôn. Necesitamos encontrar lo anâlogo al movimiento sin roce: transferencia de 
calor cuya direcciôn podemos invertir con solo un cambio pequenito. Si la diferencia 
de temperaturas es finita, ello es imposible, pero si nos aseguramos de que el calor 
fluya siempre entre dos cosas 
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esencialmente a la misma temperatura, con una diferencia infinitésimal solamente 
para que el flujo vaya en la direcciôn deseada, se dice que el flujo es réversible 
(Fig. 44-4). Si calentamos jun poco el objeto de la izquierda, el calor fluirâ hacia 
la derecha; si lo endriamos un poco, el calor fluirâ hacia la izquierda. Por lo que en- 
contramos que la màquina idéal es la llaniada mâquina réversible, en la que todo 
proceso es réversible en el sentido que mediante cambios minimos, cambios infini¬ 
tésimales, podemos hacer que la mâquina vaya en la direcciôn opuesta. Esto signi- 
fica que en ningün lugar de la mâquina debe haber roce apreciable, y que en ningûn 
lugar de la misma debe haber un sitio donde el calor de los depôsitos, o la llama 
de la caldera, esté en contacto directo con algo decididamente màs frio o mâs ca- 
liente. 
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paso (1) Expansiôi 
absorbe el calor Q 




T,; 


paso (3) Compresiôn isotérmica a 
entrega el calor Q 2 



Consideremos, pues, una mâquina idealizada en la que todos los procesos son 
réversibles. Para mostrar que tal cosa es posible en principio, les daremos un ejem- 
plo de un ciclo de mâquinas que puede ser o no prâctico, pero (jue por lo menos es 
réversible segûn la idea de Carnot. Supongan que tenemos un gas en un cilindro 
equipado con un piston exento de roce. El gas no es necesariamente un gas perfecto. 
El fluido ni siquiera tiene que ser un gas, pero para especificar digamos que tenemos 
un gas perfecto. Supongan, también, que tenemos dos fuentes de calor T, y T, 
-dos cosas énormes que tienen temperaturas fijas T, y T-. Supondremos en este caso 
que T, es mayor que T v Calentemos primero el gas dejando que se expanda al mis- 
mo tiempo, mientras estâ en contacto con la fuente de calor T v Mientras hacemos 
esto, tirando del piston muy despacio cuando el calor fluye dentro del gas, nos ase- 
guraremos de que la temperatura del gas serâ muy parecida a T,. Si tiramos del 
piston muy râpido, la temperatura del gas serâ mucho mâs baja que T, y asi el pro¬ 
ceso no serâ muy réversible, pero si tiramos de él lo suficientemente despacio, la 
temperatura del gas nunca se apartarâ mucho de T v Por otro lado, si empujamos el 
piston hacia dentro muy despacio, la temperatura serâ solamente un infinitésimo mâs 
alta que T x y el calor serâ devuelto. Vemos que una expansion isotérmica de esta 
clase (temperatura constante), efectuada despacio y suavemente, es un proceso ré¬ 
versible. 
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paso (2) Expansion adiabâtica; la temperatura 
caedeT,aT 2 
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paso (4) Compresiôn adiabâtica ; 
la temperatura aumenta de T 2 a T, 


Fig. 44-5. Pasos en el ciclo de Carnot. 


y continuemos la expansion. Ahora no permitimos que entre calor en el cilindro. 
De nuevo realizamos la expansion despacio, por lo que no hay razôn para que no 
podamos invalida y suponemos de nuevo que no hay roce. El gas continüa expan- 
diéndose y la temperatura disminuye, puesto que ahora no entra calor en el cilindro. 

Dejamos que el gas se expanda, siguiendo la curva marcada (2), hasta que la 
temperatura baje a 7', en el punto marcado c. Esta clase de expansion hecha sin 
anadir calor, se llama expansion adiabâtica. Para un gas idéal ya sabemos que la 
curva (2) tiene la forma PVV= constante, donde y es una constante mayor que 1. 
de modo que la curva adiabâtica tiene una pendiente mâs negativa que la curva iso¬ 
térmica. El cilindro de gas ha alcanzado ahora la temperatura 7\. por lo que si lo 
colocamos en la fuente de calor a la temperatura 7’, no habrà cambios irréversibles. 
Ahora comprimimos el.gas muy despacio mientras estâ en contacto con el depôsito 
a r 2v siguiendo la curva marcada (3) (Fig. 44-5. paso 2). Como el cilindro estâ en 
Xontacto con el depôsito la temperatura no aumenta. pero pasa calor Q , del cilindro 
al depôsito a la temperatura 7,. Habiendo compnmido el gas isotérmicamente a lo 
largo de la curva (3) hasta el punto d, quitamos el cilindro de la fuente de calor a la 
temperatura T 2 y lo comprimimos aùn mâs sin permitir que ningùn calor saïga. La 
temperatura aumentarà y la presiôn séguirâ la curva marcada (4). Si efectuamos 
bien cada paso, podemos volver al punto a a la temperatura T, donde comenzamos 
y repetir el ciclo. 


Para entender lo que estamos haciendo, usaremos una representaciôn (Fig. 44-6) 
de la presiôn del gas en funciôn del volumen. Cuando el gas se expande la presiôn 
cae. La curva marcada (1) nos dice cômo varian la presiôn y el volumen si la tem¬ 
peratura se conserva fija en T,. Para un gas idéal esta curva séria PV = Nk'I\. Du¬ 
rante una expansion isotérmica, la presiôn disminuye cuando el volumen aumenta 
hasta que nos detenemos en el punto b. Al mismo tiempo, un cierto calor Q, debe 
fluir desde el depôsito al gas, ya que si el gas se expandiese sin estar en contacto 
con el depôsito, se enfriaria, como ya sabemos. Habiendo terminado la expansion 
isotérmica, deteniéndonos en el punto b, quitemos el cilindro del depôsito 


Vemos que en este diagrama hemos llevado el gas alrededor de un ciclo comple- 
to, y durante el mismo le hemos dado Q , a la temperatura 7, y le hemos quitado 
Q 2 a lâ temperatura T 2 . Lo interesante es que este ciclo es réversible, por lo que po- 
driamos representar todos los pasos al rêvés. Podriamos haber ido hacia atrâs en 
lugar de hacia adelante: podriamos haber empezado en el punto a, a la temperatura 
T x , expandir segûn la curva (4). expandir aùn màs hasta la temperatura T. absor 
biendo calor Q 2 , etc., haciendo el ciclo al rêvés. Si completamos el ciclo en un senti¬ 
do, debemos comunicarle trabajo al gas; si lo hacemos en el otro sentido el gas nos 
devuelve el trabajo. 
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Volumen 


Fig. 44-6. Ciclo de Carnot. Fig. 44-7. Mâquina réversible A pues- 

ta a funcionar al rêvés por la mâquina B. 


Entre paréntesis, es fàcil calcular cuâl es la cantidad total de trabajo, ya que el 
trabajo durante cualquier expansion es la presiôn por la variaciôn de volumen, 
jPdV. En este diagrama particular, hemos representado P verticalmente y V hori- 
zontalmente., Por consiguiente, si llamamos y a la distancia vertical y x a la horizon¬ 
tal, nos da jydx -en otras palabras, el ârea bajo la curva- Por lo que el àrea bajo 
cada una de las curvas numeradas es una medida del trabajo efectuado por o sobre 
el gas en el paso correspondiente. Es fàcil ver que el trabajo neto efectuado es el 
ârea sombreada de la figura. 

Ahora que hemos dado un solo ejemplo de una mâquina réversible, supondre- 
mos que son posibles otras màquinas de la misma especie. Supongamos que tenemos 
una mâquina réversible A que toma Q , a 7j, hace el trabajo W y entrega algün ca- 
lor a T 2 . Supongamos ahora que tenemos cualquier otra mâquina B, hecha por un 
hombre, ya disenada o aûn no inventada, formada de bandas elâsticas, vapor o lo 
que sea, réversible o no, que estâ construida de tal forma que toma la misma canti¬ 
dad de calor £?, a T { y lo cede a la temperatura inferior T 2 (Fig. 44-7). Suponemos 
que la mâquina B efectüa algùn trabajo W. Demostraremos ahora que W no es 
mayor que W -que ninguna mâquina puede efectuar mâs trabajo que una réversi¬ 
ble- ôPor qué? Supongan que en realidad W fuese mayor que W. Entonces podria- 
mos tomar el calor Q , del depôsito a T, y con la mâquina B podriamos efectuar el 
trabajo W y entregar algün calor al depôsito a T 2 : no nos importa cuânto. Hecho 
esto, podriamos ahorrar algo del trabajo W, que se supone mayor que W; podria¬ 
mos usar una parte W de él y guardar el resto W - W para trabajo ütil. Con el 
trabajo W podriamos hacer que la mâquina A funcionase al rêvés ya que es una 
mâquina réversible. Absorberà algün calor del depôsito a T 2 y devolverâ Q x al depô¬ 
sito a 7",. Después de este doble ciclo, el resultado neto séria que hemos puesto to- 
das las cosas como las teniamos al principio y que hemos realizado algün trabajo 
adicional, W - W, y todo lo que habriamos hecho séria jextraer energia del depôsito 
a 7’ 2 ! Tuvimos cuidado de devolver el calor Q , al depôsito a T x . Por lo tanto, dicho 
depôsito puede ser pequeno y estar “dentro" de nuestra mâquina combinada A + B, 
cuyo efecto neto es por lo demàs extraer un calor neto W - W del depôsito aT,y 
convertido en trabajo. Pero obtener trabajo ütil 
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de un depôsito a una sola temperatura sin ningùn otro cambio es imposible de acuer- 
do al postulado de Carnot; no se puede hacer. Por consiguiente, ninguna mâquina 
que absorbe una cantidad determinada de calor a una temperatura mayor T , y la 
entrega a la temperatura T, puede efectuar mâs trabajo que una mâquina réversible 
trabajando bajo las mismas condiciones de temperatura. 

Supongan ahora que la mâquina B también es réversible. Entonces, naturalmente, 
no solo no debe ser W’ mayor que W, sino que ahora podemos invertir el razona- 
miento y demostrar que W no puede ser mayor que W. Por lo tanto. si las dos mâ- 
quinas son réversibles, ambas deben realizar la misma cantidad de trabajo y asi 11e- 
gamos a la brillante conclusion de Carnot: si una mâquina es réversible, no importa 
cômo estâ disenada, porque la cantidad de trabajo que se obtendrâ si la mâquina ab¬ 
sorbe una determinada cantidad de calor a la temperatura T x y entrega calor a 
alguna otra temperatura T 2 no dépende en nada del diseno de la mâquina. Es una 
propiedad del mundo y no de una mâquina en particular. 

Si pudiésemos encontrar la ley que détermina cuânto trabajo se obtiene cuando 
se absorbe el calor Q, a T, y se entrega calor a T 2 , esta cantidad séria algo univer¬ 
sal, independiente de la sustancia. Naturalmente que si conociésemos las propiedades 
de una sustancia particular, podriamos calcularlo y decir entonces que todas las 
demàs sustancias dan la misma cantidad de trabajo en una mâquina réversible. Esta 
es la idea clave, la pista mediante la cual podriamos encontrar, por ejemplo, la rela- 
ciôn entre cuânto se contrae una banda elâstica cuando la calentamos y cuânto se 
enfria cuando la dejamos contraer. Imaginen que colocamos dicha banda en una 
mâquina réversible y hacemos que complété un ciclo réversible. El resultado neto, 
cantidad total de trabajo efectuado, es esa funciôn universal, esa gran funciôn que 
es independiente de la sustancia. Vemos asi que las propiedades de una sustancia 
deben estar limitadas de un cierto modo; no se puede hacer todo lo que uno quiere, 
o si no se podria inventar una sustancia que se pudiese usar para producir mâs que 
el màximo trabajo permitido cuando se llevase en un ciclo réversible. Este principio, 
esta limitaciôn, es la ûnica régla real que sale de la termodinàmica. 


44-4 Eficiencia de una mâquina idéal 

Ahora trataremos de encontrar la ley que détermina el trabajo W en funciôn de 
Q,, T, y T 2 . Es obvio que W es proporcional a Q„ ya que si consideramos dos mà¬ 
quinas réversibles en paralelo, ambas trabajando juntas y ambas màquinas dobles, la 
combinaciôn es también una mâquina réversible. Si cada una absorbe el calor Q v las 
dos juntas absorben 2 Q, y el trabajo efectuado es 2 W, etc. Por lo que es razonable 
que W sea proporcional a Q v 

El siguiente paso importante es encontrar esta ley universal. Podemos y queremos 
hacerlo estudiando una mâquina réversible con una sustancia particular cuyas leyes 
conocemos, con un gas perfecto. También es posible obtener la régla mediante un 
razonamiento puramente lôgico, sin usar de ningùn modo una sustancia particular. 
Esta es una de las piezas maestras del razonamiento fisico y estamos deseosos de 
mostràrsela, por lo que la discutiremos dentro de un momento para aquellos que de 
seen verla. 
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Pero antes, usaremos el método mucho menos abstracto y simple del câlculo directo 
para un gas perfecto. 

Necesitamos solamente obtener formulas para g, y Q 2 (porque W es justamente 
Qx — Qt)> calores intercambiados con los depôsitos durante la expansion o contrac- 
ciôn isotérmicas. Por ejemplo, ^cuânto calor Q x se ha tomado del depôsito a tempera- 
tura 7, durante la expansion isotérmica I marcada (1) en la figura 44-6 | desde el 
punto a, a presiôn p a , volumen V a y temperatura T x , hasta el punto b a presiôn p b , 
volumen V b y la misma temperatura 7, ? Para un gas perfecto cada molécula tiene 
una energia que dépende solamente de la temperatura, y puesto que la temperatura 
y el numéro de moléculas son iguales en a y b, la energia interna es la misma. No hay 
cambio en U; todo el trabajo efectuado por el gas, 


'= f a P dV > 


durante la expansion es energia g, tomada del depôsito. Durante la expansion, 
pV= NkT v o sea 


■=/>=r 


es el calor tomado del depôsito a 7,. Del mismo modo, para la compresiôn a 7 2 
I curva (3) de la figura 44-61 el calor entregado al depôsito a 7 2 es 


Para completar nuestro anâlisis necesitamos solamente encontrar una relaciôn entre 
VjV d y VjV a . Esto lo hacemos observando que (2) es una expansion adiabâtica 
desde b hasta c y durante ella pVV es una constante. Como pV = NkT, podemos es- 
cribir esto en la forttia (pV)VY-‘ = const o, en funciôn de 7y V, en la forma TVY 1 = 
= const, es decir 

TiV b ~ l = T 2 V y c ~\ (44.6) 


Si dividimos esta ecuaciôn por la anterior, encontramos que V b /V c debe ser igual a 
VJ V d , por lo que los logaritmos de (44.4) y (44.5) son iguales y résulta 
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Esta es la relaciôn que andâbamos buscando. Aunque se ha probado para una mâqui- 
na de gas perfecto, sabemos que debe ser vâlida para cualquier mâquina réversible. 

Ahora veremos cômo esta ley universal se pudo también haber obtenido mediante 
un razonamiento lôgico, sin conocer las propiedades de una sustancia particular, 
como sigue. Supongan que tenemos très màquinas y très temperaturas, digamos 7,, 
7, y 7,. Digarpos que una mâquina absorbe el calor g de la temperatura 7, y que 
efectüa una cierta cantidad de trabajo W l} y que entrega el calor g 3 a la temperatura 
T } (Fig. 44-8). Supongamos que otra mâquina va al rêvés entre 7 2 y 7 3 , y que es de 
un tamano tal que absorberâ el mismo calor g 3 y entregarà Q 2 . Tenemos que darle 
una cierta cantidad de trabajo W 32 -que serâ negativo porque la mâquina va al rêvés. 
Cuando la primera mâquina compléta un ciclo, absorbe el calor g, y entrega g 3 a la 
temperatura 7; pero la segunda mâquina toma el mismo calor Q. del depôsito a 
temperatura T } y lo entrega al depôsito de temperatura 7 2 . Por lo tanto el resultado 
neto de las dos màquinas en tandem es tomar el calor Q, de T x y entregar Q 2 a 7 2 . 
Las dos son, pues, équivalentes a una tercera que absorbe g, a 7,, efectüa el trabajo 
fV I2 y entrega Q 2 a 7 2 , ya que W 12 = W l} - W u , como se puede demostrar inmedia- 
tàmente a partir de la primera ley, como sigue: 


W x 3 - = (Cl - Qz) ~ (Q 2 - Qz) = Qx - Q 2 = ^12. (44.8) 


Ahora podemos obtener las leyes que relacionan las eficiencias de las màquinas, por¬ 
que claramente debe haber alguna clase de relaciôn entre las eficiencias de las mâ- 
quinas que funcionan entre las temperaturas 7, y 7 3 , y entre 7 2 y 7 3 , y entre T x y 7 2 . 

Podemos aclarar mucho el razonamiento del siguiente modo: acabamos de ver 
que siempre podemos relacionar el calor absorbido a 7, con el entregado a 7 2 , en- 
contrando el calor entregado a cualquier otra temperatura 7 3 . Por consiguiente, po¬ 
demos obtener todas las propiedades de las màquinas si introducimos una tempera¬ 
tura patron y analizândolo todo con ella. En otras palabras, si conociésemos la 
eficiencia de una mâquina que funciona entre una cierta temperatura 7 y una cierta 
temperatura patron arbitraria, podriamos calcular la eficiencia para cualquier otra 
diferencia de temperatura. Como suponemos que estamos usando solamente màquinas 
réversibles, podemos trabajar bajando desde la temperatura inicial a la temperatura 
patron 
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y subir de nuevo a la temperatura final. Definiremos la temperatura patron arbitra- 
riamente como de un grado. También adoptaremos un simbolo especial para el calor 
que es entregado a esta temperatura patron: lo llamaremos Q s . En otras palabras, 
cuando una mâquina réversible absorbe el calor Q a la temperatura T, entregarà, 
a la temperatura unitaria, un calor Q s . Si una mâquina que absorbe Q 1 a T x , entrega 
el calor Q s a un grado, y si una mâquina que absorbe Q 2 a la temperatura T 2 entrega 
también la misma cantidad de calor Q s a un grado, se sigue que una mâquina que 
absorbe el calor Q , a la temperatura T l entregarà el calor Q 2 si funciona entre T x 
y T 2 , como ya habiamos demostrado considerando mâquinas que funcionan entre très 
temperaturas. Por lo que todo lo que tenemos realmente que hacer es encontrar 
cuànto calor Q , necesitamos dar a la temperatura T para entregar una cierta cari- 
tidad de calor Q s a la temperatura unitaria. Si descubrimos esto, lo tenemos todo. 
El calor Q es, por supuesto, una funciôn de la temperatura T. Es fàcil ver que el calor 
debe aumentar cuando lo hace la temperatura, porque sabemos que se necesita tràbajo 
para que una mâquina funcione al rêvés y entregue calor a una temperatura màs alta. 
Es también fàcil ver que el calor Q x debe ser proporcional a Q s . Asi, la gran ley es 
algo como esto: para una cantidad dada de calor Q s entregada a un grado por una 
mâquina que funciona a la temperatura de T grados, el calor Q absorbido debe ser 
esa cantidad Q s por una funciôn creciente de la temperatura: 

Q = Qsf(T). (44.9) 


44-5 Temperatura termodinâmica 

A estas alturas no vamos a tratar de encontrar la formula para esa funciôn 
creciente de la temperatura en términos de nuestra familiar escala de temperatura 
de mercurio, sino que definiremos la temperatura mediante una nueva escala. En 
un tiempo se definia “la temperatura” arbitrariamente dividiendo la dilataciôn del 
agua en grados iguales de un cierto tamano. Pero cuando se mide la temperatura 
con un termômetro de mercurio, se encuentra que ya los grados no son iguales. Pe¬ 
ro ahora podemos dar una definiciôn de temperatura que es independiente de cual- 
quier sustancia particular. Podemos usar aquella funciôn fT) que no dépende de lo 
que usemos, ya que la eficiencia de estas mâquinas réversibles es independiente de 
las sustancias con que trabajan. Como la funciôn que encontramos aumenta con la 
temperatura, definiremos la funciôn misma como temperatura, medida en unidades 
de la temperatura patron de un grado, en la forma siguiente: 

Q = ST, (44.10) 

donde 

G.s = S-l°. (44.11) 

Esto significa que podemos decir lo caliente que estâ un objeto encontrando cuân- 
to calor es absorbido por una mâquina réversible que trabaja entre la temperatura 
del objeto y la temperatura unitaria (Fig. 44-9). Si se toma de una caldera siete ve- 
ces mâs calor del que es entregado a un condensador de un grado, la temperatura 
de la caldera se dirâ que es de siete grados, y asi sucesivamente. Por consiguiente, 
midiendo cuànto calor es absorbido a diferentes temperaturas, determinamos la tem¬ 
peratura. La temperatura 




__i_ 

Mâquina 

réversible 


Q s = s-i* 



Fig. 44-9. Temperatura termodinâmica 
absoluta. 


definida de este modo se denomina temperatura termodinâmica absoluta, y es inde¬ 
pendiente de la sustancia. Desde ahora en adelante, usaremos exclusivamente esta 
definiciôn*. 

Ahora nos damos cuenta que cuando tenemos dos mâquinas, una trabajando 
entre T , y un grado, la otra entre T, y un grado, y entregan el mismo calor a la tem¬ 
peratura unitaria, los calores absorbidos deben estar relacionados mediante 


(44.12) 


Pero esto significa que si tenemos una sola mâquina que funciona entre T , y T,_, 
enfonces el resultado del anàlisis total, el gran finale, es que Q , es a T, como Q , es 
a T ,, si la mâquina absorbe Q, a la temperatura T , y entrega el calor Q , a la tem¬ 
peratura T,. Siempre que la mâquina sea réversible, se debe seguir esta relaciôn en¬ 
tre los calores. Esto es todo lo que hay: éste es el centra del universo termodinâ- 
mico. 

Si todo esto es lo que hay en termodinâmica, ^por qué se la considéra una mate- 
ria tan dificil? Al resolver un problema que envuelve una masa dada de una sustan¬ 
cia, él estado de la sustancia en cualquier momento se puede describir diciendo cuâl 
es su temperatura y cuâl es su volumen. Si conocemos la temperatura y el volumen 
de una sustancia, y que la presiôn es una cierta funciôn de la temperatura y del vo¬ 
lumen, conocemos entonces la energia interna. Alguien podria decir: "Yo no quiero 
hacerlo asi. Digame la temperatura y la presiôn y yo le diré el volumen. Yo puedo 
considerar el volumen como una funciôn de la temperatura y presiôn, y la energia 
interna como una funciôn de la temperatura y presiôn, etc.” Esta es la razôn por 
la cual la termodinâmica es dificil, porque cada uno usa un enfoque diferente. Si 
solamente pudiésemos reunirnos por una sola vez y decidir cuàles van a ser nuestras 
variables y aceptarlo asi siempre, séria bastante fàcil. 

Comencemos ahora a hacer deducciones. Asi como F — ma es el centro del 
universo en mecânica, y sigue y sigue y sigue después de esto, el principio que aca- 
bamos de encontrar lo es todo para la termodinâmica. Pero, ^,se pueden sacar con- 
clusiones de él? 


* Hemos definido previamente nuestra escala de temperatura de un modo diferente. esta 
bleciendo que la energia cinética media de una molécula en un gas perfecto es proporcional a la 
temperatura, o sea que la ley del gas perfecto dice que pV es proporcional a T .Es équivalente 
esta nueva definiciôn? Si, puesto que el resultado final (44.7) derivado de la ley del gas es igual 
que el derivado aqui. Volveremos a discutir este punto en el capitulo prôximo. 
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Comenzamos. Para obtener nuestra primera conclusion, combinamos ambas le- 
yes, la ley de la conservaciôn de la energia y esta ley que relaciona los calores Q, y 
Q 2 , y podemos obtener fàcilmente la eficiencia de ma mâquina réversible. Segün la 
primera ley, tenemos que W = Q, - Q,_. Segûn nuestro nuevo principio, 

Ô2 = Qu 

por lo que el trabajo résulta ser 

W = Q 1 (l - = Qi T±J ^ 1 ’ ( 4413 > 

que nos dice la eficiencia de la màquina -cuànto trabajo obtenemos con tanto ca¬ 
lor-. La eficiencia de una mâquina es proporcional a la diferencia de temperaturas 
entre las que trabaja, dividido por la temperatura mayor: 


(44.14) 


La eficiencia no puede ser mayor que la unidad y la temperatura absoluta no puede 
ser menor que cero, cero absoluto. Asi, pues, como T. debe ser positiva, la eficien¬ 
cia es siempre menor que la unidad. Esta es nuestra primera conclusion. 


44-6 Entropîa 

La ecuaciôn (44.7) o la (44.12) pueden ser interpretadas de una manera especial. 
Trabajando siempre con mâquinas réversibles, un calor g, a la temperatura T, es 
“équivalente” a Q, a T, si QjT, = QjT„ en el sentido de que cuando se absorbe 
uno se entrega el otro. Esto sugiere que si le damos algun nombre a Q/ T, podemos 
decir: en un proceso réversible se absorbe tanto Q/T como se libéra; no hay ganan- 
cia o pérdida de Q/T. Este Q/T se llama entropîa y entonces decimos que “no hay 
variaciôn neta de entropia en un ciclo réversible”. Si T es 1°, la entropîa es Q/ 1° o 
usando el simbolo que le dimos, Q s / 1° = S. Comunmente S es la letra usada para 
entropia y es numéricamente igual al calor (que hemos llamado g s ) entregado a un 
depôsito de 1° (la entropia no es un calor, es un calor dividido por una tempera¬ 
tura, por lo que se mide en joules por grado). 

Ahora bien, es interesante que ademâs de la presiôn, que es funciôn de la tem¬ 
peratura y del volumen, y la energia interna, que es funciôn de temperatura y volu- 
men, hayamos encontrado otra cantidad que es una funciôn del estado, esto es, la 
entropia de la sustancia. Tratemos de explicar cômo la caiculamos y qué queremos 
decir cuando la Uamamos una “funciôn del estado”. Consideren el sistema en dos 
estados diferentes, muy parecido a lo que teniamos en el experimento donde reali- 
zamos las expansiones adiabâticas e isotérmicas. (Entre paréntesis, no hay necesidad 
de que una mâquina térmica tenga solamente dos depôsitos, podria tener très o cua- 
tro temperaturas diferentes a las que toma y entrega calor, etc.) Podemos movernos 
sobre un diagrama pV en todo momento e ir de un estado a otro. En otras palabras, 
podriamos decir que el gas estâ en un cierto estado a 


y luego pasa a otro b, y nosotros exigiremos que esta transiciôn, de a a b, sea ré¬ 
versible. Supongan ahora que a todo lo largo del camino desde a hasta b tenemos 
pequenos depôsitos a temperaturas diferentes, de modo que el calor dQ sacado de 
la sustancia en cada uno de los pequenos pasos se entrega a cada depôsito a la tem¬ 
peratura correspondiente al punto del camino. Conectamos entonces estos depôsitos, 
mediante mâquinas térmicas réversibles, a un solo depôsito a la temperatura unita- 
ria. Cuando hayamos terminado de llevar la sustancia desde a hasta b, llevaremos 
todos los depôsitos a su estado inicial. Cualquier cantidad de calor dQ que se ha 
absorbido de la sustancia a temperatura T ha sido convertida ahora por una mâ¬ 
quina réversible y se ha entregado una cierta cantidad de entropia dS a la tempera¬ 
tura unitaria: 

dS = dQ/T. (44.15) 


Calculemos la cantidad total de entropia que ha sido entregada. La diferencia 
de entropia, o entropia necesaria para ir de a a b mediante esta transformaciôn ré¬ 
versible particular, es la entropia total, el total de entropia que se ha tomado de los 
pequenos depôsitos y que se ha entregado a la temperatura unitaria: 

çb 

Sb ~ Sa = J a *~T~ (44.16) 

Hay unâ pregunta: ^Dépende la diferencia de entropia del camino seguido? Hay 
mâs de un camino para ir de a a ,b. Recuerden que en el ciclo de Carnot podiamos 
ir de a a c, en la figura 44-6, expandiendo primero isotérmicamente y luego adiabâ- 
ticamente; o podiamos expandir primero adiabàticamente y luego isotérmicamente. 
La pregunta es si la variaciôn de entropia que tiene lugar cuando vamos de a a b, 
en la figura 44-10, es la misma segûn sigamos un camino u otro. Debe ser igual, 
puesto que si hiciésemos el ciclo completo, yendo hacia adelante por un camino y 
hacia atrâs por el otro, tendriamos una mâquina réversible y no habria pérdida de 
calor en el depôsito a temperatura unitaria. En un ciclo totalmente réversible, no se 
debe tomar ningün calor del depôsito a temperatura unitaria, por lo que la entropia 



Fig. 44-10. Variaciôn de entropîa Fig. 44-11. Variaciôn de entropîa en 

durante una transformaciôn réversible. un ciclo completamente réversible. 
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necesaria para ir de a a b es igual siguiendo diferentes caminos. Es indépendante 
del camino y dépende solamente de los puntos extremos. Podemos decir, por con- 
siguiente, que hay una cierta funciôn, que llamamos entropia de la sustancia, que 
dépende solamente del estado, es decir, solamente del volumen y de la temperatura. 

Podemos encontrar una funciôn S(V,T) que tiene la propiedad de que si calcula- 
mos la variaciôn de entropia en términos del calor dejado a la temperatura unita- 
ria, cuando la sustancia se mueve segûn cualquier camino réversible, entonces 


§dQ/T. También se puede determinar teôricamente mediante la constante de Planck 
y la mecânica cuântica, pero no lo estudiaremos en este curso]. 

Ahora senalaremos algunas propiedades de la entropia de las cosas. Recorde- 
mos, en primer lugar, que si vamos segün un ciclo réversible de a a b, la entropia de 
la sustancia cambiarâ en S b - S a . Y también recordamos que a medida que recorre- 
mos el camino, la entropia -calor entregado a la temperatura unitaria- aumenta 
de acuerdo a la régla dS = dQt T, donde dQ es el calor que quitamos de la sus¬ 
tancia cuando su temperatura es T. 


AS = J~^ ’ ( 4417 > 

donde dQ es el calor sacado de la sustancia a la temperatura 7. Esta variaciôn 
total de entropia es la diferencia entre la entropia calculada en los puntos inicial y 
final: 

AS - S(K„ T t ) - S(V„ T.) -{'§■ <«'*> 

Esta expresiôn no define completamente la entropia, sino màs bien solamente la di¬ 
ferencia de entropia entre dos estados diferentes. Unicamente si podemos evaluar 
la entropia para un estado especial, podemos en realidad définir S en forma absoluta. 

Durante mucho tiempo se creyô que la entropia absoluta no significaba nada 
-que solo se podrian définir diferencias-, pero por fin Nernst propuso lo que llamô 
teorema calôrico, que también se llama tercera ley de la termodinâmica. Es muy 
sencillo. Diremos en qué consiste, pero no explicaremos por que es vàlido. El pos- 
tulado de Nernst afirma simplemente que la entropia de cualquier objeto es cero en 
el cero absoluto. Sabemos de un caso de T y V, cuando T = 0, donde S es cero; 
y asi podemos obtener la entropia en cualquier otro punto. 

Para ilustrar estas ideas, calculemos la entropia de un gas perfecto. En una ex¬ 
pansion isotérmica (y, por lo tanto, réversible), | dQ/ T es Q/ T, puesto que T es cons¬ 
tante. Por consiguiente, segûn (44.4) la variaciôn de entropia es 

S(K„, T) - S(V b , T) = ATc ln ~ > 

y por lo tanto S(K,7) = Nk ln V màs alguna funciôn de T unicamente. ^Cônio 
dépende S de Tl Sabemos que para una expansion adiabâtica réversible, no se in¬ 
tercambia calor. Luego. la entropia no cambia aunque V lo haga, siempre que T 
también cambie. de tal forma que 7T'-‘ = const. ^Pueden ver que esto implica que 

5(E, T) = Nk j^ln V + ln T ] + a > 

donde a es una constante independiente tanto de V como de Tl [a se llama cons¬ 
tante quimica. Dépende del gas en cuestiôn y se puede determinar experimentalmente 
a partir del teorema de Nernst midiendo el calor liberado al enfriar y condensar el 
gas hasta que ha pasado a sôlido (o en el caso del helio, a liquido) a 0°, integrando 


Ya sabemos que si tenemos un ciclo réversible, la entropia total de todo no varia, 
ya que el calor Q , absorbido a T, y el calor Q , entregado a T : corresponden a va- 
riaciones iguales y opuestas de entropia, por lo que la variaciôn neta de entropia es 
cero. En consecuencia, en un ciclo réversible no hay cambio en la entropia de nada, 
incluyendo los depôsitos. Esta régla se puede parecer a la conservaciôn de la ener- 
gia, pero no lo es; se aplica solamente a ciclos réversibles. Si incluimos ciclos irré¬ 
versibles no hay ley de conservaciôn de la entropia. 

Daremos dos ejemplos. En primer lugar, supongan que hacemos trabajo irréver¬ 
sible sobre un objeto mediante rôce, generando un calor Q en algün objeto a 
temperatura T. La entropia aumenta en Q/T. El calor Q es igual al trabajo y asi 
cuando efectuamos una cierta cantidad de trabajo por roce contra un objeto cuya 
temperatura es T, la entropia de todo el mundo aumenta en W/ T. 

Otro ejemplo de irreversibilidad es éste: si juntamos dos objetos que estân a tem- 
peraturas diferentes, T, y T, digamos, una cierta cantidad de calor fluirâ del uno al 
otro espontàneamente. Supongan, por ejemplo que colocamos una piedra caliente 
en agua fria. Entonces, cuando una cierta cantidad de calor A Q ha pasado de 7) a 
T» icuânto cambia la entropia de la piedra caliente? Disminuye en AQ/T ^Cuàn- 
to cambia la entropia del agua? Aumenta en AQ/T,. El calor fluirâ, naturalmente, 
solo desde la temperatura màs alta T, a la màs baja T por lo que A Q es positiva 
si T, es mayor que T,_. Asi, pues, la variaciôn de entropia de todo el universo es 
positiva y es la diferencia entre las dos fracciones : 




AQ 
T\ • 


(44.19) 


Vale entonces la siguiente proposiciôn: la entropia de todo el universo aumenta 
en cualquier proceso que es irréversible. Solamente en procesos réversibles la en¬ 
tropia si permanece constante. Como ningun proceso es absolutamente réversible, 
siempre hay por lo menos una pequena ganancia en la entropia; un proceso réver¬ 
sible es una idealizaciôn en la que hemos hecho minima la ganancia de entropia. 

Desafortunadamente, no vamos a ir muy lejos dentro del campo de la termodi- 
nàmica. Nuestro propôsito es solamente ilustrar las ideas principales involucradas, 
asi como las razones de por qué es posible hacer taies argumentos, pero no usare- 
mos mucho la termodinâmica en este curso. Los ingenieros y particularmente los 
quimicos usan la termodinâmica con mucha frecuencia. Asi que debemos aprender 
nuestra termodinâmica prâctica en quimica o en ingenieria. Como no vale la pena 
repetir las cosas, solamente discutiremos algo del origen de la teoria en lugar de 
entrar en detalles de aplicaciones particulares. 
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Tabla 44-1 

Resumen de las leyes de la termodinàmica 

Primera ley: 

Calor dado a un sistema + Trabajo efectuado sobre el sistema = Aumento en la 
energia interna del sistema: 

dQ + dW = dU. 

Segunda ley: 

Es imposible un proceso cuyo ûnico resultado final sea tomar calor de un depôsito 
y convertirlo en trabajo. 

Ninguna mâquina térmica que toma calor g, de T, y que entrega calor g 2 a T 2 
puede efectuar mâs trabajo que una mâquina réversible, para la cual 

La entropia de un sistema se define asi: 

(a) Si se anade reversiblemente el calor A g a un sistema a la temperatura T, el 
aumento de entropia del sistema es AS — AQ /T. 

(b) AT= 0, S = 0 (tercera ley). 

En un cambio réversible, la entropia total de todas las partes del sistema (incluyen- 
do depôsitos) no varia. 

En un cambio irréversible, la entropia total del sistema siempre aumenta. 

Con frecuencia las dos leyes de la termodinàmica se enuncian asi: 

Primera ley: la energia del universo es siempre constante. 

Segunda ley: la entropia del universo siempre esta aumentando. 

No es un buen enunciado el de la segunda ley; no dice, por ejemplo, que en un ci- 
clo réversible la entropia permanece constante, ni tampoco dice exactamente qué 
es la entropia. Es solo un modo ingenioso de recordar las dos leyes, pero no nos 
dice en realidad exactamente de qué tratan. Hemos resumido las leyes discutidas en 
este capitulo en la tabla 44-1. En el prôximo capitulo aplicaremos estas leyes para 
descubrir la relaciôn entre el calor generado en la expansion de una banda elâstica 
y la tension adicional cuando se la calienta. 
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45-1 Energia interna 

La termodinàmica es bantante dificil y compleja cuando llegamos a aplicarla y no 
nos compete en este curso profundizar mucho en las aplicaciones. El tema es de 
muchisima importancia, naturalmente, para ingenieros y quimicos, y los que estén 
interesados en el mismo pueden enterarse de las aplicaciones en fisicoquimica y en 
termodinàmica para ingenieros. Hay también buenos libros de referencia, tal como 
Heat and Thermodynamics de Zemansky, donde se puede profundizar el tema. En 
la Encyclopedia Britannica, decimocuarta ediciôn, se puede encontrar articulos exce- 
lentes sobre termodinàmica y termoquimica, y en el articulo sobre quimica. las seccio- 
nes de fisicoquimica, vaporizaciôn, licuefacciôn de gases y otros. 


La termodinàmica es complicada porque hay muchas maneras diferentes de des- 
cribir la misma cosa. Si deseamos describir el comportamiento de un gas, podemos 
decir que la presiôn dépende de la temperatura y del volumen o que el volumen dé¬ 
pende de la temperatura y la presiôn. Si consideramos la energia interna U, podriamos 
decir que dépende de la temperatura y el volumen, si ésas son las variables que hemos 
elegido; pero también podriamos decir que dépende de la temperatura y la presiôn, o 
la presiôn y el volumen, y asi sucesivamente. En el ûltimo capitulo discutimos otra 
funciôn de la temperatura y el volumen llamada entropia S; desde luego podemos 
construir tantas funciones de esas variables como queramos: U—TS es una funciôn de 
la temperatura y el volumen. Tenemos, pues, un gran numéro de cantidades diferentes 
que puedan ser funciones de muchas combinaciones diferentes de variables. 


Para mantenernos dentro de ciertos limites de simplicidad en este capitulo, deci- 
diremos desde el principio usar temperatura y volumen como variables independientes. 
Los quimicos usan temperatura y presiôn porque son mâs faciles de medir y de con- 
trolar en los experimentos quimicos; nosotros, en cambio, usaremos temperatura y 
volumen en todo este capitulo, excepto en un punto donde veremos como se hace la 
transformaciôn al sistema de variables usado por los quimicos. 
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En primer lugar, consideraremos entonces ünicamente un sistema de variables in¬ 
dépendantes: temperatura y volumen. En segundo lugar, solo discutiremos dos fun- 
ciones dependientes : la energia interna y la presiôn. Todas las otras funciones se 
pueden obtener a partir de éstas, por lo que no es necesario discutirlas. Aun con estas 
limitaciones, la termodinâmica es un tema bastante dificil ;pero no del todo imposible! 

Recordemos primero un poco de matemàtica. Si una cantidad es funciôn de dos 
variables, el concepto de derivada de la cantidad requiere un examen màs cuidadoso 
que en el caso en que hay una sola variable. iQuè entendemos por derivada de la pre¬ 
siôn respecto a la temperatura? El cambio de presiôn que acompana a un cambio de 
temperatura dépende en parte, por supuesto, de lo que le ocurre al volumen mientras 
T cambia. Debemos especificar la variaciôn de V para que el concepto de derivada 
respecto a T tenga un significado preciso. Podria interesarnos, por ejemplo, la rapidez 
de variaciôn de P con T si se mantiene V constante. Este cociente es simplemente la 
derivada ordinaria que escribimos comûnmente como dP/dT. Habitualmente, se usa 
un simbolo especial, ëPi b T, para recordar que P dépende de otra variable V ademâs 
de T, y que esa otra variable se mantiene constante. No solo usaremos el simbolo c 
para llamar la atenciôn sobre el hecho de que la otra variable se mantiene constante, 
sino que también escribiremos como subindice la variable que se mantiene constante: 
(8P/ 8T) V . Como tenemos solo dos variables independientes, esta notaciôn es redun- 
dante, pero nos servirâ para no perder el camino de la jungla termodinâmica de deri- 
vadt.s parciales. 


Supongamos que la funciôn j(x, y) dépende de las dos variables independientes 
.v, y. Indicamos con (bf/bx) r la derivada ordinaria obtenida del modo habituai, tratan- 
do y como constante: 

(f) -limit K* + **,y)-Ax.r) . 

\dx/y Ax _o A* 

Anâlogamente definimos 

(ÿ) - «mit A*-y . +y-fi*, y ). 

W/* Ay-tO A y 

Por ejemplo, si jïx, y) = x ! + yx, se tiene (bfi bx) Y = 2x + y, y (8fl by ) y = x. Po- 
demos extender este concepto a derivadas de orden superior: b'-fi b y 1 o bf/bybx. 
El ültimo simbolo indica que primero derivamos/respecto a x tratando y como cons¬ 
tante y luego derivamos el resultado respecto a y tratando x como constante. El 
orden de derivaciôn no importa: bf/bxbv = bf/bybx. 

Sera necesario calcular el incremento Af de f(x, y) cuando x pasa a x + Ax al 
mismo tiempo que y pasa a y + Ay. Supondremos en lo que sigue que Ax y Ay son 
infinitésimos: 

A/= /( v + A.v, y -b Ay) - f(x, y) 

= J\x + A.v, y + Ay) - /(.v, y + Ay) + /(x, y + ay) - f(x, y) 

a '(: : «). + <45J, 
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La ültima ecuaciôn es la relaciôn fundamental que expresa Af en términos de Ax v 
Ay. 

Como ejemplo del uso de esta relaciôn, calculemos el incremento de la energia 
interna U(T, V) cuando la temperatura varia de T a T + AT y el volumen varia de 
Va V + AV. Empleando la ecuaciôn (45.1) escribimos 


En el capitulo anterior encontramos otra expresiôn para el incremento A U de la e 
gia interna cuando se agrega al gas una cantidad de calor A g: 


Comparando las ecuaciones (45.2) y (45.3) se podria creer a primera vista que 
P = (b U/ b V) T , pero esto no es correcto. Para obtener la relaciôn correcta, suponga¬ 
mos primero que agregamos una cantidad de calor A g al gas manteniendo el volumen 
constante, de modo que A V= 0. Si A V= 0, la ecuaciôn (45.3) nos dice que AU = 
= AQ y la ecuaciôn (45.2) nos dice que AU = (b Ui b T) V A T, dedonde (8 Ui8T)v = 
— AQ/AT. El cociente AQ/AT, cantidad de calor que se debe entregar a una sus- 
tancia para cambiar su temperatura en un grado manteniendo el volumen constante, 
se llama calor especifico a volumen constante y se indica con el simbolo C v . Hemos 
demostrado, pues, que 


Ahora agreguemos de nuevo al gas una cantidad de calor A g, pero esta vez man¬ 
teniendo T constante y dejando que el volumen cambie en A V. En este caso el anâli- 
sis es mâs complejo, pero podemos calcular AU con el razonamiento de Carnot, ha- 
ciendo uso del ciclo de Carnot que introdujimos en el capitulo precedente. 

La figura 45-1 muestra el diagrama presiôn-volumen para el ciclo de Carnot. 
Como ya hemos visto, el trabajo total realizado por el gas en un ciclo réversible es 
AQ/AT/T), donde A g es la cantidad de energia calôrica suministrada al gas a medi- 
da que se expande isotérmicamente a la temperatura T del volumen K al V + AV, y 
T—AT es la temperatura final que alcanza el gas cuando se expande adiabâticamente 
en el segundo tramo del ciclo. Demostraremos ahora que este trabajo realizado tam¬ 
bién esta dado por 



Fig. 45-1. Diagrama presiôn-volumen 
para un ciclo de Carnot. Las curvas in- 
dicadas con T y con T — AT son isotermas; 
las curvas mâs empinadas son adiabé- 
ticas. AV es la variaciôn del volumen cuan¬ 
do se agrega el calor AQ al gas a tempe¬ 
ratura constante T. AT es la variaciôn de 
presiôn a volumen constante que résulta 
cuando la temperatura del gas varia de 
T a T- AT. 
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el ârea sombreada de la figura 45-1. En cualquier caso, el trabajo realizado por el gas 
es ]p dV y es positivo cuando el gas se expande y negativo cuando el gas se compri¬ 
me. Si hacemos el diagrama de P en funciôn de V, la variaciôn de P y K estâ repre- 
sentada por una curva que da el valor de P correspondiente a un valor determinado 
de V. A medida que el volumen cambia de un valor a otro, el trabajo realizado por el 
gas, o sea la intégral jp dV, es el ârea que estâ bajo la curva que une los valores 
inicial y final de V. Aplicando esta idea al ciclo de Carnot, vemos que al recorrer el 
ciclo poniendo atenciôn en el signo del trabajo realizado por el gas, el trabajo total 
realizado por el gas es justamente el ârea sombreada de la figura 45-1. 


Fig. 45-2. Area sombreada = érea ence- 
rrada por las lineas de trazos = ârea del rec- 
tângulo = AP AV. 

Ahora calcularemos geométricamente el ârea sombreada. El ciclo usado en la 
figura 45-1 difiere del usado en el capitulo anterior en que ahora suponemos que A T 
y AQ son infinitésimos. Estamos trabajando entre adiabâticas e isotermas muy cerca- 
nas y la figura formada por las lineas gruesas de la figura 45-1, tenderâ a un para- 
lelogramo cuando los incrementos AT y AQ tiendan a cero. El ârea de este paralelo- 
gramo es A VA P, donde AVe s la variaciôn de volumen que résulta de entregar la ener- 
gia AQ al gas a temperatura constante, y AP es la variaciôn de presiôn cuando la 
temperatura varia en AT a volumen constante. Se puede demostrar fâcilmente que el 
ârea sombreada de la figura 45-1 estâ dada por A VAP observando que es équivalente 
al ârea encerrada por las lineas de trazos de la figura 45-2, que a su vez difiere del 
rectângulo formado por AP y AV ünicamente por la suma y la resta de las âreas 
triangulares iguales de la figura 45-2. 



Resumamos los resultados obtenidos hasta ahora: 


Trabajo realizado por el gas = ârea sombreada —AV AP — AQ 


(") 


o sea 


AT 

T 


■ (calor necesario para cambiar V en A F^constame 


(45.5) 


— AV ■ (variaciôn de P cuando T varia AT) V constante I 

o sea 

—— . (calor necesario para cambiar V en A V) T = T(SP/ST) V . 

A V 

La ecuaciôn (45.5) expresa el resultado esencial del razonamiento de Carnot. Toda 


la termodinâmica se puede deducir de la ecuaciôn (45.5) y de la Primera Ley, ex- 
presada en la ecuaciôn (45.3). La ecuaciôn (45.5) es esencialmente la Segunda Ley, 
aunque Carnot la dedujo originariamente en una forma ligeramente diferente, y a que 
no utilizô nuestra definiciôn de temperatura. 

Ahora podemos procéder al càlculo de (<$ U/S V) T . ^En cuànto variaria la energia 
interna U si el volumen variase en AV? Primera : U varia porque se agrega calor, 
y segundo: U varia porque se realiza trabajo. El calor agregado es 

4 e- I '(s?), a ^ 

de acuerdo con la ecuaciôn (45.5) y el trabajo realizado sobre la sustància es -PA V. 
En consecuencia, la variaciôn A U de la energia interna tiene dos partes: 

AU = T(~!jAV - P AV. (45.6) 

Dividiendo ambos miembros por A V, encontramos para la variaciôn especifica de 
U con Va T constante 

oa 

En nuestra presentaciôn de la termodinâmica, en la cual T y V son las ünicas varia¬ 
bles y P y U las unicas funciones, las ecuaciones (45.3) y (45.7) son las ecuaciones 
fundamentales de las que se pueden deducir todos los resultados. 


45-2 Aplicaciones 

Discutamos ahora el significado de la ecuaciôn (45.7) y veamos por qué nos 
da la respuesta a las preguntas formuladas en el capitulo precedente. Consideramos 
el siguiente problema: en la teoria cinética es évidente que un aumento de tempe¬ 
ratura induce un aumento de presiôn debido al bombardeo de los àtomos sobre un 
piston. Por la misma razôn fisica, cuando hacemos retroceder el piston se saca calor 
del gas, y para mantener la temperatura constante, hay que restituir calor al gas. 
El gas se enfria al expandirse y la presiôn aumenta al calentarse. Tiene que haber 
alguna conexiôn entre ambos fenômenos y la misma estâ dada explicitamente por la 
ecuaciôn (45.7). Si mantenemos el volumen fijo y aumentamos la temperatura, la 
presiôn aumenta a razôn de (SP/&l)y- El hecho que sigue estâ relacionado con esto: 
si aumentamos el volumen, el gas se enfriarâ a no ser que agreguemos calor para 
mantener la temperatura constante y (&U/ÙV) 7 dice cuànto calor se necesita para 
conservar la temperatura. La ecuaciôn (45.7) expresa la interrelaciôn fundamental 
entre estos dos efectos. Esto es lo que prometimos encontrar cuando iniciamos el 
estudio de las leyes de la termodinâmica. Sin conocer los mecanismos internes del 
gas y sabiendo ünicamente que no puede haber movimiento perpetuo de segunda es- 
pecie, jpodemos deducir la relaciôn entre la cantidad de calor necesaria para man¬ 
tener constante la temperatura cuando el gas se expande. y la variaciôn de presiôn 
cuando el gas se calienta! 
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Ahora que tenemos el resultado que queriamos en lo que respecta a un gas, con- 
sideremos el de la banda elâstica. Cuando estiramos una banda elâstica encontramos 
que su temperatura baja, y cuando calentamos una banda elâstica encontramos que 
se encoge. ;Cuâl es la ecuaciôn que expresa para una banda elâstica la misma rela- 
ciôn que la ecuaciôn (45.3) expresa para un gas? En el caso de una banda elastica 
la situaciôn es mâs o menos como sigue: cuando se agrega una cantidad de calor 
AO la energia interna cambia en A U y se realiza un trabajo. La umca diferencia 
serà que el trabajo realizado por la banda elâstica es -FAL en vez de PAV, donde 
F es la fuerza que se ejerce sobre la banda y L la longitud de la banda. La fuerza 
F es funciôn de la temperatura y de la longitud de la banda. Reemplazando PA V 
por - FAL en la ecuaciôn (45.3), obtenemos 

AU = AQ + FAL (45.8) 

Comparando las ecuaciones (45.3) y (45.8) vemos que la ecuaciôn de la banda elâs¬ 
tica se obtiene por simple sustituciôn de una letra por otra. Mas aun, si sustituimos 
V por L y P por -F, toda nuestra discusiôn del ciclo de Carnot sirve para la banda 
elâstica. Por ejemplo, podemos deducir inmediatamente que el calor A Q necesario 
para cambiar la longitud en AL està dado por la anàloga de la ecuaciôn (45.5): 
AQ = -T(8F/ST) L AL. Esta ecuaciôn nos dice que si mantenemos fija la longitud 
de una banda elâstica y la calentamos, podemos calcular cuânto aumentara la fuerza 
en funciôn del calor necesario para mantener la temperatura constante cuando la 
banda se estira un poquito. Vemos, pues, que la misma ecuaciôn sirve tanto para un 
gas como para una banda elâstica. Verdaderamente, si se puede escnbir AU - 
= AQ + A AB, donde A y B representan diversas cantidades, fuerza y longitud, 
presiôn y volumen, etc., se puede aplicar los resultados obtenidos para un gas sus- 
tituyendo P y V por A y B. Por ejemplo, consideremos la diferencia de potencial 
eléctrico o "voltaje" E de una bateria y la carga AZ que atraviesa la batena. Sa- 
bemos que el trabajo realizado en una celda eléctrica réversible, tal como un acumu- 
lador, es EAZ. (Como no incluimos un término PAV en el trabajo. requenmos que 
nuestra bateria mantenga el volumen constante.) Veamos que nos puede decir la 
termodinàmica sobre el funcionamiento de una bateria. Si reemplazamos P por E 
y V por Z en la ecuaciôn (45.6), obtenemos 
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La ecuaciôn (45.9) dice que la energia interna U cambia cuando una carga A Z atra¬ 
viesa la celda. <-,Por que AUlAZ no es simplemente el voltaje E de la bateria? La 
respuesta es que una bateria real se calienta cuando la atraviesa una carga. La ener¬ 
gia interna de la bateria cambia, primera porque la bateria realizô un trabajo sobre 
el circuito externo, y segundo porque la bateria se calienta. Lo notable es que tam- 
bién se puede expresar la segunda parte en funciôn de la manera en que el voltaje de 
la bateria cambia con la temperatura. Entre paréntesis, cuando la carga atraviesa la 
bateria, hay reacciones quimicas y la ecuaciôn (45.9) sugiere un modo elegante de 
medir la cantidad de energia necesaria para producir una reacciôn quimica. ;Todo 
lo que tenemos que hacer es construir una celda cuyo funcionamiento se base en esa 
reacciôn, medir el voltaje y medir cuânto cambia éste con la temperatura cuando no 
extraemos cargas de la bateria! 


Ahora bien, hemos supuesto que se puede mantener constante el volumen de la 
bateria, ya que hemos omitido el término PA V al escribir que el trabajo realizado 
por la bateria es EAZ. Pero résulta que es muy dificil técnicamente mantener el vo¬ 
lumen constante. Es mucho mâs fâcil mantener la celda a presiôn atmosférica cons¬ 
tante. Es por ello que a los quimicos no les gusta ninguna de las ecuaciones que 
hemos escrito mâs arriba: prefieren ecuaciones que describan el comportamiento a 
presiôn constante. Al principio de este capitulo elegimos V y T como variables in¬ 
dépendantes. Los quimicos prefieren P y T, por lo que ahora consideraremos cômo 
se puede transformar los resultados obtenidos hasta aqui al sistema de variables de 
los quimicos. Recuerden que en el tratamiento que sigue es fâcil que haya confusion 
debido al cambio de engranaje de T y V &Ty P. 

Partimos de la ecuaciôn (45.3) con AU = AQ - PAV; se puede reemplazar 
PAV por EAZ o AAB. Si de alguna manera pudiéramos reemplazar el ûltimo tér¬ 
mino, PA V, por VAP, habriamos intercambiado K y _P y los quimicos se pondrian 
contentos. Bien, un hombre inteligente notô que el diferencial del producto PV es 
d(PV) = PdV + VdP y que si sumaba esta igualdad a la ecuaciôn (45.3) obtenia 

A (PV) = PAV + VAP 
AU = AQ - PAV 
A (U -I- PV) = AQ + VA P 

Para que el resultado se parezca a la ecuaciôn (45.3) definimos U + PV como algo 
nuevo: la enlalpia H, y escribimos AH = AQ + VAP. 

Ahora estamos listos para traducir nuestros resultados al lenguaje de los qui¬ 
micos con las siguientes réglas: U -> H, P -> -V, V-> P. Por ejemplo, la relaciôn 
fondamental que usarian los quimicos en vez de (45.7) es 



Ahora debe estar claro cômo se transforma a las variables T'y P de los quimicos. 
Volvamos a nuestras variables originales: en lo que queda del capitulo T y V seràn 
las variables independientes. 

Apliquemos ahora los resultados obtenidos a un cierto numéro de situaciones 
fisicas. Consideremos primera el gas idéal. Por la teoria cinética sabemos que la 
energia interna de un gas solo dépende del movimiento de las moléculas y del numé¬ 
ro de éstas. La energia interna dépende de T pero no de V. Si cambiamos V man- 
teniendo T constante, U no cambia. En consecuencia (8U/8V) T = 0 y la ecuaciôn 
(45.7) nos dice que para un gas idéal 

T (^) y -P = °. (45.10) 

La ecuaciôn (45.10) es una ecuaciôn diferencial que nos puede decir algo acerca de 
P. Consideremos la derivada parcial del siguiente modo: como la derivada parcial 
es a volumen constante, la reemplazaremos por una derivada 
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ordinaria y para acordarnos escribiremos explicitamente " V constante . Entonces, 
la ecuaciôn (45.10) se convierte en 

r = 0; const V, (45.11) 

que podemos integrar obteniendo 

ln P = ln T + const; const V, 

P = const X T; const V. (45.12) 

Sabemos que para un gas idéal la presiôn es igual a 


P = Ç, (45-13) 

que es compatible con (45.12) puesto que V y R son constantes. ôPara qué nos to- 
mamos el trabajo de hacer este câlculo si ya sabiamos los resultados? ;Porque he- 
mos estado usando dos dejîniciones indépendantes de temperatura! En un cierto 
momento supusimos que la energia cinética de las moléculas era proporcional a la 
temperatura, suposiciôn que define una escala de temperatura que llamaremos es- 
cala del gas idéal. La T de la ecuaciôn (45.13) se basa en esta escala. Tambien Ua- 
mamos temperaturas cinéticas a las temperaturas basadas en la escala de gases. 
Mâs tarde defmimos la temperatura de un segundo modo completamente indépen¬ 
dante de cualquier sustancia. A partir de razonamientos basados en la Segunda 
Ley defmimos lo que podriamos llamar “gran temperatura termodinâmica absoluta” 
T; es la T que aparece en la ecuaciôn (45.12). Lo que hemos demostrado aqui es 
que la presiôn de un gas idéal (definido como aquel en que la energia interna no 
dépende del volumen) es proporcional a la gran temperatura termodinâmica absolu¬ 
ta. También sabemos que la presiôn es proporcional a la temperatura medida en la 
escala de gases. En consecuencia podemos deducir que la temperatura cinética es 
proporcional a la “gran temperatura termodinâmica absoluta”. Esto significa, na- 
turalmente, que si fuésemos sensatos podriamos hacer concordar las dos escalas. 
En este caso, al menos, las dos escalas han sido elegidas de modo que coincidan; 
se ha escogido 1 para la constante de proporcionalidad. La mayoria de las veces 
el hombre se busca las dificultades, pero en este caso |ha hecho las dos escalas 
iguales! 


45-3 La ecuaciôn de Clausius-Clapeyron 

La vaporizaciôn de un liquido es otra aplicaciôn de los resultados que hemos 
obtenido. Supongan que tenemos un liquido en un cilindro, de modo que lo pode¬ 
mos comprimir empujando el piston, y que nos preguntamos: “Si mantenemos la 
temperatura constante, <,cômo varia la presiôn con el volumen?” En otras palabras, 
queremos dibujar una isoterma en el diagrama P—V. La sustancia que hay en el 
cilindro no es el gas idéal que consideramos antes; ahora puede que esté en la fase 
liquida o en la fase vapor, o ambas pueden estar présentes. Si aplicamos presiôn 
suficiente, la sustancia se condensa y se vuelve liquida. Si ahora apretamos aûn mas 
fuerte, el volumen cambia 
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Volumen Volumen 

Fig. 45-4. Diagrama presiôn-volumen 
para un ciclo de Carnot con un vapor con¬ 
densable en el cilindro. A la izquierda, 
la sustancia esta en estado liquido. Se 
agrega una cantidad de calor L a tempe¬ 
ratura T para evaporar el liquido. El vapor 
se expande adiabâticamente cuando T pa- 


rrtüy poco y la isoterma sube râpidamente al disminuir el volumen, como muestra la 
parte izquierda de la figura 45-3. 

Si aumentamos el volumen tirando del piston, la presiôn cae hasta que alcan- 
zamos el punto en que el liquido comienza a hervir y comienza a formarse vapor. 
Si tiramos aûn mâs del piston, todo lo que ocurre es que se évapora mâs liquido. 
Cuando hay en parte liquido y en parte vapor en el cilindro, las dos fasçs estàn en 
equilibrio -el liquido se évapora a la misma velocidad que el gas se condensa- Si 
hacemos mâs espacio para el vapor, se necesita mâs vapor para mantener la pre¬ 
siôn, por lo que se évapora un poco mâs de liquido, pero la presiôn se mantiene 
constante. En la parte horizontal de la curva de la figura 45-3 la presiôn no cam¬ 
bia; este valor constante se denomina presiôn de vapor a la temperatura T. A me¬ 
dida que seguimos aumentando el volumen se llega a un punto en que ya no hay 
mâs liquido para evaporar. En este punto, si expandimos el volumen aun mâs la 
presiôn bajarà como en un gas ordinario, como muestra la parte derecha del dia¬ 
grama P—V. La curva inferior de la figura 45-3 es la isoterma correspondiente a una 
temperatura T - AT ligeramente menor. La presiôn de la fase liquida se reduce lige- 
ramente porque el liquido se expande al aumentar la temperatura (para la mayoria 
de las sustancias, pero no para el agua cerca del punto de congelaciôn) y natural 
mente la presiôn de vapor es menor a la temperatura menor. 

Ahora haremos un ciclo con las dos isotermas uniéndolas (con adiabâticas, diga- 
mos) por los extremos de las secciones horizontales, como muestra la figura 45-4. 
La pequena oscilaciôn en el extremo inferior derecho de la figura no altéra pràcti- 
camente nada y la despreciaremos. Vamos a usar el razonamiento de Carnot que 
nos dice que el calor agregado a la sustancia para hacerla pasar de liquido a vapor 
està relacionado con el trabajo realizado por la sustancia al recorrer el ciclo. Lla- 
memos L al calor necesario para vaporizar la sustancia contenida en el cilindro. 
Por el razonamiento inmediato anterior a la ecuaciôn (45.5) sabemos que L(AT/T) = 
= trabajo 


Fig. 45-3. Isotermas de un vapor con¬ 
densable en un cilindro. A la izquierda, 
la sustancia esta en la fase liquida. A la 
derecha, la sustancia esta vaporizada. Al 
centro, liquido y vapor coexisten en el 
cilindro. 
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realizado por la sustancia. Como antes, el trabajo realizado por la sustancia es el 
àrea sombreada, que es aproximadamente AP(V G - V L ), donde AP es la diferencia 
de presiôn de vapor a las dos temperaturas T y T — AT,V c es el volumen del gas y 
V L el del liquido, ambos medidos a la presiôn de vapor. Igualando estas dos expre- 
siones del àrea, obtenemos LAT/T = AP(V G - VjJ, o sea 


L 

T(V g - Vl) 


= (dP VAp /dT). 


(45.14) 


La ecuaciôn (45.14) da la relaciôn entre la rapidez de variaciôn de la presiôn de 
vapor con la temperatura y la cantidad de calor necesaria para evaporar el liquido. 
Esta relaciôn fue deducida por Carnot pero se Uama ecuaciôn de Clausius-Cla- 
peyron. 

Comparemos ahora la ecuaciôn (45.14) con los resultados deducidos de la teoria 
cinética. Por lo comûn, V G es mucho mayor que V L . Asi, pues, V G - V L <* V G = 
= RT/P por mol. Si ademàs suponemos que L es constante, indépendante de la 
temperatura -no muy buena aproximaciôn- tendremos bP/bT = L/(RT-P). La so- 
luciôn de esta ecuaciôn diferencial es 


P = const e~ LIHr . (45.15) 

Comparemos esta con la variaciôn de presiôn con la temperatura, deducida ante- 
riormente de la teoria cinética. Al menos aproximadamente, la teoria cinética îndica- 
ba la posibilidad de que el numéro de moléculas de vapor encima del liquido fuese 



(45.16) 


donde U G - U L es la energia interna por mol gas menos la energia interna por mol 
del liquido, es decir, la energia necesaria para vaporizar un mol de liquido. La ecua¬ 
ciôn (45.15) proveniente de la termodinâmica, y la ecuaciôn (45.16), proveniente de 
la teoria cinética, estân estrechamente relacionadas porque la presiôn es nkT, pero 
no son exactamente iguales. Sin embargo, resultarân exactamente iguales si supone¬ 
mos L — U G — const en vez de L = const. Si suponemos L — U G = const indé¬ 
pendante de la temperatura, el razonamiento que nos llevô a la ecuaciôn (45.15) 
también llevarâ a la ecuaciôn (45.16). 

La comparaciôn muestra la ventajas y desventajas de la termodinâmica sobre 
la teoria cinética: primero, la ecuaciôn (45.14), obtenida termodinâmicamente es 
exacta, mientras que la ecuaciôn (45.16) solo se puede aproximar, por ejemplo, si 
U es casi constante y si el modelo es vâlido. Segundo, no podemos comprender co- 
rrectamente cômo es que el gas pasa al estado liquido; no obstante, la ecuaciôn 
(45.14) es exacta mientras que la (45.16) es solo aproximada. Tercero, aunque nues- 
tro tratamiento se aplica a un gas que se condensa en un liquido, el razonamiento 
es vâlido para cualquier otro cambio de estado. Por ejemplo, la transition sôlido- 
liquido tiene el mismo tipo de curva que el mostrado en la figura 45-3 ô 45-4. In- 
troduciendo el calor latente de fusion, Ml mol, la formula anâloga a la ecuaciôn 
(45.14) es (bP { JbT) v = M/\T(V^ - F sol )|. Aunque no podamos comprender la 
teoria cinética del proceso de fusion tenemos una ecuaciôn exacta. 
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Sin embargo, cuando podemos comprender la teoria cinética tenemos otra ventaja. 
La ecuaciôn (45.14) es unicamente una relaciôn diferencial y no hay manera de de- 
terminar las constantes de integraciôn. En la teoria cinética podemos obtener las 
constantes también si tenemos un buen modelo que describa completamente el fenô- 
meno. Cada una tiene, pues, ventajas y desventajas. Cuando el conocimiento es 
escaso y la situaciôn complicada, las relaciones termodinâmicas son realmente las 
mâs poderosas. Cuando la situaciôn es muy simple y se puede hacer un anâlisis 
teôrico, es mejor tratar de obtener mâs informaciôn con el anâlisis teôrico. 

Lin ejemplo mâs: la radiaciôn de cuerpo negro. Hemos estudiado una caja que 
contiene radiaciôn y nada mâs. Hemos hablado del equilibrio entre el oscilador y 
la radiaciôn. También encontramos que los fotones que chocan contra las paredes 
de la caja deben ejercer una presiôn P y hallamos PV = U/ 3, donde U es la energia 
total de todos los fotones y F es el volumen de la caja. Si introducimos U = 3 PV 
en la ecuaciôn bâsica (45.7), encontramos 


Gt), 


Como el volumen de nuestra caja es constante, podemos reemplazar (SP/ST) V por 
dP/ dT obteniendo una ecuaciôn diferencial ordinaria que podemos integrar: ln P = 
= 4 ln T + const, o sea P = const x V. La presiôn de radiaciôn varia como la 
cuarta potencia de la temperatura y la densidad de energia de la radiaciôn, U/V = 
= 3 P, también varia como V. Se acostumbra escribir U/V = {Ao/c)T A , donde c 
es la velocidad de la luz y o es una constante. No es posible obtener o ünicamente 
con la termodinâmica. Este es un buen ejemplo de su fuerza y su limitaciôn. Saber 
que U/ V varia como 7* ya es mucho, pero saber cuânto vale verdaderamente U/ V 
a cualquier temperatura requiere que entremos en un tipo de detalles que solo una 
teoria compléta nos puede dar. Tenemos esa teoria para la radiaciôn de cuerpo ne¬ 
gro y podemos obtener una expresiôn para la constante o de la siguiente manera. 

Sea I(co) da> la distribuciôn de intensidad, o sea el flujo de energia de frecuencia 
entre co y co + dco a través de 1 m 2 en un segundo. La distribuciôn de densidad de 
energia = energia/volumen = I(co) dco/c es 


- = densidad de energia total 


= J densidad de energia entre co y o 
J* 00 I(co) dco 


Por nuestras discusiones anteriores sabemos que 
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Sustituyendo esta expresiôn de I(o>) en nuestra ecuaciôn para Ul V obtenemos 

U _ 1 f fio 3 du 

V = tW J o _ i ' 

Si ponemos je = fico/kT, la expresiôn se transforma en 

U _ (kTÿ P x 3 dx 

V “ h-Wc* J „ e x — 1 

Esta intégral es simplemente un numéro que podemos obtener aproximadamente di- 
bujando una curva y calculando el àrea contando cuadrados. Vale 6,5 mâs o menos. 
Los matemâticos que estén entre nosotros pueden demostrar que la intégral es exac- 
tamente tt 4 / 15*. Comparando esta expresiôn con U/V = (4a/ c)l* encontramos 


k*7v et-, v , n -8 watt 

60 Æ 3 c 2 5 ’ (métro) 2 (grado) 4 

Si hacemos un pequeno agujero en nuestra caja, ^cuânta energia saldrà por se- 
gundo por el agujero de àrea unitaria? Para pasar de la densidad de energia al flujo 
de energia, multiplicamos la densidad de energia U/V por c. También multiplicamos 
por j, que proviene de lo que sigue: primero, un factor ^ porque solo escapa la ener¬ 
gia que fluye hacia el agujero, y segundo, otro factor \ porque la energia que se 
acerca al agujero en direcciôn oblicua tiene menos posibilidades de salir por estar 
afectada de un factor coseno. El valor medio del coseno es {. Ahora se ve claro por 
qué escribimos U/V = (4 a/c)V: para que al final podamos decir que el flujo que 
proviene de un pequeno agujero es aV por unidad de àrea. 

* Como (e x - l) _l = er* + er 2x + ...,1a intégral es 

S J Q e-"'x 3 dx. 

Pero \f‘e~ nx dx = 1/n, que derivada très veces respecto a n da /“ x 3 e~ nx dx = 6/n 4 , por lo 
que la intégral es 6(1 + -jV + -^r + ■••) y se obtiene una buena aproximaciôn sumando los pri- 
meros términos. En el capitulo 50 encontraremos una manera de demostrar que la suma de las 
inversas de la cuarta potencia de los enteros es, en efecto, n 4 / 90. 
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Rueda dentada y trinquete 
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màquina 46-5 Orden y entropia 


46-1 Como trabaja una rueda dentada 

En este capitulo discutiremos la rueda dentada y trinquete, un dispositivo muy 
simple que permite que un eje gire solamente en un sentido. La posibilidad de que 
tengamos algo que gire solamente en un sentido requiere un cierto anâlisis detallado 
y cuidadoso y hay algunas consecuencias muy interesantes. 

El plan de la discusiôn surgiô "cuando se tratô de inventar una explicaciôn ele- 
mental, desde el punto de vista molecular o cinético, para el hecho de que hay una 
cantidad mâxima de trabajo que se puede extraer de una màquina térmica. Natural- 
mente, hemos visto la esencia del razonamiento de Carnot, pero séria bueno encon- 
trar una explicaciôn que sea elemental en el sentido de que podamos ver lo que està 
sucediendo fisicamente. Ahora bien, hay demostraciones matemâticas complicadas 
tomando como base las leyes de Newton para demostrar que solo podemos obtener 
una cierta cantidad de trabajo cuando el calor fluye de un lugar a otro, pero es muy 
dificil hacer esto en una demostraciôn elemental. Abreviando, no lo entendemos 
aunque podamos seguir el proceso matemàtico. 

En el razonamiento de Carnot, el hecho de que no se pueda extraer màs que una 
cierta cantidad de trabajo al ir de una temperatura a otra se deduce de otro axioma: 
si todo està a la misma temperatura el calor no se puede convertir en trabajo me- 
diante un proceso ciclico. En primer lugar, volvamos atràs y tratemos de ver, al 
menos en un ejemplo elemental, por qué es verdadera esta afirmaciôn tan simple. 

Tratemos de inventar un dispositivo que viole la Segunda Ley de la Termodi- 
nàmica, esto es, un artefacto que saque trabajo de un depôsito de calor estando 
todo a la misma temperatura. Digamos que tenemos una caja de gas a una cierta 
temperatura y que dentro hay un eje con aspas. (Vean figura 46-1, pero tomen T, = 
— T 2 = T, por ejemplo). A causa del bombardeo de las moléculas de gas sobre las 
aspas, éstas oscilan y se mueven con pequefias sacudidas. Todo lo que tenemos que 
hacer es colocar en el otro extremo del eje una rueda que solo pueda moverse en un 
sentido -rueda dentada y trinquete-. Asi, cuando 
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Fig. 46-1. La mâquina rueda dentada- 
trinquete. 

el eje trate de vibrar en un sentido, no girarà, y cuando vibre en el otro, si girarâ. 
La rueda girarà lentamente, y jquizâs hasta podriamos atar una pulga a una cuerda 
que pende de un tambor en el eje y levantarla! Preguntémonos si esto es posible. 
Segün la hipôtesis de Carnot es imposible. Pero si la miramos, a prima fade parece 
muy posible. Por lo tanto, tenemos que considerarlo màs cuidadosamente. Verdade- 
ramente, si consideramos la rueda dentada y trinquete vemos muchas complicaciones. 


En. primer lugar, nuestra rueda dentada idealizada es lo màs simple posible, pero 
aun asi hay un trinquete y éste debe tener *un resorte. El trinquete debe volver des- 
pués de pasar un diente, por lo que es necesario el resorte. 

Otro rasgo de esta rueda dentada y trinquete, que la figura no muestra, es com- 
pletamente esencial. Supongan que el dispositivo estuviese formado de partes per- 
fectamente elàsticas. Después que .el trinquete ha sido levantado hasta el final del 
diente y es empujado por el resorte, rebotarà contra la rueda y continuarâ rebotan- 
do. Entonces, cuando llegue otra fluctuaciôn, la rueda podria girar en el otro 
sentido, jya que el diente podria pasar por debajo durante el momento en que el 
trinquete estuvo levantado! Por lo cual, una parte esencial de la irreversibilidad de 
nuestra rueda es un mecanismo amortiguador que pare los rebotes. Cuando hay 
amortiguamiento. naturalmente, la energia que habia en el trinquete pasa a la 
rueda y se transforma en calor. De modo que la rueda se irâ calentando a medida 
que gira. Para simplificar las cosas, podemos colocar un gas alrededor de la 
rueda para que tome parte del calor. De todas formas, digamos que el gas aumenta 
en temperatura al mismo tiempo que la rueda. ^Seguirà esto asi para siempre? 
jNo! El trinquete y la rueda, ambos a cierta temperatura T, también tienen movt- 
miento browniano. Este movimiento es tal que de vez en cuando, accidentalmente. 
el trinquete se levanta sobre un diente exactamente en el momento en que el mo¬ 
vimiento browniano de las aspas està tratando de girar el eje hacia atrâs. Y cuanto 
màs se calienta todo, màs frecuentemente ocurre esto. 

Por lo tanto. ésta es la razôn por la que este dispositivo no trabaja en movimien¬ 
to perpetuo. Cuando las aspas son empujadas, algunas veces el trinquete se levanta 
sobre un diente. Pero otras veces, cuando trata de girar en el otro sentido, el 
trinquete se ha levantado ya debido a las fluctuaciones de los movimientos en el 
extremo de la rueda ;y ésta se vuelve en el otro sentido! El resultado neto es nada. 
No es dificil demostrar que cuando la temperatura en los dos lados es igual, no 
habrà movimiento promedio neto de la rueda. Naturalmente la rueda vibrarà mucho 
en un sentido y en el otro. pero no harà lo que nosotros querriamos, que es girar 
solo en un sentido. 


Veamos la razôn. Es necesario realizar trabajo contra el resorte para que se 
levante el trinquete hasta el tope de un diente. Llamemos £ a esta energia y sea 0 
el ângulo entre dientes. La probabilidad de que el sistema pueda acumular suficiente 
energia e para llevar el trinquete hasta el tope de un diente es e~ c/kT . Pero la proba¬ 
bilidad de que el trinquete esté accidentalmente levantado es también e~ t/kT . Por lo 
cual el nûmero de veces que el trinquete esté levantado y la rueda puede girar hacia 
atrâs libremente es igual al nûmero de veces que hay suficiente energia para girarla 
hacia adelante cuando el trinquete està abajo. Asi obtenemos un “equilibrio” y la 
rueda no girarà. 


46-2 La rueda dentada como mâquina 

Demos ahora un paso màs. Tomemos como ejemplo cuando la temperatura de 
las aspas es 7j y la temperatura de la rueda, rueda dentada, es T 2 y que T 2 es 
menor que 7j. Como la rueda està fria y las fluctuaciones del trinquete no son rela- 
tivamente frecuentes, serâ muy dificil que el trinquete alcance una energia t. A 
causa de la alta temperatura 7j, las aspas alcanzarân con frecuencia la energia £, 
por lo que nuestro dispositivo irâ en una direcciôn, como se lo disenô. 

Ahora querriamos ver si podemos levantar pesos. Atamos una cuerda al tambor 
del medio y colocamos un peso en la cuerda, como nuestra pulga, por ejemplo. Diga¬ 
mos que L es el torque debido al peso. Si L no es muy grande, nuestra mâquina 
levantarâ el peso porque las fluctuaciones brownianas hacen que se mueva con màs 
probabilidad en un sentido que en otro. Queremos encontrar qué peso puede levan¬ 
tar, con qué rapidez gira, etc. 

Consideremos, en primer lugar, un movimiento hacia adelante, que es el modo 
corriente en que se disena una rueda dentada para que gire. Para que dé un paso 
hacia adelante, <,cuànta energia se tiene que tomar prestada de las aspas? Tenemos 
que tomar prestada una energia £ para levantar el trinquete. La rueda gira un ângu¬ 
lo 0 contra el torque L, por lo que también necesitamos la energia LO. La cantidad 
total de energia que tenemos que tomar es, pues, £ -F LO. La probabilidad de que la 
obtengamos es proporcional a e~0 + Lêj/kT,. En realidad, no es solo cuestiôn de 
obtener la energia, sino que también querriamos saber el numéro de veces por se- 
gundo que tiene esta energia. La probabilidad por segundo es proporcional a 
e~0 + L0 ) kT i y llamaremos 1/t a la constante de proporcionalidad. De todos modos 
se cancelarâ al final. Cuando sucede un paso hacia adelante, el trabajo efectuado 
sobre el peso es LO. La energia tomada de las aspas es e + LO. El resorte se pone 
tenso con energia £ y luego cataplün, se dispara y esta energia se transforma en 
calor. Toda la energia que se ha tomado se emplea en levantar el peso y en accionar 
el trinquete, que luego cae y da calor al otro lado del diente. 

Consideremos ahora el caso contrario que es el movimiento hacia atrâs. iQué 
sucede aqui? Para hacer que la rueda vaya hacia atrâs todo lo que tenemos que 
hacer es dar energia para levantar el trinquete lo bastante alto para que la rueda 
se escape. Esta es aun la energia £. La probabilidad por segundo de que el trinquete 
se levante esa altura es ahora (l/r)e- £/k7 '2. La constante de proporcionalidad es la 
misma, pero ahora aparece kT 2 porque la temperatura es diferente. Cuando esto 
sucede, se libéra trabajo ya que la rueda va hacia atrâs. Pierde una muesca y libéra 
el trabajo LO. La energia tomada del sistema dentado es r, y la energia dada al gas 
a T, donde estàn las aspas es 



46-2 


46-3 



Tabla 46-1 


también tenemos QjQ 2 = (t + L0)/t. Entonces (tabla 46-1) tenemos 


Resumen del funcionamiento de la rueda dentada y trinquete. 


Ci/Ga = 7V7V 


Hacia adelante: Necesita la energia 

Toma de las aspas 
Efectüa el trabajo 
Da a la rueda dentada 


e + L6 de las aspas. . '. probabilidad 
por segundo e " </ '° ic),kr < 

L6 + £ 

L6 


Hacia atrâs: Necesita la energia £ 

Toma de la rueda £ 

Libéra el trabajo Le 

Da a las aspas Le 


para el trinquete. probabi¬ 
lidad por segundo =| e-‘ /k L 

I lo mismo que antes con sig- 
nos opuestos. 


Si el sistema es réversible, las probabilidades por segundo son iguales, por lo que 
£ + L61 _ £ 

r, t 2 - 

Calor a la rueda dentada _ £ £> e a q U j Q 2 = T 2 . 

Calor de las aspas LO + e’ Q\ T ï 


Aûn mâs, el trabajo que obtenemos es a la energia tomada de las aspas como LO 
es a LO + e, y por lo tanto como (T, — T 2 )/T l . Vemos que nuestro artefacto no 
puede extraer mâs trabajo que este, operando reversiblemente. Este es el resultado 
que esperâbamos del razonamiento de Carnot y el principal resultado de esta lec- 
ciôn. Sin embargo, podemos usar nuestro artefacto para entender algunos otros fenô- 
menos, aunque sea fuera del equilibrio, y por lo tanto mâs alla del âmbito de la ter- 
modinâmica. 



Fig. 46-2. Velocidad angular de la rueda 
dentada en funciôn del torque. 


LO + e. Hay que pensar un poco para ver la razôn de esto. Supongan que el trin¬ 
quete se ha levantado por si mismo accidentalmente debido a una fluctuaciôn. En¬ 
tonces, cuando vuelve a caer y el resorte lo empuja contra el diente, hay una fuerza 
que trata de girar la rueda porque el diente està empujando en un piano oblicuo. Esta 
fuerza realiza trabajo y lo mismo hace la fuerza debida a los pesos. Por lo cual las 
dos juntas forman la fuerza total y toda la energia que se va liberando lentamente 
aprece en el extremo con aspas en forma de calor. (Naturalmente debe ser asi por la 
conservaciôn de la energia, jpero se debe tener cuidado de considerar las cosas en su 
totalidad!) Vemos que todas estas energias son exactamente iguales pero invertidas. 
Por lo que, segün cuâl de estas dos probabilidades por segundo sea mayor, el peso serâ 
levantado lentamente o dejado caer lentamente. Naturalmente estarâ sacudiéndose 
constantemente, yendo hacia arriba durante un instante y hacia abajo durante otro, 
pero estamos hablando del comportamiento/medio. 

Supongan que para un peso p articulai/ sucede que las probabilidades son iguales. 
Entonces, anadimos un peso infinitésimal a la cuerda. El peso descenderâ lentamente 
y se efectuarà trabajo en la mâquina. Se tomarâ energia de la rueda y se lo dara a 
las aspas. Si por el contrario quitamos 'un poquito de peso, el desajuste ocurrira 
al rêvés. El peso es levantado, y se toma calor de las aspas y se lo da a la rueda. 
Por consiguiente, tenemos las condiciones de un ciclo réversible de Carnot, siem- 
pre que el peso sea tal que las dos probabilidades son iguales. Esta condiciôn es evi- 
dentemente que (£ + Le)/T 2 = e/T 2 . Digamos que la mâquina està levantando 
lentamente el peso. Se toma una energia Q i de las aspas y se entrega una energia Q 2 
a la rueda y las dos estân en la proporciôn {t + Le)U. Si estamos bajando el peso. 


Calculemos ahora con qué rapidez giraria nuestro artefacto de un solo sentido 
si todo estuviese a la misma temperatura y colgâsemos un peso del tambor. Si tira- 
mos muy, pero muy fuerte, naturalmente, hay toda clase de complicaciones. El 
trinquete se desliza por encima de la rueda, o el resorte se rompe, 0 cualquier otra 
cosa. Pero supongan que tiramos lo suficienteménte suave como para que todo tra- 
baje perfectamente. Es estas circunstancias, el anâlisis anterior es correcto para la 
probabilidad de que la rueda vaya hacia adelante 0 hacia atrâs, si recordamos 
que las dos temperaturas son iguales. En cada paso se obtiene un ângulo 0 , por lo 
que la velocidad angular es e por la probabilidad de uno de estos saltos por segun¬ 
do. Va hacia adelante con una probabilidad (]/t)e-d + L0 > ;kT y hacia atrâs con una 
probabilidad {\/x)e~‘' k ''\ y obtenemos para la velocidad angular 

w = ( e/r)e- (<+Le)lkT - e~ tlkT 

= (e/r)e- tlkT (e- L)lkT - 1). (46.1) 

Si representamos o> en funciôn de L, obtenemos la curva que muestra la figura 46-2. 
Vemos que es muy distinto que L sea positiva o negativa. Si L aumenta positiva- 
mente, lo que sucede cuando tratamos de llevar la rueda hacia atrâs, la velocidad 
hacia atrâs se aproxima a una constante. Cuando L se hace negativa, o> realmente 
"despega”, ya que \e a una enorme potencia es muy grande! 

La velocidad angular que se obtuvo de fuerzas diferentes es, por consiguiente, 
muy asimétrica. Si vamos en un sentido es muy fâcil: tenemos una velocidad angu¬ 
lar grande para una 
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fuerza pequena. Yendo en el otro, podemos aplicar una fuerza muy grande y aûn 
asi apenas gira la rueda. 

Encontramos lo mismo en un rectificador eléctrico. En lugar de la fuerza tene- 
mos un campo eléctrico y en lugar de la velocidad angular, una corriente eléctrica. 
En el caso de un rectificador, el voltaje no es proporcional a la resistencia y la 
situaciôn es asimétrica. El mismo anâlisis que hicimos para el rectificador mecànico, 
servirâ también para un rectificador eléctrico. De hecho, la formula que acabamos 
de obtener es tipica de la capacidad de los rectificadores para conducir corriente 
en funciôn de sus voltajes. 

Quitemos ahora todos los pesos y consideremos la màquina original. Si T 2 fuese 
menor que T v la rueda dentada iria hacia adelante, cosa que cualquiera esta dis- 
puesto a creer. Pero lo que es dificil de creer, a primera vista, es lo contrario. Si T 2 
es mayor que T x , ; la rueda gira en sentido opuesto! Una rueda dentada dinâmica 
con un montôn de calor gira por si misma hacia atrâs, ya que su trinquete esta re- 
botando. Si el trinquete estâ inclinado por un momento en algûn punto, empuja el 
piano inclinado lateralmente. Pero siempre estâ empujando en un piano inclinado, 
porque si sucede que se levanta lo bastante para que pase el tope de un diente, el 
piano inclinado también se desliza y vuelve a caer en un piano inclinado. Por con- 
siguiente, juna rueda dentada y su trinquete, calientes, estân idealmente construidos 
para girar en una direcciôn exactamente opuesta a aquella para la cual fueron dise- 
nados originalmente! 

A pesar de toda nuestra maestria en disenos desequilibrados, si las dos tempé¬ 
ratures son exactamente iguales, no hay mayor propension a girar en un sentido 
que en otro. En el momento en que estemos observando puede que esté girando 
en un sentido o en otro, pero a lo largo de la carrera no llega a ningûn sitio. Este 
hecho de que no llega a ningûn sitio es realmente el profundo principio fundamen- 
tal en el que se basa toda la termodinâmica. 


46-3 Reversibilidad en mecânica 

i,Qué principio mecànico mâs profundo nos dice que, a la larga, si se conserva 
la temperatura igual en todas partes nuestro artefacto no girarà ni a la derech? ni 
a la izquierda? Tenemos evidentemente una proposiciôn fundamental: no hay modo 
de disenar una màquina que, abandonada a si misma, tenga mâs probabilidad de 
girar en un sentido que en otro después de un tiempo suficientemente largo. Debe- 
mos ver cômo esto es una consecuencia de las leyes de la mecânica. 

Las leyes de la mecânica son mâs o menos asi: la masa por la aceleraciôn es la 
fuerza, y la fuerza sobre una particula es una funciôn complicada de las posiciones 
de todas las otras particulas. Hay otras situaciones en las que la fuerza dépende de 
la velocidad, como en el magnetismo, pero no consideremos esto ahora. Tomemos 
un caso mâs sencillo, como la gravedad, donde las fuerzas dependen ünicamente de 
la posiciôn. Supongan, pues, que hemos resuelto nuestro conjunto de ecuacioncs y 
obtenido un cierto movimiento \it) para cada particula. En un sistema lo suficien¬ 
temente complicado, las soluciones son muy complicadas y lo que sucedc en el tiem¬ 
po résulta muy sorprendente. Si escribimos cualquier arreglo que deseemos para las 
particulas, jvcremos que este arreglo ocurre realmente si esperamos un tiempo su¬ 
ficientemente largo! Si seguimos nuestra soluciôn durante un tiempo suficientemente 
largo, ella intenta hacer todo lo que puede, por asi decir. Esto no es absolutamente 


necesario en los dispositivos mâs simples, pero cuando los sistemas se hacen lo sufi¬ 
cientemente complicados, con âtomos suficientes, sucede asi. La soluciôn también 
puede hacer algo mâs. Si resolvemos las ecuaciones de movimiento, podemos obtener 
ciertas funciones taies como t + t 2 + t 3 . Sostenemos que otra soluciôn también 
ser |a + t 2 — t 3 . En otras palabras, si sustituimos t en todas partes por -t en la so¬ 
luciôn compléta, también obtendremos una soluciôn de la misma ecuaciôn. Esto es 
una consecuencia del hecho de que si sustituimos t por -t en la ecuaciôn diferencial 
original, nada se cambia, va que aparecen solamente las segundas derivadas respecte 
a t. Esto sigmfica que si tenemos un cierto movimiento, el movimiento exactamente 
opuesto también es posible. En la confusion total que résulta de esperar un tiempo 
suficientemente largo, se encuentra que unas veces va en una direcciôn y otras, en la 
direcciôn opuesta. Ninguno de los dos movimientos es mejor que el otro. Por lo tan- 
to, es împosible disenar una màquina que, a la larga, vaya con mâs probabilidad en 
una direcciôn que en la opuesta, si la màquina es lo suficientemente complicada. 


Uno podria pensar en un ejemplo para el cual esto es evidentemente falso. Si 
tomamos una rueda. por ej'emplo, y hacemos que gire en el espacio vacio, lo harâ 
en el mismo sentido para siempre. Por ello. hay algunas condiciones, como la con- 
servaciôn del momentum angular, que violan el razonamiento anterior. Esto requiere 
solamente que el razonamiento se haga con un poquito mâs de cuidado. Quizâs las 
paredes toman el momentum angular, o algo parecido, y de este modo no tenemos 
leyes de conservation especiales. Entonces, si el sistema es suficientemente compli¬ 
cado, el razonamiento es vâlido. Se basa en el hecho de que las leyes de la mecâni¬ 
ca son réversibles. 

Por interés histôrico, querriamos senalar un dispositivo inventado por Maxwell, 
que fue el primera en desarrollar la teoria dinâmica de los gases. Supuso la situaciôn 
siguiente: tenemos dos cajas de gas a la misma temperatura, con un pequeno agujero 
entre ellas. En el agujero se sienta un pequeno demonio (jque puede ser una mâqui- 
na, naturalmente!). El agujero tiene una puerta que el demonio puede abrir o cerrar. 
El observa las moléculas que vienen de la izquierda. Siempre que ve una molécula râ- 
pida, abre la puerta. Cuando ve una lenta, déjà la puerta cerrada. Si queremos que 
sea un demonio de primera, puede tener ojos en la nuca, y hacer lo contrario con las 
moléculas de la derecha. Déjà que pasen las lentas a la izquierda y las râpidas a la 
derecha. Muy pronto la parte izquierda estarà fria y la derecha caliente. Ahora bien, 
l,se han violado las ideas de la termodinâmica porque podemos tener dicho de¬ 
monio? 


Résulta que, si construimos un demonio de tamano finito, el mismo demonio 
se pondrà caliente después de un. momento que no podrà ver claro. El demonio mâs 
sencillo posible séria, por ejemplo, una puerta trampa sujeta a la parte superior del 
agujero mediante un resorte. Una molécula ràpida atraviesa porque es capaz de levan- 
tar la puerta trampa. La molécula lenta no puede atravesar y rebota hacia atrâs. Pero 
esto no es otra cosa que nuestra rueda y trinquete un poco cambiados, y finalmente 
el mecanismo se calentarà. Si suponemos que el calor especifico del demonio no es 
infinito, se debe calentar. Tiene solamente un numéro finito de engranajes y ruedas 
internos, por lo que no se puede desembarazar del calor adicional que obtiene de la 
observation de las moléculas. Pronto se verâ tan sacudido por el movimiento brow- 
niano que no puede decir si viene o va, y mucho menos si las moléculas vienen o 
van, por lo que no sirve. 


46-6 


46-7 



46-4 Irreversibilidad 

■Son réversibles todas las leyes de la fisica? iEvidentemente no! jTraten sola- 
mente de desbatir un huevo! Pasen una pelicula hacia atràs, y solamente se tarda 
unos minutos para que todo el mundo comience a reir. La caracteristica mâs natu- 
ral de todos los fenômenos es su obvia irreversibilidad. 

^De dônde proviene la irreversibilidad? No de las leyes de Newton. Si sostene- 
mos que el comportamiento de todo se tiene que entender en ûltimo término median- 
te las leyes de la fisica, y si también résulta que todas las ecuaciones tienen la 
fantàstica propiedad de que si ponemos t = -t tenemos otra soluciôn, entonces todo 
fenomeno es réversible. <,Como es entonces que en la naturaleza en gran escala, las 
cosas no son réversibles? Obviamente debe haber alguna ley, alguna ecuacion fun- 
damental aunque oscura, quizàs en electricidad, quizâs en la fisica del neutrino, en 
la cual si importa de que modo marcha el tiempo. 

Discutamos esta pregunta ahora. Va conocemos una de estas leyes, la que dice 
que la entropia siempre està àumentando. Si tenemos una cosa caliente y otra fna, 
el calor pasa de la caliente a la fria. Por esto la ley de la entropia es una de taies 
leyes. Pero esperamos entender la ley de la entropia desde el punto de vista de la 
mecânica. De hecho, acabamos de tener éxito al obtener todas las consecuencias 
del razonamiento de que el calor no puede fluir hacia atràs por si mismo exclusiva- 
mente por razones mecânicas, y con ello obtuvimos una comprension de la Segunda 
Ley. Aparentemente podemos obtener irreversibilidad de ecuaciones réversibles. 
Pero, ifue solamente un razonamiento mecânico el que usamos? Considerémoslo 
con mâs cuidado. 

Ya que nuestra pregunta tiene que ver con la entropia, el problema es tratar 
de encontrar una descripciôn microscôpica de la entropia. Si decimos que tenemos 
una cierta cantidad de energia en algo, como en un gas, entonces podemos obtener 
una imagen microscôpica de ello y decir que cada âtomo tiene una cierta energia. 
Todas estas energias sumadas nos dan la energia total. Del mismo modo, quizâs 
cada âtomo tiene una cierta entropia. Si lo sumamos todo, tendremos la entropia 
total. La cosa no es tan fàcil, pero veamos lo que sucede. 

Como ejemplo, calculemos la diferencia de entropia entre un gas a una cierta 
temperatura a un volumen, y un gas a la misma temperatura a otro volumen. Re- 
cordemos que en el capitulo 44 teniamos para la variaciôn de entropia 
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En el caso présente, la energia del gas es la misma antes y después de la expansion, 
ya que la temperatura no varia. De manera que tenemos que anadir calor suficiente 
para igualar el trabajo efectuado por el gas; o sea, para un cambio pequeno en vo- 
lumen, tenemos 

dQ = PdV. 

Sustituyendo en la ecuacion anterior, obtenemos 


AS 



' K2 NkT dV 
,• V T 


Nk ln p- - 


como obtuvimos en el capitulo 44. Por ejemplo, si expandimos el volumen en un 
factor 2, la variaciôn de entropia es Nk ln 2. 

Consideremos ahora otro ejemplo interesante. Supongan que tenemos una caja 
con una barrera en el medio. En un lado hay neôn (moléculas “negras”) y en el otro 
argon (moléculas “blancas”). Quitamos ahora la barrera y permitimos que se mez- 
clen. iCuànto ha variado la entropia? Es posible imaginar que en lugar de la 
barrera tenemos un piston con agujeros que permiten que pasen las blancas pero no 
las negras, y otro piston que hace lo contrario. Si colocamos cada piston en un 
extremo, vemos que para cada gas el problema es parecido al que acabamos de re- 
solver. Asi, pues, obtenemos una variaciôn de entropia de M: ln 2, lo que signifïca 
que la entropia ha aumentado en À: ln 2 por molécula. El 2 tiene que ver con el 
espacio adicional que tiene la molécula, lo cual es bastante extrano. No es una 
propiedad de la misma molécula, sino de cuânto espacio tiene la molécula para mo- 
verse. Es una situaciôn extrana donde la entropia aumenta, pero jdonde todo tiene 
la misma temperatura y la misma energia! La ùnica cosa que ha variado es que las 
moléculas estân distribuidas de otra manera. 


Sabemos bien que si solamente quitamos la barrera, todo estarâ mezclado des¬ 
pués de un tiempo largo, debido a las colisiones, a las vibraciones, a los golpes, etc. 
De vez en cuando una molécula blanca va hacia una negra y una negra hacia una 
blanca y puede ser que se crucen. Las blancas gradualmente se abren paso, acciden- 
talmente, en el espacio de las negras, y las negras se abren paso, accidentalmente, 
en el espacio de las blancas. Si esperamos lo suficiente obtendremos una mezcla. 
Claramente, este es un proceso irréversible en el mundo real y deberia implicar un 
aumento de entropia. 

Aqui tenemos un ejemplo simple de un proceso irréversible que està completa- 
mente formado de eventos réversibles. Cada vez que hay una colisiôn entre dos 
moléculas cualesquiera, salen en ciertas direcciones. Si tomamos una pelicula de 
una colisiôn hacia atràs, no habria nada errôneo con la pelicula. En realidad, una 
clase de colisiôn es tan probable como otra. Por lo que la mezcla es completamente 
réversible y no obstante es irréversible. Todo el mundo sabe que si comenzàsemos 
con blancas y negras, separadas, obtendriamos una mezcla en unos pocos minutos. 
Si nos sentàsemos y siguiésemos contemplàndolas por unos cuàntos minutos mâs, 
no se separarian de nuevo, sino que permanecerian mezcladas. Asi nos encontramos 
con una irreversibilidad basada en situaciones réversibles. Pero también vemos ahora 
la razôn. Empezamos con una distribuciôn que està, en algün sentido, ordenado. 
Debido al caos de las colisiones, se desordena. La fuente de la irreversibilidad es el 
cambio de una distribuciôn ordenada a una desordenada. 


Es verdad que si tomàsemos una pelicula de esto y la proyectâsemos hacia 
atràs veriamos que gradualmente se ordena. Alguien diria: “;Esto es contra las 
leyes de la fisica!" Pasamos la pelicula de nuevo y miramos cada colisiôn. Cada 
una séria perfecta y cada una estaria obedeciendo las leyes de la fisica. La razôn 
es, naturalmente, que las velocidades de cada molécula son exactamente correctas, 
por lo que si seguimos los caminos hacia atràs, vuelven a su condiciôn inicial. Pero 
esto es una circunstancia muy poco probable. Si empezamos con el gas sin distri¬ 
buciôn especial, solo blancas y negras, nunca volverà atràs. 
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46-5 Orden y entropia 

Ahora tenemos, pues, que hablar de lo que entendemos por orden y desorden. 
No es cuestiôn de un orden agradable o de un desorden desagradable. Lo que es 
diferente es nuestros casos mezclados y sin mezclar es lo siguiente. Supongan que 
dividimos el espacio en pequenos elementos de volumen. Si tenemos moléculas blan- 
cas y negras, ^de cuântas maneras podriamos distribuirlas entre los elementos de 
volumen de modo que las blancas estuviesen en un lado y las negras en el otro? 
Por otro lado, <,de cuântas maneras podriamos distribuirlas sin ninguna restricciôn 
de dônde va cada una? Claramente, hay muchas màs maneras de colocarlas en el 
ûltimo caso. Medimos “desorden” por el numéro de maneras en que podemos dispo- 
ner las cosas internamente, de modo que parezca lo mismo desde el exterior. La 
entropia es el logaritmo de ese numéro de maneras. El numéro de maneras en el 
caso de los gases separados es menor, por lo que la entropia es menor, o el “des¬ 
orden” es menor. 

Asi, con la precedente defmiciôn técnica de desorden podemos entender la 
proposiciôn. En primer lugar, la entropia rnide el desorden. En segundo lugar, el 
universo siempre va de “orden” a “desorden”, por lo que la entropia siempre au- 
menta. No es un orden en el sentido de que el arreglo nos agrada, sino en el sentido 
de que el numéro de maneras diferentes en que lo podemos lograr, conservando el 
mismo aspecto desde el exterior, es relativamente restringido. En el caso en que in- 
vertiamos la pelicula del gas mezclândose, no habia tanto desorden como pensàba- 
mos. jCada uno de los àtomos ténia exactamente la velocidad y direcciôn correctas 
para salir airoso! La entropia no era alta después de todo, aunque parecia serlo. 

iQué hay de la reversibilidad de las otras leyes fisicas? Al hablar del campo 
eléctrico producido por una carga acelerada, se dijo que debiamos tomar el campo 
retardado. A un tiempo t y a una distancia r de la carga, tomamos el campo debido 
a la aceleraciôn al tiempo t-r/c, y no a t + r/c. Asi parece, a primera vista, como 
que la ley de la electricidad no es réversible. Muy extranamente, sin embargo, las 
leyes que usamos provienen de un conjunto de ecuaciones llamadas ecuaciones de 
Maxwell que son, en realidad, réversibles. Ademâs, es posible argumentar que si so- 
lamente tuviésemos que usar el campo adelantado, el debido al estado de cosas a 
t + r/c, y hacerlo en forma absolutamente compatible en un espacio completamente 
cerrado, jtodo sucede exactamente del mismo modo que si usamos campos retarda- 
dos! Esta aparente irreversibilidad en electricidad, al menos en un recinto, no es 
pues una irreversibilidad de ninguna especie. Ya tenemos alguna indicaciôn de esto, 
porque sabemos que cuando tenemos una carga oscilante que généra campos que 
son rechazados por las paredes de un recinto, llegamos finalmente a un equilibrio 
en el que no hay ninguna unilateralidad. La aproximaciôn del campo retardado es 
solamente una conveniencia en el método de la soluciôn. 

En cuanto a lo que sabemos, todas las leyes fundamentales de la fisica, como 
las ecuaciones de Newton, son réversibles. Entonces £de dônde sale la irreversibili¬ 
dad? Viene del orden volviéndose desorden, pero no entenderemos esto hasta que 
sepamos el origen del orden. <,Por qué las situaciones en que nos encontramos dia- 
riamente estân siempre fuera del equilibrio? Una explicaciôn posible es la siguiente. 
Examinemos de nuevo nuestra caja de moléculas blancas y negras mezcladas. Bien, 
si esperamos un tiempo suficiente, es posible que por puro accidente, muy impro¬ 
bable pero posible, la distribuciôn de moléculas llegue a ser principalmente de blan¬ 
cas en un lado y principalmente de negras en el otro. Después de esto, a medida que 
pasa el tiempo y los accidentes continüan, se vuelven a mezclar de nuevo. 


Entonces, una explicaciôn posible del alto grade de orden en el mundo de hoy 
es que es solamente una cuestiôn de suerte. Quizâs sucediô que nuestro mundo tuvo 
en el pasado una fluctuaciôn de alguna clase en la que las cosas se separaron de 
algun modo y ahora estân voiviendo a unirse de nuevo. Esta clase de teoria no es 
asimétrica, porque podemos preguntar qué aspecto tiene el gas separado o un po- 
quito en el futuro o un poquito en el pasado. En uno u otro caso, vemos una man- 
cha gris en la interfase debido a que las moléculas se estân mezclando de nuevo. 
El gas se mezcla, cualquiera sea el sentido en que transcurre el tiempo. Esta teoria 
dîna, pues, que la irreversibilidad es solamente uno de los accidentes de la vida. 

Queremos argumentar que éste no es el caso. Supongan que no miramos toda 
la caja a la vez, sino unicamente una parte de ella. Supongan, entonces, que en un 
cierto momento descubrimos una cierta cantidad de orden. En este trozo pequeno, 
las blancas y las negras estân separadas. ôQué deduciriamos de la situaciôn en los 
lugares donde aùn no hemos mirado? Si creemos realmente que el orden proviene 
del desorden completo debido a una fluctuaciôn, debemos seguramente tomar la 
fluctuaciôn, mâs probable que podria producirla, y la condiciôn mâs probable ; no 
es que el resto también se haya desenredado! Por consiguiente, a partir de la hipô- 
tesis de que el mundo es una fluctuaciôn, todas las predicciones son que, si miramos 
a una parte del mundo que nunca hemos visto antes, la encontraremos mezclada y 
no como el trozo que acabamos de considerar. Si nuestro orden se debiese a una 
fluctuaciôn, no esperariamos orden en ninguna parte, sino solamente donde lo hemos 


Ahora suponemos que la separaciôn es porque el pasado del universo estaba 
realmente ordenado. No es debido a una fluctuaciôn, sino que todo solia ser blanco 
y negro. Esta teoria predice que habrâ orden en otros lugares -el orden no se debe 
a una fluctuaciôn, sino a un ordenamiento mâs alto al comienzo de los tiempos- 
hntonces esperariamos encontrar orden en lugares donde aun no hemos mirado. 


Los astrônomos, por ejemplo, han mirado solamente algunas estrellas. Todos 
los dias enfocan sus teiescopios a otras estrellas y las nuevas estrellas estân ha- 
ciendo lo mismo que las otras. Por lo tanto, nosotros concluimos que el universo 
no es una fluctuaciôn y que el orden es un recuerdo de las condiciones cuando todo 
empezo. Esto no es decir que entendemos su lôgica. Por alguna razôn, el universo 
tuvo en un tiempo una entropia muy baja para su contenido de energia y desde 
entonces la entropia ha aumentado. Y asi, éste es el camino hacia el futuro. Este 
es el origen de toda irreversibilidad, esto es lo que hace el proceso de crecimiento 
y decadencia, esto lo que nos hace recordar el pasado y no el futuro, recordar las 
cosas que estan mas cercanas a aquel momento en la historia del universo cuando 
el orden era mayor que ahora, y el por qué no podemos recordar cosas donde el 
desorden es mayor que ahora, a las cuales llamamos futuro. Por ello, como comen- 
tabamos en un capitulo anterior, el universo entero estâ en un vaso de vino, si lo 
miramos suficientemente cerca. En este caso el vaso de vino es compleio porque hay 
agua y vidrio y luz y todo lo demàs. 


Otra * as delicias de la fisica es que aun las cosas simples e idealizadas, como 
la rueda dentada y trinquete, trabajan solamente porque son parte del universo. La 
rueda dentada y trinquete funcionan ûnicamente en una direcciôn porque tienen un 
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contacto fondamental con el resto del universo. Si estuviesen en una caja aisladas 
durante un tiempo suficiente, la rueda no tendria màs probabilidad de girar en un 
sentido que en el otro. Pero, porque quitamos las sombras y dejamos la luz, porque 
nos enfriamos en la tierra y obtenemos calor del sol, las ruedas dentadas y trin- 
quetes que construimos pueden girar en un sentido. Este sentido ünico estâ interre- 
lacionado con el hecho de que la rueda dentada es parte del universo. Es parte del 
universo no solamente en el sentido de que obedece las leyes fisicas del universo, 
sino que su comportamiento de sentido ûnico està ligado al comportamiento de sen¬ 
tido ünico del universo entero. Esto no se podrâ entender completamente hasta que 
el misterio de los comienzos de la historia del universo se reduzca aûn màs de la 
especulaciôn a la comprensiôn cientifica. 
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47-3 La ecuaciôn de onda 


47-1 Ondas 

En este capitulo estudiaremos el fenômeno de las ondas. Es un fenômeno que 
aparece en muchos contextos en toda la fisica por lo que nuestra atenciôn se debe 
concentrar en él no solo por el ejemplo particular considerado aqui, el sonido, sino 
también por el amplio campo de,aplicaciôn de estas ideas en todas las ramas de la 
fisica. 

Al estudiar el oscilador armônico senalamos que no solo hay ejemplos mecâni- 
cos de sistemas oscilantes, sino también eléctricos. Las ondas estân relacionadas con 
sistemas oscilantes, solo que las oscilaciones ondulatorias, ademâs de aparecer como 
oscilaciones temporales en un punto, se propagan en el espacio. 

En realidad ya hemos estudiado ondas. Cuando estudiâbamos la luz, al enterar- 
nos de las propiedades pertinentes de las ondas, prestamos atenciôn en particular 
a la interferencia espacial de ondas provenientes de varias foentes colocadas en 
diferentes puntos, todas de la misma frecuencia. Hay dos fenômenos ondulatorios 
importantes que aùn no hemos estudiado y que ocurren tanto en la luz, es decir, 
ondas electromagnéticas, como en cualquier otro tipo de ondas. El primera es el 
fenômeno de interferencia temporal en vez de interferencia espacial. Si tenemos dos 
foentes de sonido con frecuencias ligeramente diferentes y escuchamos las dos al 
mismo tiempo, algunas veces las ondas vienen con las crestas juntas y otras con la 
cresta y el valle juntos (vean la figura 47-1). El aumento y disminuciôn del sonido 
que résulta es el fenômeno de pulsaciôn, o sea de interferencia en el tiempo. El se- 
gundo fenômeno es el concerniente a los diagramas de ondas que resultan cuando 
las ondas estân confinadas en un volumen determinado y se reflejan de un lado a otro 
en las paredes. 

Desde luego que podriamos haber discutido estos fenômenos en el caso de las 
ondas electromagnéticas. La razôn de no haberlo hecho es que usando un solo ejem- 
plo no hubiéramos provocado la sensaciôn de estar verdaderamente aprendiendo 
muchos temas diferentes al mismo tiempo. Para hacer resaltar la aplicabilidad ge¬ 
neral de las ondas 
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ferente, dando lugar a pulsaciones. 


mâs alla de la electrodinàmica, consideramos aqui un ejemplo diferente, en particu- 
lar ondas sonoras. 

Otros ejemplos de ondas son las ondas de agua consistentes en los largos abul- 
tamientos que vemos acercarse a la costa, o las ondas de agua mâs pequenas con- 
sistenies en un rizado por tension superficial. Como otro ejemplo estàn las dos cla- 
ses de ondas elâsticas en sôlidos: una onda de compresiôn (o longitudinal) en la que 
las particulas del sôlido oscilan en la direcciôn de propagaciôn de la onda (las ondas 
sonoras en un gas son de este tipo), y una onda transversal en la que las particulas 
del sôlido oscilan perpendicularmente a la direcciôn de propagaciôn. Las ondas de 
los terremotos contienen las dos clases de ondas elâsticas, generadas por un mo- 
vimiento en algûn punto de la corteza terrestre. 

Un ejemplo de ondas se encuentra en la fisica moderna. Estas son ondas que 
dan la amplitud de probabilidad de encontrar una particula en un lugar determi- 
nado -las “ondas de materia” que ya hemos discutido-. Su frecuencia es propor- 
cional a la energia y su numéro de onda es proporcional al momentum. Son las 
ondas de la mecânica cuântica. 

En este capitulo consideraremos ûnicamente ondas cuya velocidad es indépen¬ 
dante de la longitud de onda. Este es el caso, por ejemplo, de la luz en el vacio. La 
velocidad es entonces la misma para las ondas de radio, para la luz azul, para la luz 
verde o para cualquier otra longitud de onda. A causa de este comportamiento, 
cuando comenzamos a describir los fenômenos ondulatorios no nos dimos cuenta 
al principio de que teniamos propagaciôn de ondas. En vez de ello dijimos que si 
una carga se mueve en un lugar, el campo eléctrico a una distancia x era 



Fig. 47-2. La curva Mena muestra el as- 
pecto que podria tener el campo eléctrico en 
cierto instante y la curva de trazos muestra 
cuâl es el campo eléctrico un tiempo t mâs 
tarde. 


proporcional a la aceleraciôn, pero no a un tiempo t sino a un tiempo anterior t — x/c. 
En consecuencia, si fuéramos- a dibujar el campo eléctrico en el espacio en cierto ins¬ 
tante. como en la figura 47-2, el campo eléctrico a un tiempo t posterior se habrà 
desplazado la distancia cl, como se indica en la figura. Matemâticamente podemos 
decir que, en el ejemplo unidimensional de que hablamos, el campo eléctrico es 
funciôn de x - cl. Vemos que a t = 0 es cierta funciôn de x. Si consideramos un 
tiempo posterior, solo necesitamos aumentar A' un poco para obtener el mismo va- 
lor del campo eléctrico. Por ejemplo, si el campo mâximo esta en a = 3 al tiempo 
cero, para encontrar la nueva posiciôn del campo mâximo al tiempo t necesitamos 


x—ct = 3 o sea x = 3 + et. 

Vemos que este tipo de funciôn représenta la propagaciôn de una onda. 

Esa funciôn f(x - cl), représenta, pues, una onda. Podemos resumir esta Uescrip- 
ciôn de una onda diciendo simplemente que 


f(x — cl) ~ /(x + Ax - c(t + A/)), 


cuando Ax = cAl. Hay, por supuesto, otra posibilidad : que en vez de una fuente 
a la izquierda como se indica en la figura 47-2, tengamos una fuente a la derecha, 
de modo que la onda se propague hacia las x negativas. Entonces la onda estaria 
descrita por g(x + cl). 

Hay otra posibilidad: que exista mâs de una onda en el espacio a) mismo tiempo; 
el campo eléctrico es entonces la suma de los dos campos, cada uno propagândose 
independientemente. Se puede describir este comportamiento de los campos eléc- 
tricos diciendo que si f x (x-cl) es una onda y si f 2 (x-ct) es otra onda, su suma 
también es una onda. Esto se denomina principio de superposiciôn. El mismo prin¬ 
cipio es vâlido para el sonido. 

Nos es familiar que si se produce un sonido, oimos con fidelidad total la misma 
sucesiôn de sonidos que se generô. Si tuviéramos altas frecuencias viajando mâs râ- 
pido que las bajas, un ruido breve y definido se oiria como una sucesiôn de soni¬ 
dos musicales. Anâlogamente, si la luz roja viajara mâs ràpido que la azul, un 
destello de luz blanca se veria primero rojo, luego blanco y finalmente azul. La ex- 
periencia diaria nos dice que no es asi. Tanto el sonido como la luz viajan en el aire 
con una velocidad que es casi totalmente independiente de la frecuencia. En el capi¬ 
tulo 48 consideraremos ejemplos de propagaciôn de ondas para los cuales no se 
verifica esta independencia. 

En el caso de la luz (ondas electromagnéticas) dimos una régla para determinar 
en un punto el campo eiéctrico que résulta de la aceleraciôn de una carga. Séria de 
esperar ahora que lo que debemos hacer es dar una régla para determinar alguna cua- 
lidad del aire, la presiôn digamos, a cierta distancia de una fuente en términos del 
movimiento de la fuente, retardada en el tiempo de viajc del sonido. En el caso de la 
luz este procedimiento era aceptable porque todo lo que sabiamos era que una carga 
en un lugar ejerce una fuerza sobre otra carga en otro lugar. Los detalles de la pro¬ 
pagaciôn de un lugar a otro no cran esenciales en absoluto. Por el contrario, en el 
caso de! sonido 
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sabemos que se propaga por el aire entre la fuente y el que escucha, y es totalmente 
•natural que se pregunte cuàl es la presiôn del aire en cualquier momento determina- 
do. Ademâs, querriamos sabèr exactamente cômo se mueve el aire. En el caso de la 
electricidad podiamos aceptar una régla, puesto que podiamos decir que todavia no 
conociamos las leyes de la electricidad, pero no podemos decir lo mismo respecto al 
sonido. No quedariamos satisfechos con una régla que estableciese cômo se mueve 
por el aire la presiôn del sonido, porque se deberia comprender el proceso como 
consecuencia de las leyes de mecânica. En suma, el sonido es una rama de la mecâ- 
nicâ y por lo tanto hay que comprenderlo con las leyes de Newton. La propagaciôn 
del sonido de un lugar a otro es sencillamente una consecuencia de la mecânica y de 
las propiedades de los gases, si se propaga en un gas, o de las propiedades de liqui¬ 
des o sôlidos si se propaga en esos medios. Mâs adelante deduciremos las propieda¬ 
des de la luz y su propagaciôn ondulatoria en forma anàloga a partir de las leyes 
de la electrodinâmica. 


47-2 Propagaciôn del sonido 

Daremos una derivaciôn de las propiedades de la propagaciôn del sonido entre 
la fuente y el receptor como una consecuencia de las leyes de Newton, sin conside- 
rar la interacciôn con la fuente y el receptor. De ordinario recalcamos un resultado 
mâs bien que una derivaciôn particular de él. En este capitulo adoptamos el punto 
de vista opuesto. Aqui lo importante es, en cierto sentido, la derivaciôn en si. Este 
problema de explicar nuevos fenômenos en funciôn de los viejos, cuando conocemos 
las leyes de los viejos, es posiblemente el mayor arte de la fisica matemàtica. El 
fisico matemâtico tiene dos problemas: uno es encontrar soluciones dadas las ecua- 
ciones y otro es encontrar las ecuaciones que describen un fenômeno nuevo. La de¬ 
rivaciôn que daremos aqui es un ejemplo del segundo tipo de problema. 

Tomaremos aqui el ejemplo mâs simple: la propagaciôn del sonido en una di¬ 
mension. Para llevar a cabo esa derivaciôn es necesario tener primero algun cono- 
cimiento de 1 q que estâ pasando. Fundamentalmente, lo que interviene es que si se 
mueve un objeto en un punto en el aire, observamos que hay una perturbaciôn que 
viaja por el aire. Si preguntamos qué clase de perturbaciôn, diriamos que es de es- 
perar que el movimiento del objeto produzca un cambio de presiôn. Desde luego, 
si el objeto se mueve suavemente, el aire fluye a su alrededor simplemente, pero lo 
que nos interesa es un movimiento râpido, de modo que no hay tiempo suficiente 
para ese flujo. Entonces el aire se comprime con el movimiento y se produce un 
cambio de presiôn que empuja mâs aire. A su vez, este aire se comprime, lo cual 
vuelve a dar una presiôn adicional, y se propaga una onda. 

Ahora queremos formular tal proceso. Tenemos que decidir qué variables nece- 
sitamos. En nuestro problema necesitariamos saber cuânto se ha movido el aire, por 
lo que el desplazamiento del aire en la onda sonora es ciertamente una variable re¬ 
levante. Ademâs querriamos describir cômo cambia la densidad del aire a medida 
que se desplaza. La presiôn del aire también cambia, asi que esta es otra variable 
de interés. Naturalmente, el aire también tiene una velocidad, por lo que tendremos 
que describir la velocidad de las particulas del aire. Las particulas del aire también 
tienen aceleraciones -pero al dar la lista de todas 


estas variables, pronto nos damos cuenta que se conoceria la velocidad y la acele- 
raciôn si supiéramos cômo varia en el tiempo el desplazamiento del aire. 

Como dijimos, consideraremos la onda en una dimension. Lo podemos hacer 
si estamos suficientemente lejos de la fuente como para que lo que llamamos fren¬ 
tes de onda sean casi pianos. De esta manera simplifïcamos nuestro razonamiento 
tomando el ejemplo menos complicado. Entonces podremos decir que el desplaza¬ 
miento £ solo dépende de x y de t y no de y o z. En consecuencia la descripciôn del 
aire esta dada por x(x, t). 

<,Es compléta esta descripciôn? Pareceria que estâ muy lejos de serlo, puesto 
que no conocemos ningûn detalle de cômo se mueven las moléculas del aire. Se es- 
tân moviendo en todas direcciones y ciertamente este estado de cosas no estâ des- 
crito con esta funciôn %(x, t). Desde el punto de vista de la teoria cinética, si 
tenemos una densidad mâs alta de moléculas en un lugar y una mâs baja en la ré¬ 
gion adyacente, las moléculas se mudarân de la région de alta densidad a la de baja, 
de modo que la diferencia se compense. Aparentemente, no obtendriamos una os- 
cilaciôn y no habria sonido. Lo que se necesita para obtener la onda sonora es esta 
situaciôn: cuando las moléculas se precipitan fuera de la région de densidad y pre¬ 
siôn mâs altas, entregan momentum a las moléculas de la région adyacente de den¬ 
sidad mâs baja. Para que se genere sonido, las regiones en las que varian la densidad 
y la presiôn deben ser mucho mayores que la distancia recorrida por las moléculas 
antes de chocar con otras moléculas. Esta distancia es el camino libre medio y la 
distancia entre las crestas y valles de presiôn debe ser mucho mayor que él. De otro 
modo las moléculas se moverian libremente de la cresta al valle, alisando inmedia- 
tamente la onda. 

Estâ claro que vamos a describir el comportamiento del gas en una escala gran¬ 
de respecto al camino libre medio, por lo que las propiedades del gas no estarân 
descritas en términos de moléculas individuales. El desplazamiento, por ejemplo, 
serâ el desplazamiento del centro de masa de un pequeno elemento del gas y la pre¬ 
siôn o la densidad serân la presiôn o la densidad en esta région. Llamaremos P a 
la presiôn y p a la densidad, y ambas serân funciones de .v y de ri No debemos 
olvidar que esta descripciôn es una aproximaciôn vâlida ùnicamente cuando estas 
propiedades del gas no varian demasiado râpidamente con la distancia. 

47-3 La ecuaciôn de onda 

La fisica del fenômeno de las ondas sonoras comprende entonces très carac- 
teristicas: 

I. El gas se mueve y varia la densidad. 

IL La variaciôn de densidad corresponde a una variaciôn de presiôn. 

III. Las desigualdades de presiôn generan el movimiento del gas. 

Consideremos primero el punto II. Para un gas, un liquido o un sôlido, la presiôn 
es cierta funciôn de la densidad. Antes de que llegue la onda sonora, tenemos equili- 
brio a una presiôn P t) y una densidad correspondiente p„. Una presiôn P del medio 
estâ ligada con la densidad por una relaciôn caracteristica P = f(pj y, en particular, 
la presiôn P 0 de equilibrio estâ dada por P 0 =J(pJ- En el sonido, las variaciones de 
presiôn respecto al valor de equilibrio son extremadamente pequenas. Una unidad 
conveniente para medir presiones es el bar, siendo 1 bar = 10- N/m. 2 La presiôn 
de 1 atmôsfera patron es muy 


47-4 


47-5 



cercana a un bar: 1 atm = 1,0133 bar. Para el sonido usamos una escala logarit- 
mica de intensidades ya que la sensibilidad del oido es aproximadamente logaritmica. 
Esta escaîa es la escala en decibeles en la cual el nivel de presiôn acûstica para la 
amplitud de presiôn P se defrne por 

/ (nivel de presiôn acûstica) = 20 log lo (P/ P re {) en db, (47.1) 

donde la presiôn de referencia P ref = 2 x 10 bar. Una amplitud de presiôn P = 
10'P ref = 2 x 10 ’ bar* corresponde a un sonido moderadamente intenso de 60 
decibeles. Vemos que en e! sonido las variaciones de presiôn son extremadamente 
pequenas respecto a la presiôn de equilibrio, o media, de 1 atm. Correspondiente- 
mente, los desplazamientos y las variaciones de densidad son extremadamente pe- 
quenos. En las explosiones no tenemos esas pequenas variaciones: la presiôn adi- 
cional producida puede ser mayor de 1 atm. Estas grandes variaciones de presiôn 
dan lugar a efectos nuevos que consideraremos màs adelante. En el sonido pocas 
veces considérâmes niveles de intensidad acûstica por encima de 100 db; es un 
nivel doloroso para el oido. Para el sonido, en consecuencia, si escribimos 

P = P 0 + P e , P = Po + Pet (47.2) 

siempre tendremos que la variaciôn de presiôn P e es muy pequena frente a P„ y que 
la variaciôn p e de densidad es muy pequena respecto a p 0 . Luego, 

Po + Pe = ÂPO + Pe) = /(Po) + Pcf'iPo), (47.3) 


perpendicular a la direcciôn x, que es la direcciôn de propagaciôn de la onda sonora. 
La cantidad de aire por unidad de area en Ax es entonces p () Ax, donde p„ es la den¬ 
sidad del aire no perturbada o de equilibrio. Este aire, cuando la onda sonora lo des- 
plaza, queda entre x + jy(x, 0 y x+ Ax+ x( x + t), de modo que en este in- 

tervalo tenemos la misma materia que habia en Ax cuando no habia perturbaciôn. 
Si p es la nueva densidad, se tiene 

Po Ax = p[x + Ax + X(x + Ax, 0 - x - X(x, /)]• (47.5) 

Como Ax es pequeno, podemos escribir y(x + Ax, /)-;y(x, t) = (Sx/Sx) Ax. 
Esta derivada es una derivada parcial, puesto que x dépende tanto del tiempo como 
de x. Nuestra ecuaciôn es entonces 


Po Ax — p Ax + Ax^ 

(47.6) 

Po = (Po + Pc) ^ + Po + Pe- 

(47.7) 


Ahora bien, en las ondas sonoras todas las variaciones son pequenas, de modo que 
p e es pequena, \ es pequena y S\-/Sx también es pequena. En consecuencia, en la 
relaciôn que acabamos de encontrar, 


donde P 0 = J(p„) y f(p„) es el valor de la derivada de J(p) para p = p„. Podemos 
detenernos en el segundo paso de esta igualdad ünicamente porque p e es muy pe¬ 
quena. De este modo encontramos que la presiôn P e en exceso es proporcional a la 
densidad p e en exceso, pudiendo îlamar k al factor de proporcionalidad: 

P c = xp» donde k = f(p 0 ) = (dP/dp ) 0 . (II) (47.4) 

Esta relaciôn simplisima es la que necesitâbamos para IL 

Ahora consideremos î. Supondremos que x es la posiciôn de una porciôn de aire 
no perturbada por la onda sonora y que \(x, t) es el desplazamiento al tiempo / 
debido al sonido. por lo que la nueva posiciôn es x + y(x, t), como en la figura 
47-3. Ahora bien, la posiciôn no perturbada de una porciôn vecina de aire es x + 
A .y + y(x + Ax, l ). Podemos ahora hallar las variaciones de densidad en la si- 
guiente forma. Como nos estamos limitando a ondas planas, podemos tomar un ârea 
unitaria 


r Volumen original 


Nuevo volumen 


l -®-X( k.I) (» 


Fig. 47-3. El desplazamiento del aire en x 
es jf(x, /), y en x + Ax es x(x + Ax, t). El 
volumen original de aire para un ârea unitaria 
de la onda plana es Ax; el nuevo volumen es 
Ax + x(x + Ax, t)-x(x, t). 


* Con esta elecciôn de P tef , la P no es la presiôn de pico en la onda sonora sino la presiôn 
“media cuadràtica”, que es 1/(2) l/2 por la presiôn de pico. 


Pe = “PO J- ~ Pe 


e ax' 


(47.8) 


podemos despreciar p e py /Sx frente a p„ôy/Ôx. Obtenemos asi la relaciôn que ne¬ 
cesitâbamos para I : 


dx 

Pe = ~ p0 di ‘ (I) ( 47 - 9 ) 

Esta ecuaciôn es la que séria de esperar fisicamente. Si los desplazamientos varian 
con x, habrâ variaciones de densidad. También el signo es correcto: si el desplaza¬ 
miento x aumenta con x, de modo que el aire se estira, la densidad tiene que dis- 
minuir. 

Ahora necesitamos la tercera ecuaciôn, que es la del movimiento producido por 
la presiôn. Si conocemos la relaciôn entre la fuerza y la presiôn, podemos obtener 
la ecuaciôn de movimiento. Si tomamos una rebanada de aire de espesor Ax y de 
ârea unitaria perpendicular a x, la masa de aire de esta rebanada es p„Ax y tiene 
una aceleraciôn S\\ /Sr. por lo que la masa por la aceleraciôn de esta rebanada de 
materia es p 0 Ax (S'x/Sr). (Para Ax pequeno no importa que evaluemos la acelera¬ 
ciôn S'x/St'- en un borde de la rebanada o en una posiciôn intermedia.) Si ahora 
encontramos la fuerza que actûa sobre esta materia por unidad de ârea perpendicu¬ 
lar a x, 



Fig. 47-4. La fuerza résultante en la di¬ 
recciôn x positiva producida por la presiôn 
que actûa sobre un ârea unitaria perpendicular 
axes -(dPldx)Ax. 
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serà igual a p 0 Ax(S 2 x /St 1 ). En a: tenemos la fuerza en la direcciôn + x, de module 
P(x, t) por unidad de àrea, y en a- + Ax tenemos la fuerza en direcciôn opuesta, de 
môdulo P(x + Ax, t) por unidad de àrea (Fig. 47-4): 


P(x, t) - P(x + Ax,t) = - j x Ax = - Ax, (47.10) 


ya que Ax es pequeno y que la ünica parte de P que varia 
P e . Àhora tenemos III: 


d 2 X __ dP e 
dt* dx 


(III) 


la presiôn en exceso 
(47.11) 


y asi tenemos ecuaciones suficientes para interconectar las cosas y reducir a una 
variable, a x digamos. Podemos eliminar P e de III usando II, con lo que obtenemos 


y luego podemos usar 
plifica y nos queda 


d 2 x _ dp,, 
dt* ~ K dx ’ 


(47.12) 


I para eliminar p e . De este modo encontramos que p„ se sim- 


d 2 x _ d 2 x 
dt* K dx* 


(47.13) 


Llamaremos c s ! = k, por lo que podemos escribir 


d 2 x 


dx 2 


1 

c* a/2 


(47.14) 


Esta es la ecuaciôn de onda que describe el comportamiento del sonido en la ma- 
teria. 


47-4 Soluciones de la ecuaciôn de onda 

Ahora podemos ver si esta ecuaciôn describe realmente las propiedades esencia- 
les de las ondas sonoras en la materia. Queremos deducir que un pulso sonoro, o 
perturbaciôn, se moverâ con velocidad constante. Queremos verificar que dos pul- 
sos diferentes se pueden mover uno a través del otro -el principio de superposiciôn—. 
También queremos verificar que el sonido puede ir tanto a la derecha como a la iz- 
quierda. Todas estas propiedades deberian estar contenidas en esta unica ecuaciôn. 

Hemos hecho notar que cualquier perturbaciôn tipo onda plana que se mueve 
con velocidad constante v tiene formai x — vt). Ahora tenemos que ver si \(x, /) = 
j{x - v/) es soluciôn de la ecuaciôn de onda. Al calcular S y/Sx, obtenemos la deri- 
vada de la funciôn: Sy/Sx = f(x - vt). Derivando una vez mâs, encontramos 

g =/"(.v - r/). (47.15) 
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La derivaciôn de esta misma funciôn respecto a / da-v por la derivada de la 
funciôn, o sea Sx/St = -vf(x - v/), y la segunda derivada respecto al tiempo es 


§ = v 2 f'(x - vt). (47.16) 

Es évidente que J{x - vt) satisfarâ la ecuaciôn de onda siempre que la velocidad de 
onda v sea igual a c s . 

En consecuencia, partiendo de las leyes de la mecânica encontramos que cual¬ 
quier perturbaciôn sonora se propaga con velocidad c s y ademâs encontramos que 

Cs — K 112 — (dP/dpŸj 2 , 

y asi hemos relacionado la velocidad de onda con una propiedad del medio. 

Si consideramos una onda que viaja en direcciôn opuesta, de modo que y(x, t) = 
g(x + vt), es fâcil ver que esa perturbaciôn también satisface la ecuaciôn de onda. 
La ünica diferencia entre una onda de este tipo y una que viaja de izquierda a de¬ 
recha es el signo de v, pero sea que tengamos x + vt o x- vt como variable en la 
funciôn, el signo de S 2 x/St 1 no se altéra, ya que en ésta solo interviene v 2 . Se sigue 
que tenemos soluciones para ondas que se propagan en una u otra direcciôn con velo¬ 
cidad Cj. 

Una cuestiôn extremadamente importante es la de la superposiciôn. Supongan 
que se ha encontrado una soluciôn de la ecuaciôn de onda, x< digamos. Esto sig- 
nifica que la segunda derivada de x> respecto a x es 1 /c s ! por la segunda derivada 
de Xi respecto a /. Ahora bien, cualquier otra soluciôn Xi I> ene * a misma propiedad. 
Si superponemos estas dos soluciones, tenemos 

x(x, /) = X i(x, /) + x 2 (x, /), (47.17) 

y deseamos verificar que ^(x, /) también es una onda, es decir que satisface la 
ecuaciôn de onda. Podemos demostrar fâcilmente este resultado, puesto que tenemos 


y ademâs 


d 2 x = c^Xi dbçi 
dx 2 dx* ^ dx 2 


(47.18) 


d 2 X _ d 2 Xi d 2 X 2 
dt 2 “ dt 2 + dt 2 


(47.19) 


Se sigue que ô'x/Sx 1 = (1/cy) <$ ! j y/St 1 , por lo que hemos verificado el principio de 
superposiciôn. La demostraciôn del principio de superposiciôn proviene de que la 
ecuaciôn de onda es lineal en x- 

Podemos esperar ahora que una onda luminosa plana propagândose en la direc¬ 
ciôn x polarizada de modo que el campo eléctrico esté en la direcciôn y, satisfaga 
la ecuaciôn de onda 


d 2 Ey 
dx 2 


1 d lEv 

C 2 dt* 


(47.20) 
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donde c es la velocidad de la luz. Esta ecuaciôn de onda es una de las consecuen- 
cias de las ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones de la electrodinâmica llevaràn a 
la ecuaciôn de onda para la luz tal como las ecuaciones de la mecànica llevan a la 
ecuaciôn de onda para el sonido. 


47-5 La velocidad de! sonido 

Nuestra deduciôn de la ecuaciôn de onda para el sonido nos ha dado nn& formu¬ 
la que conecta la velocidad de la onda a la rapidez de variaciôn de la presiôn con 
la densidad a presiôn normal: 



Para calcular esta rapidez de variaciôn es esencial saber cômo varia la temperatura. 
En una onda sonora séria de esperar que en la région de compresiôn la temperatura 
aumentase y que en la région de enrarecimiento la temperatura bajase. Newton fue 
el primero en calcular la rapidez de variaciôn de la presiôn con la densidad y su- 
puso que la temperatura no variaba. Argumentô que el calor era conducido de una 
région a otra tan ràpidamente que la temperatura no podia elevarse o caer. Este 
argumente da la velocidad isotérmica del sonido y es errôneo. La deducciôn correcta 
fue dada mâs tarde por Laplace, quien propuso la idea opuesta: que la presiôn y la 
temperatura varian adiabâticamente en una onda sonora. El fiujo de calor de la ré¬ 
gion comprimida a la enrarecida es despreciable mientras la longitud de onda sea 
larga respecte al camino libre medio. Con esta condiciôn la poquisima cantidad de 
fiujo de calor en una onda sonora no afecta la velocidad, aunque da una pe- 
quena absorciôn de la energia sonora. Es licite esperar que esta absorciôn aumente 
a medida que la longitud de onda se aproxime al camino libre medio, pero estas 
longitudes de onda son menores que las del sonido audible en factores de cerca de 
un millôn. 


La variaciôn rea! de la presiôn con la densidad de una onda sonora es la que 
no permite fiujo de calor. Esta corresponde a la variaciôn adiabâtica, la cual ya 
vimos que era PV y = const, donde V era el volumen. Como la densidad p es inver- 
samente proporcional a V, la relaciôn adiabâtica entre P y p es 

P - const p y , (47.22) 

de la cual obtenemos dP/dp = yP/p. Para la velocidad del sonido tenemos enton- 
ces la relaciôn 

c? = — - (47.23) 


También podemos escribir c s ! = yPV/pV y utilizar la relaciôn PV = NkT. Ademâs 
vemos que pV es la masa del gas, que se puede expresar también como Nm, o como 
u , donde m es la masa de una molécula y p es el peso molecular. En esta 
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forma encontramos 


2 ykT 
c„ =- 


7 RT 
A* 


(47.24) 


Segûn la cual es évidente que la velocidad del sonido dépende ûnicamente de la tem¬ 
peratura del gas y no de la presiôn o de la densidad. También hemos observado que 


kT = (47.25) 

donde < v 2 ) es el promedio de los cuadrados de la velocidad de las moléculas. Por 
lo tanto cl = (VA)< v 2 >, o sea 



Esta ecuaciôn establece que la velocidad del sonido vale aproximadamente 1 /(3) l/2 
multiplicado por cierta velocidad media v mc de las moléculas (la raiz cuadrada de la 
media de los cuadrados de la velocidad). En otras palabras, la velocidad del sonido 
es del mismo orden de magnitud que la velocidad de las moléculas; en realidad es un 
poco menor que esta velocidad media. 

Naturalmente que ese resultado era de esperar, porque una perturbaciôn tal 
como una variaciôn de presiôn se propaga, después de todo, debido al movimiento 
de las moléculas. Sin embargo, ese argumente nos da la velocidad précisa de propa- 
gaciôn: podria haber resultado que el sonido fuese transportado principalmente por 
las moléculas màs râpidas, o por las mâs lentas. Es razonable y satisfactorio que la 
velocidad del sonido sea aproximadamente j de la velocidad molecular media v mc . 
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Fig. 48-1. Superposiciôn de dos on¬ 
das cosenoidales cuyas amplitudes estân 
en la relaciôn 8 : 10. La repeticiôn exacta 
del diagrama dentro de cada "pulsaciôn", 
no es tipica del caso general. 


48-1 Sumando dos ondas 

Hace algün tiempo discutimos con mucho detalle las propiedades de las ondas 
de luz y su interferencia -esto es, los efectos de la superposiciôn de dos ondas pro- 
venientes de fuentes diferentes-. En todos estos anàlisis supusimos que las frecuen- 
cias de las fuentes eran iguales. En este capitulo discutiremos algunos de los fenô- 
menos que resultan de la interferencia de dos fuentes que tienen frecuencias diferentes. 

Es fâcil imaginarse lo que va a pasar. Procediendo de la misma manera que an¬ 
tes, supongan que tenemos dos fuentes oscilantes iguales de la misma frecuencia 
cuyas fases estân ajustadas de modo tal, digamos, que las senales llegan en fase a 
algûn punto P. En dicho punto, si se trata de luz, la luz es muy intensa; si se trata 
de sonido, es muy fuerte; o si de electrones, llegan muchos de ellos. Por otro lado, 
si las senales que llegan estuviesen defasadas 180°, no obtendriamos senal en P, 
ya que la amplitud total es entonces un minimo. Supongan ahora que alguien gira 
el “botôn de fase” de una de las fuentes y cambia la fase en P hacia adelante y ha- 
cia atrâs, digamos, haciéndola primero 0°, luego 180° y asi sucesivamente.^ En este 
caso encontrariamos, naturalmente, variaciones en la intensidad de la senal total. 
Pero también vemos que si la fase de una fuente varia lentamente con relaciôn a la 
de otra de una manera uniforme y graduai, empezando en cero, subiendo a diez, 
veinte, treinta, cuarenta grados, etc., entonces lo que mediriamos en P séria una sérié 
de “pulsaciones” fuertes y débiles, puesto que cuando la fase se mueve en 360° la 
amplitud vuelve a un mâximo. Naturalmente, decir que una fuente està variando su 
fase relativa a otra fuente a una velocidad uniforme, es lo mismo que decir que el 
numéro de oscilaciones por segundo es levemente diferente para las dos. 


También es muy fâcil formular matemâticamente este resultado. Supongan, por 
ejemplo, que tenemos dos ondas y analizamos simplemente lo que llega a P, sin 
preocuparnos por el momento de todas las relaciones espaciales. De una fuente, di¬ 
gamos, tendriamos cos oj { t y de la otra cos a> 2 t, donde las a> no son exactamente 
iguales. Naturalmente las amplitudes podrian no ser iguales tampoco, pero podemos 
resolver el problema general mâs tarde; tenemos primero el caso en que las ampli¬ 
tudes son iguales. Entonces, la amplitud total en P es la suma de esos dos cosenos. 
Si representamos las amplitudes de las ondas en funciôn del tiempo, como en la figu¬ 
ra 48-1, vemos que donde las crestas coinciden obtenemos una onda fuerte y donde 
coinciden una cresta y un valle obtenemos pràcticamente cero y cuando vuelven a 
coincidir las crestas obtenemos de nuevo una onda fuerte. 

Matemâticamente, necesitamos solamente sumar dos cosenos y arreglar el resul¬ 
tado de alguna forma. Existe una cantidad de relaciones ütiles entre los cosenos, 
que no son dificiles de derivar. Naturalmente sabemos que 

e «a+6) = e ia e ib f (48.J) 

y que e ia tiene una parte real, cos a, y una parte imaginaria, sen a. Si tomamos la 
parte real de e'< a+ b >, obtenemos cos (a + b). Si efectuamos la multiplicaciôn 

e'V 6 = (cos a + i sen a)(cos b + i sen b), 

obtenemos cos a cos b — sen a sen b, mâs algunas partes imaginarias. Pero ahora 
necesitamos solamente la parte real, o sea 

cos (a + b) = cos a cos b — sen a sen b. (48.2) 


Ahora bien, si cambiamos el signo de b, como el coseno no cambia el signo y el 
Asi, sabemos la respuesta: si tenemos dos fuentes con frecuencias levemente seno si, la misma ecuaciôn para b negativo es 

diferentes encontrariamos, como resultado neto, una oscilaciôn con una lenta inten¬ 
sidad puisante. jEsto es, realmente, todo lo que hay respecto a esta materia! CO s (a — b) = cos a cos b + sen a sen b. (48.3) 
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Si sumamos estas dos ecuaciones, desaparecen los senos y vemos que el producto 
de dos cosenos es un medio del coseno de la suma mâs un medio del coseno de la 
diferencia: 

cos a cos b = i cos (a + b) + \ cos (a — b). (48.4) 

Ahora podemos invertir la formula y encontrar una para cos a + cos fi si ha- 
çemos simplemente a = a + by fi = a- b. Esto es, a = + fi) y b = ](a — fi), 

de modo que 

cos a + cos /3 = 2 cos £(“ + Z 3 ) cos è(« — Z 3 )- (48.5) 

Podemos ahora analizar nuestro problema. La suma de cos &>,/ y cos&> 2 f es 

cosw,t + cos w 2 t = 2cosi( w i + w 2 )tcos|( w i — w 2 )t- (48.6) 

Pero supongamos que las dos frecuencias son casi iguales, de modo que + <oJ 
es la frecuencia promedio y es, mâs o menos, igual a ambas. Pero eu, — o) 2 es mucho 
menor que a>, o w 2 porque, como supusimos, ai, y <o 2 son casi iguales. Esto significa 
que podemos representar la soluciôn diciendo que hay una onda cosenoidal de alta 
frecuencia mâs o menos como las que teniamos, pero que su “tamano” varia despacio 
-su “tamano” està pulsando con una frecuencia que aparentemente es $(to, — coJ-, 
Pero, i,es ésta frecuencia a la que se oyen las pulsaciones? Aunque (48.6) dice que 
la amplitud varia como cos §(<*>, — 1° ô ue realmente nos estâ diciendo es que 

las oscilaciones de alta frecuencia estân contenidas entre dos curvas cosenoidales 
opuestas (las de trazos en la figura 48-1). Basândose en esto se podria decir que la 
amplitud varia a la frecuencia — a> 2 ), pero si hablamos de la intensidad de la 
onda, debemos considerar que tiene el doble de esta frecuencia. Es decir, la modu- 
laciôn de la amplitud, en el sentido de la magnitud de su intensidad, es a la frecuencia 
ai, — co 2 , aunque la formula nos diga que multiplicamos por una onda cosenoidal a 
mitad de dicha frecuencia. La base técnica de esa diferencia es que la onda de alta 
frecuencia tiene una relaciôn de fase un poco diferente en el segundo semiciclo. 


Ignorando esta pequena complicaciôn, podemos concluir que si sumamos dos 
ondas de frecuencias w, y a> 2 , obtendremos una onda résultante de frecuencia pro¬ 
medio jfw, + toj que oscila en intensidad con una frecuencia tu, — a> 2 . 

Si las dos amplitudes son diferentes, lo podemos volver a hacer todo de nuevo 
multiplicando los cosenos por amplitudes diferentes A x y A 2 y hacer muchas opera- 
ciones, reordenando, etc., usando ecuaciones como (48.2)-(48.5). Sin embargo, hay 
otras maneras mâs faciles de efectuar el mismo anàlisis. Por ejemplo, sabemos que 
es mucho mâs fâcil trabajar con exponenciales que con senos y cosenos y que po¬ 
demos representar A, costu,/ como la parte real de A x e la '\ l . La otra onda séria anâ- 
logamente la parte real de A 2 e'<“i‘. Si las sumamos, obtenemos + A 1 è OJ ^. Si 

sacamos factor comùn la frecuencia promedio, obtenemos 

Axé»'* + A 2 e i “’ t = + A 2 e~' l2i,u (48.7) 

Tenemos de nuevo la onda de alta frecuencia con una modulaciôn a la frecuencia 


48-2 Notas pulsadas y modulaciôn 


Si nos preguntan ahora por la intensidad de la onda de la ecuaciôn (48.7), po¬ 
demos tomar o el môdulo al cuadrado del primer miembro o el del segundo. Tome- 
mos el del primer miembro. La intensidad es entonces 

/ = Ai + A\ + 2/M 2 cos («i - u 2 )t. (48.8) 

Vemos que la intensidad se infla y se desinfla a una frecuencia tu, — tu 2 , variando 
entre los limites (A x + AJ 2 y (A x — AJ 1 . Si A t =# A 2 , la intensidad minima no es 
cero. 


3 



Fig. 48-2. Résultante de dos vecto- Fig. 48-3. Résultante de dos vecto- 

res complejos de igual frecuencia. res complejos de frecuencia desigual, 

vista desde el sistema de referencia rotan¬ 
te de un vector. Se muestran nueve posi- 
ciones sucesivas del vector que rota 
lentamente. 

Otra manera de representar esta idea es mediante un dibujo, como el de la figura 
48-2. Dibujando un vector de longitud A, que rota a una frecuencia tu, para repre¬ 
sentar una de las ondas en el piano complejo. Dibujamos otro vector de longitud 
A 2 que rota a una frecuencia tu 2 para representar la segunda onda. Si las dos fre¬ 
cuencias son exactamente iguales su resultado tiene una longitud fija y sigue rotan- 
do, y obtenemos de las dos una intensidad fija y definida. Pero si las frecuencias 
son levemente diferentes, los dos vectores complejos rotan con velocidades diferen¬ 
tes. La figura 48-3 muestra a qué se parece esta situaciôn con relaciôn al vector 
A l e io, i l . Vemos que A 2 gira apartàndose lentamente de A t y asi la amplitud que ob¬ 
tenemos sumàndolos, es primero fuerte y luego, a medida que se aleja, cuando la 
posiciôn relativa es de 180° la résultante se hace particularmente débil, y asi suce- 
sivamente. A medida que los vectores rotan, la amplitud del vector suma se hace 
mayor y menor y de este modo la intensidad puisa. Es una idea relativamente simple 
y hay muchos modos diferentes de representarla. 

Es muy fâcil observar experimentalmente el efecto. En el caso acûstico, podemos 
disponer dos altoparlantes accionados por dos osciladores individuales, uno por 
cada altoparlante, de modo que cada uno de ellos da un tono. Asi, recibimos una 
nota de una fuente y otra nota diferente de la otra fuente. Si hacemos que las fre¬ 
cuencias sean exactamente iguales, el efecto résultante tendrà una intensidad defi¬ 
nida en una posiciôn dada 



del espacio. Si entonces los desintonizamos un poquito, apreciamos ciertas variacio- 
nes en la intensidad. Cuanto màs los desintonizamos, mâs râpidas son las variacio- 
nes de sonido. El oido tiene alguna dificultad en seguir variaciones mâs râpidas que 
unas diez por segundo. 

También podemos observar el efecto en un osciloscopio que desdobla simple- 
mente la suma de las corrientes que entran a los dos altoparlantes. Si la frecuencia 
de pulsaciôn es relativamente baja, vemos sencillamente un tren de ondas sinusoïdal 
cuya amplitud puisa, pero cuando hacemos las pulsaciones mâs râpidas vemos la 
clase de onda que muestra la figura 48-1. Cuando hacemos las diferencias de fre¬ 
cuencia mayores, las “jorobas” se mueven mâs juntas. También, si las amplitudes 
no son iguales y hacemos una senal màs fuerte que la otra, entonces obtenemos 
una onda cuya amplitud no se hace nunca cero, que es exactamente lo que espera- 
mos. Todo marcha como es debido, tanto acûstica como eléctricamente. 

jEl fenômeno opuesto también se da! En radiotransmisiôn, usando la llamada 
modulation de amplitud (AM), la estaciôn de radio emite el sonido como sigue: el 
radiotransmisor tiene una oscilaciôn eléctrica CA a una frecuencia muy alta, por 
ejemplo 800 kilociclos por segundo, en la banda de emisiôn. Si se pone a funcionar 
esta senal portadora, la estaciôn de radio emite una onda de amplitud uniforme a 
800.000 oscilaciones por segundo. La manera de transmitir la “informaciôn”, el 
tipo inûtil de informaciôn acerca de qué clase de automôvil comprar, es que cuando 
alguien habla por el micrôfono la amplitud de la senal portadora cambia al compàs 
de las vibraciones acüsticas que entran en el micrôfono. 

Si tomamos como el caso matemâtico màs simple la situaciôn en que una soprano 
estâ dando una nota perfecta, con oscilaciones sinusoïdales perfectas de sus cuerdas 
vocales, obtenemos entonces una senal cuya intensidad varia como muestra la figura 
48-4. La alternaciôn de la audiofrecuencia se recobra entonces en el receptor; nos 
libramos de la onda portadora y solamente consideramos la envolvente, que repré¬ 
senta las oscilaciones de las cuerdas vocales o sonido de la cantante. El altoparlante 
hace vibraciones correspondientes a la misma frecuencia en el aire y el oyente es esen- 
cialmente incapaz de distingué la diferencia, eso es lo que dicen. Debido a un numéro 
de distorsiones y otros efectos sutiles es posible, en realidad, decir si estamos escu- 
chando la radio o una soprano en persona; de todos modos la idea es la que hemos 
indicado. 



Fig. 48-4. Una onda portadora modulada. 
En este dibujo esquemâtico, a> c /a> m = 5. En 
una onda real de radio, w c /w m ~ 100. 


nuevo usamos todos los teoremas de los cosenos, o podemos usar e i0 \ da igual -es 
mâs fâcil con e'°, pero es lo mismo. Tenemos entonces 

S = cos u> c t + \b cos (w c + + \b cos (a> c — u m )t. (48.10) 

Asi, desde otro punto de vista podemos decir que la onda de salida del sistema 
consiste en très ondas superpuestas : primero, la onda regular de frecuencia a> a es 
decir frecuencia de la portadora. y luego dos ondas nuevas a dos frecuencias nuevas. 
Una es la frecuencia portadora màs la frecuencia de modulaciôn y la otra es la fre¬ 
cuencia portadora menos la frecuencia de modulaciôn. Por lo tanto, si hacemos una 
especie de representaciôn de la intensidad generada por el generador en funciôn de la 
frecuencia, encontrariamos una gran cantidad de intensidad a la frecuencia de la por¬ 
tadora, naturalmente, pero cuando un cantante empieza a actuar también encontra¬ 
riamos de repente intensidad proporcional a la intensidad del cantante b , 2 a frecuencias 
cj c + (o m y cü c -u> m , como muestra la figura 48-5. Esto es lo que se llama bandas la¬ 
térales; cuando hay una senal modulada proveniente del transmisor, hay bandas laté¬ 
rales. Si hay mâs de una nota al mismo tiempo, digamos co m y a>„’, hay dos instru¬ 
mentas tocando. o si hay cualquier otra onda complicada con cosenos, entonces por 
supucsto podemos ver matemâticamente que obtenemos mâs ondas que corresponden 
a las frecuencias <» c + 


i j I Fig. 48-5. Espectro de frecuencia de 

__ | | | _ una onda portadora w ç modulada por una 

u c~ u n % u ünica onda cosenoidal w m . 

Por lo tanto, cuando hay una modulaciôn complicada que se puede representar 
como la suma de varios cosenos*, encontramos que el transmisor real estâ transmi- 
tiendo en un intervalo de frecuencias, es decir la frecuencia portadora màs o menos 
la frecuencia mâxima que contiene la senal de modulaciôn. 

Aunque al principio podamos pensar que un radiotransmisor transmite solamente 
a la frecuencia nominal de la portadora, puesto que hay grandes y superestables os- 
ciladores de cristal y todo estâ ajustado para que sean precisamente 800 kilociclos des¬ 
de el momento en que alguien anuncie que estàn a 800 kilociclos, modula los 800 ki¬ 
lociclos y por consiguiente ;ya no estàn precisamente a 800 kilociclos! Supongan que 


48-3 Bandas latérales 

Matemâticamente. la onda modulada descrita anteriormente se expresaria en la 
forma 

S = (1 + b cos w m t) cos w c t , (48.9) 

donde io c représenta la frecuencia de la portadora y a> m es la frecuencia de audio. De 


* Una pequeiia nota al margen: ;,En qué circunstancias se puede representar una curva 
como suma de un gran numéro de cosenos? Respuesta: En todas las circunstancias ordinarias. 
excepta para ciertos casos que los matemàticos pueden inventar. Naturalmente, la curva debe 
tener solamente un valor en un punto dado, y no debe ser una curva loca que salta un numéro 
infmito de veces en una distancia infinitésimal, o algo parecido. Pero aparté de estas restricciones, 
cualquier curva razonable (una que un cantante es capaz de hacer agitando sus cuerdas vocales) 
siempre se puede componer sumando ondas cosenoidales. 
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los amplificadores estân construidos en tal forma que transmitan en un buen inter- 
valo de la sensibilidad del oido (el oido puede percibir hasta 20.000 ciclos por segun- 
do, pero corrientemente los transmisores y receptores de radio no trabajan màs alla 
de 10.000, por lo que no oimos las partes màs altas), entonces. cuando un hombre 
habla, su voz puede contener frecuencias mâs altas, digamos. que 10.000 ciclos, por lo 
que el transmisor esta transmitiendo frecuencias que pueden ir desde 790 hasta 810 
kilociclos por segundo. Ahora bien, si hubiese otra estaciôn a 795 kc/seg., habria 
mucha confusion. También, si hiciéramos nuestro receptor tan sensible que sola- 
mente tomase 800 y no los 10 kilociclos de ambos lados, no oiriamos lo que el hom¬ 
bre dijese, iya que la informaciôn estaria en esas otras frecuencias! Por lo tanto, es 
absolutamente esencial colocar las estaciones algo separadas para que sus bandas 
latérales no se superpongan y ademàs el receptor no debe ser tan selectivo que no 
permita la recepciôn de las bandas latérales asi como de la frecuencia nominal prin¬ 
cipal. En el caso del sonido, este problema no causa realmente mucha dificultad. 
Podemos oir en un rango de ± 20 kc/seg y corrientemente tenemos desde 500 has¬ 
ta 1.500 kc/seg en la banda de emisiôn, por lo que hay lugar suficiente para muchas 
estaciones. 


48-4 Trenes de ondas localizados 

El prôximo tema que discutiremos es la interferencia de ondas en el espacio y en 
el tiempo. Supongan que tenemos dos ondas viajando en el espacio. Sabemos, natu- 
ralmente, que podemos representar una onda que viaja en el espacio mediante 
e (Uot kx). Esto podria ser, por ejemplo, el desplazamiento de una onda de sonido. Es una 
soluciôn de la ecuaciôn de onda siempre que <o 2 = k 2 ^, donde c es la velocidad depro- 
pagaciôn de la onda. En este caso lo podemos escribir en la foram e ik ^ xct \ que es de 
la forma general J(x - et). Por lo tanto, ésta debe ser una onda que estâ viajando a es¬ 
ta velocidad, co/k, que es c y todo esta bien. 

Ahora queremos sumar dos de estas ondas. Supongan que tenemos una onda que 
estâ viajando con una frecuencia y otra onda viajando con otra frecuencia. Dejamos 
al lector la consideraciôn del caso en que las amplitudes son diferentes; no hay dife- 
rencia sustancial. Nosotros queremos efectuar Podemos hacerlo 

usando la misma matemâtica que cuando sumâbamos ondas de senal. Naturalmente 
que si c es la misma para ambas esto es fâcil, puesto que es idéntico a lo que hicimos 
antes: 


El problema de la télévision es màs dificil. Cuando el haz electrônico atraviesa 
la carga del tubo de imagen, hay varias manchas pequenas de luz y sombr . Esta 
“luz” y “sombra” es la “senal". Ahora bien, el haz barre de ordinario toda la imagen. 
500 lineas, en una trigésima parte de segundo aproximadamente. Consideremos que la 
resoluciôn de la imagen vertical y horizontalmente es màs o menos igual, por lo que 
hay el mismo numéro de manchas por centimetro segùn una linea de barrido. Quere¬ 
mos ser capaces de distinguir sombra de luz, sombra de luz, sombra de luz. en 500 
lineas digamos. Para que podamos hacer esto con ondas cosenoidales, la mâs pequena 
longitud de onda que se necesita corresponde entonces a una longitud de onda, de mâ- 
ximo a mâximo. de una 250-ava parte del tamano de la pantalla. De este modo tene¬ 
mos 250 x 500 x 30 informaciones por segundo. La frecuencia màs alta que vamos 
a transportar, por lo tanto, es prôxima a 4 megaciclos por segundo. En la realidad. 
para conservar las estaciones de télévision independientes tenemos que usar un poqui- 
to mâs que esto, alrededor de 6 mc/seg: parte se usa para llevar la senal de sonido 
y otra informaciôn. Por lo que los canales de télévision tienen seis megaciclos por 
segundo de anchura. Ciertamente no séria posible transmitir TV en una portadora de 
800 kc/seg, ya que no podemos modular a una frecuencia mâs alta que la portadora. 


e i Ul a-xio + = g w,r + (48.11) 

excepto que ahora la variable es t 1 = t-x/c en lugar de t. Asi, obtenemos la misma 
clase de modulaciones, pero vemos, naturalmente, que estas modulaciones se estân 
trasladando con la onda. En otras palabras, si sumâsemos dos ondas y estas ondas no 
solo estuviesen oscilando sino también moviéndose en el espacio, entonces la onda 
résultante también se trasladaria en el espacio a la misma velocidad. 

Ahora querriamos generalizar esto al caso de ondas en las que la relaciôn entre la 
frecuencia y el nûmero de ondas k no sea tan simple. Ejemplo: un material que tenga 
un indice de refracciôn. Ya estudiamos la teoria del indice de refracciôn en el capitulo 
31. donde encontramos que podiamos escribir k - n<o/c. siendo n el indice de refrac¬ 
ciôn. Como ejemplo interesante. encontramos que para los rayos X el indice n es 


n 


Nqt 

2 e 0 mu 2 ‘ 


(48.12) 


De cualquier modo, la banda de télévision comienza en 54 megaciclos. El primer 
canal de transmisiôn, que es el canal 2 (!), tiene un intervalo de frecuencias desde 54 
hasta hasta 60 mc/seg, que da 6 mc/seg de anchura. “Pero -podria decir alguien- 
acabamos de probar que habia bandas latérales a ambos lados, y por lo tanto deberia 
tener anchura doble.” Résulta que los ingenieros de radio son bastante inteligentes. Si 
analizamos la senal de modulaciôn usando términos en senos y cosenos en lugar de 
solo cosenos, para permitir diferencias de fase, vemos que hay una relaciôn invariante 
definida entre la banda latéral en el lado de la alta frecuencia y la banda latéral en 
el lado de la baja frecuencia. Lo que queremos decir es que no hay informaciôn nueva 
en la otra banda latéral. Asi, lo que se hace es suprimir una banda latéral y el receptor 
estâ conectado dentro en una forma tal que la informaciôn omitida se reconstituye 
examinando la ùnica banda latéral y la portadora. La transmisiôn de banda latéral 
ûnica es un esquema inteligente para disminuir los anchos de banda necesarios para 
transmitir informaciôn. 


Dedujimos realmente una formula mâs complicada en el capitulo 31, pero como ejem¬ 
plo ésta es tan buena como cualquiera. 

Entre paréntesis, sabemos que aùn cuando «> y k no son proporcionales lineal- 
mente. el cociente t»/k es ciertamente la velocidad de propagaciôn para una frecuen¬ 
cia y nûmero de ondas particulares. 

Llamamos velocidad de fase a este cociente; es la velocidad a la que la fase, o los 
nodos de una ûnica onda, se trasladarian: 



Esta velocidad de fase, para el caso de los rayos X en vidrio, es mayor que la veloci¬ 
dad de la luz en el vacio (ya que n en 48.12 es menor que 1 ), y esto es un poco incô- 
modo, porque jno creemos que se pueda enviar senales màs râpido que la velocidad 
de la luz! 
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Lo que vamos a discutir ahora es la interferencia de dos ondas en las que ut y k 
tienen una formula definida que las relaciona. La formula anterior para n dice que k 
esta dado como una funciôn definidad de /•>. Para ser precisos, en este problema par- 
ticular la formula para k en funciôn de o> es 

& = (48.14) 

C UC 

donde a = Nq 2 e /2t 0 m, es una constante. De cualquier modo, para cada frecuencia 
hay un numéro de onda definido y queremos sumar dos de estas ondas. 

Hagâmoslo exactamente como hicimos en la ecuaciôn (48.7): 

çUuit-kiX) _|_ e Ho 2 t-k 2 x) _ e l/2»[(« 1 +» 2 )(-(k,+fc 2 )*] 

x | e l/2,' 2 )t-ik 1 -k 2) x) + e -l/2ït(«,—.X-tfci-Jfca)*]} . (4g.!5) 

Tenemos de nuevo una onda modulada. una onda que viaja con la frecuencia pro- 
medio y el nümero de onda promedio. pero cuya intensidad esta variando con una 
forma que dépende de la frecuencia diferencia y del numéro de onda diferencia. 

Tomemos ahora el caso en que la diferencia entre las dos ondas es relativamente 
pequena. Supongamos que estamos sumando dos ondas cuyas frecuencias son casi 
iguales; entonces (w, + ut 2 )/2 es prâcticamente igual a cualquiera de las dos m y lo 
mismo ocurre con (k { + kj/2. Entonces la velocidad de la onda, de las oscilaciones 
râpidas, de los nodos, es esencialmente ut/k. Pero, ojo, jla velocidad de propagaciôn 
de la modulaciôn no es la misma! ô^uànto tenemos que cambiar ,v para dar cuenta 
de cierta cantidad de tl La velocidad de esta onda de modulaciôn es el cociente 


La velocidad de modulaciôn se llama algunas veces velocidad de grupo. Si tomamos 
el caso en que la diferencia de frecuencia es relativamente pequena y la diferencia de 
numéro de onda es entonces también relativamente pequena, esta expresiôn tiendeen 
el limite a 


du 


0 dk ' 


(48.17) 


En otras palabras, para la modulaciôn mâs lenta para las pulsacionesmâslentas, hay una 
velocidad definida a la que viajan que no es igual a la velocidad de fase de las ondas 
-;qué cosa tan misteriosa! 


La velocidad de grupo es la derivada de ut respecto a k y la velocidad de fase es 
(ofk. 

Veamos si podemos entender el porqué. Consideren dos ondas, de nuevo con lon¬ 
gitudes de ondas levemente diferentes, como en la figura 48-1. Estân defasadas, en 
fase, defasadas, y asi sucesivamente. Pero estas ondas representan, realmente, ondas 
en el espacio que viajan con frecuencias levemente diferentes también. Ahora bien, ya 
que la velocidad de fase, velocidad de los nodos de estas dos ondas, no es precisamen- 
te la misma, sucede algo nuevo. 
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Supongan que cabalgamos sobre una de las ondas y miramos la otra; si ambas 
fuesen a la misma velocidad, entonces la otra onda permaneceria con la misma posi- 
ciôn respecto a nosotros, segùn cabalgamos en la cresta. Cabalgamos en esta Cresta 
y justo frente a nosotros vemos una cresta; si las dos velocidades son iguales las dos 
crestas permanecen una encima de otra. Pero no es asi: las dos velocidades no son 
realmente iguales. Hay solamente una pequena diferencia de frecuencia y por lo tanto 
solamente una pequena diferencia de velocidad, pero a causa de esta diferencia de ve¬ 
locidad, a medida que cabalgamos, la otra onda se mueve despacio hacia adelante, 
digamos, o hacia atrâs, con relaciôn a nuestra onda. Asi, segùn pasa el tiempo, <,qué 
sucede al modo? Si movemos un tren de ondas solo un àpice hacia adelante, el nodo 
se mueve hacia adelante (o hacia atrâs) una distancia considérable. Es decir, la suma 
de estas dos ondas tiene una envolvente, y a medida que las ondas avanzan, la envol- 
vente cabalga sobre ellas a una velocidad diferente. La velocidad de grupo es la velo¬ 
cidad a la que se transmitirian las seriales moduladas. 

Si hiciésemos una senal, es decir una especie de cambio de la onda que se pudiese 
reconocer cuando se la escuchase, una especie de modulaciôn, entonces esta modula¬ 
ciôn viajaria con la velocidad de grupo, siempre que las modulaciones fuesen relati¬ 
vamente tentas. (Cuando son râpidas, es mucho mâs dificil hacer el anâlisis.) 

Ahora podemos mostrar (por fin) que la velocidad de propagaciôn de los rayos X 
en un bloque de carbono no es mayor que la velocidad de la luz, aunque la velocidad 
de fase es mayor que la velocidad de la luz. Para hacer esto, debemos encontrar 
doj/dk que obtenemos derivando (48.14): dk/dco = 1 /c + atofe. La velocidad de gru¬ 
po, por lo tanto, es la inversa, o sea, 


jque es menor que c! Asi, aunque las fases pueden viajar mâs ràpido que la velocidad 
de la luz, las seriales de modulaciôn viajan mâs despacio, y iésta es la soluciôn de la 
paradoja aparente! Naturalmente que si tenemos el caso simple en que a> = kc, en¬ 
tonces dœ/dk es también c. Por lo tanto, cuando todas las fases tienen la misma velo¬ 
cidad, el grupo tiene por supuesto la misma velocidad. 


48-5 Amplitudes de probabilidad para particulas 

Consideremos ahora un ejemplo mâs de la velocidad de fase que es en extremo 
interesante. Tiene que ver con la mecànica cuàntica. Sabemos que la amplitud de en¬ 
contrar una particula en el lugar puede variar, en algunas circunstancias, en el espacio 
y en el tiempo, digamos que en una dimension, en la siguiente forma: 

* = Ae' (ul ~ kx \ (48.19) 

donde ut es la frecuencia, que se relaciona con la idea clàsica de energia mediante 
E = fiat, y k es el nümero de onda, que se relaciona con el momentum mediante 
p = hk. Diramos que la particula tiene un momentum definido p si el numéro de onda 
fuese exactamente k, esto es, una onda perfecta que marcha con la misma amplitud 
en todos los lugares. La ecuaciôn (48.19) da la amplitud y si tomamos el cuadrado 
del môdulo, obtenemos la probabilidad relativa de encontrar la particula en funciôn 
de la posiciôn 
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y del tiempo. Es una constante, que indica que la probabilidad de encontrar una par¬ 
ticula en cualquier lugar es la misma. Supongan ahora, por el contrario, que tenemos 
una situaciôn donde sabemos que es mâs probable que la particula esté en un lugar 
que en otro. Representariamos tal situaciôn por una onda que tiene un mâximo y se 
anula por ambos lados (Fig. 48-6). (No es bastante parecido a una onda como (48.1) 
que tiene una sérié de mâximos, pero es posible anular todos los màximos excepto uno 
sumando ondas de casi los mismos co y k.) 


Fig. 48-6. Un tren de ondas localizado. 

Ahora bien, en estas circunstancias, puesto que el cuadrado de (48.19) représenta 
la probabilidad de encontrar una particula en algùn lugar, sabemos que en un instante 
dado es mâs probable que la particula se encuentre cerca del centro del “monton ” 
donde la amplitud de la onda es màxima. Si esperamos ahora unos instantes, las ondas 
se moveràn y después de algùn tiempo el “montôn" estarà en algùn otro lugar. Si su- 
piésemos que la particula originalmente estaba situada en algùn lugar, clâsicamente 
esperariamos que mâs tarde estuviese en otro lugar como cosa sabida, porque después 
de todo tiene una velocidad y un momentum. La teoria cuântica se reducirà entonces 
a la teoria correcta para la relaciôn de momentum, energia y velocidad, solamen- 
te si la velocidad de grupo, velocidad de la modulaciôn, es igual a la velocidad que 
obtendriamos clâsicamente para una particula de idéntico momentum. 

Ahora es necesario demostrar si éste es o no el caso. Segùn la teoria clâsica, la 
energia se relaciona cop la velocidad mediante 




E 2 - p 2 c 2 = m 2 c 4 . 

Este es el gran resultado cuadridimensional del que hemos estado hablando y hablan- 
do: que p^pn = ml ésta es la relaciôn entre energia y momentum en la teoria clâsica. 
Pero esto significa, puesto que estas E y p van a ser u> y k, sustituyendo E = tu» y 
p = fik, que para la mecânica cuântica es necesario que 


hW 

c 2 


h 2 k 2 = m 2 c 2 . 


(48.22) 
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Esta es, pues, la relaciôn entre la frecuencia y el nùmero de onda de una onda cuàn- 
tica de amplitud que représenta una particula de masa m. De esa ecuaciôn podemos 
deducir que <o es 


jAqui de nuevo la velocidad de fase, w/k, es mayor que la velocidad de la luz! 

Consideremos ahora la velocidad de grupo. La velocidad de grupo deberia ser 
dw/dk, velocidad a la que se mueven las modulaciones. Tenemos que derivar una 
raiz cuadrada. lo cual no es muy dificil. La derivada es 


du _ kc _ 

~ Vk 2 + m 2 c 2 /h 2 ' 


Pero la raiz cuadrada es después de todo (0, por lo que podemos escribir esto en la forma 

d<»/dk —cïk/u). Mâs aùn k/a> es p/E, por lo que 


Pero de acuerdo con (48.20) y (48.21)c 2 p/E = v, velocidad de la particula segùn la 
mecânica clâsica. Asi, vemos que la relaciôn cuântica fundamental E = Hw y p — ük 
para la identificaciôn de eu y k con los £ y p clâsicos, solamente produce la ecuaciôn 
a> 2 -k 2 c 2 = m 2 c 4 /h 2 , mientras que ahora también entendemos las relaciones (48.20) y 
(48.21) que relacionan E y p con la velocidad. La velocidad de grupo, naturalmente, 
debe ser la velocidad de la particula si es que la interpretaciôn va a tener algùn sentido. 
Si pensamos que la particula estâ aqui en un instante y luego diez minutos mâs tarde 
pensamos que estâ allâ, como dijo la mecânica cuântica, la distancia recorrida por 
el “montôn” dividida por el intervalo de tiempo debe ser, clâsicamente, la velocidad 
de la particula. 


48-6 Ondas en très dimensiones 

Concluiremos ahora nuestra discusiôn de las ondas con unas pocas observaciones 
generales acerca de la ecuaciôn de onda. Se pretende con estas observaciones dar una 
vision del futuro -no es para que podamos entender todo exactamente ahora mismo, 
sino mâs bien ver qué aspecto van a tener las cosas cuando estudiemos ondas un poco 
mâs— Ante todo, la ecuaciôn de onda para el sonido en una dimension era 

d 2 X _ 1 d 2 x 
dx 2 c 2 dt 2 ’ 

donde c es la velocidad de cualquier cosa que sea la onda -en el caso del sonido, es 
la velocidad del sonido; en el caso de la luz, es la velocidad de la luz- Demostramos 
que para una onda de sonido los desplazamientos se propagarian a una cierta veloci¬ 
dad. Pero el exceso de presiôn también se propaga a una cierta velocidad y lo mismo 
ocurre con el exceso de densidad. Por ello, deberiamos esperar que la presiôn satis- 
ficiese la misma ecuaciôn, como ocurre en realidad. 
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Se lo dejaremos al lector para que lo demuestre. Sugerencia: p e es proporcional a la ra- 
pidez de variaciôn de x respecte a x. Por lo que si derivamos la ecuaciôn de onda respec¬ 
te a x, descubriremos inmediatamente que èfcl 8x satisface la misma ecuaciôn. Es decir 
que p e satisface la misma ecuaciôn. Pero P e es proporcional a p e y en consecuencia P e 
también la satisface. En una palabra, la presiôn, los desplazamientos, todo, satisface la 
misma ecuaciôn de onda. 

Corrientemente se ve la ecuaciôn de onda para sonido escrita en términos de presiôn 
en lugar de en funciôn de desplazamiento, porque la presiôn es un escalar y no tiene direc- 
ciôn. Pero, el desplazamiento es un vector y tiene direcciôn y entonces résulta mâs fâcil 
analizar la presiôn. 

El prôximo punto a discutir tiene que ver con la ecuaciôn de onda en très dimen- 
siones. Sabemos que la soluciôn para una onda sonora en una dimension es, e‘V‘ ,lkx >, 
con co = kc s , pero también sabemos que en très dimensiones una onda estaria repre- 
sentada por e i( - ÜJt ~ k * x ~ k yy~ k z z \ donde en este caso eu 2 = k 2 c], que es, naturalmente 
(k 2 x + kj + kj)cj. Ahora lo que queremos hacer es conjeturar cuâl es la ecuaciôn de 
onda correcta en très dimensiones. Para el caso del sonido esto se puede deducir, 
naturalmente, a través del mismo razonamiento dinàmico en très dimensiones que 
hicimos en una dimension. Pero no haremos esto; en su lugar, escribimos solamente 
el resultado : la ecuaciôn para la presiôn (o desplazamiento, o lo que sea) es 


48-7 Modos normales de vibraciôn 

Volvemos ahora a otro ejemplo del fenômeno de pulsaciones que es bastante cu- 
rioso y un poco diferente. Imaginen dos péndulos iguales que tienen, entre ellos, una 
conexiôn elâstica bastante débil. Han sido construidos en lo posible de la misma lon- 
gitud. Si apartamos uno y lo soltamos, se mueve hacia adelante y hacia atrâs y cuando 
realiza ese movimiento tira del resorte de conexiôn, por lo que realmente es una mâ- 
quina para generar una fuerza que tiene la frecuencia natural del otro péndulo. Ade- 
mâs, como consecuencia de la teoria de la resonancia, que ya estudiamos, cuando 
aplicamos una fuerza sobre algo a la frecuencia apropiada, lo arrastrarâ. Por lo que, 
con toda seguridad, un péndulo moviéndose hacia adelante y hacia atrâs arrastrarâ 
el otro. Sin embargo en este caso sucede algo nuevo, ya que la energia total del siste- 
ma es finita y asi, cuando un péndulo da parte de su energia al otro para arrastrarlo, 
se encuentra a si mismo perdiendo energia hasta que, si hay una sincronizaciôn apro¬ 
piada con la velocidad, pierde toda su energia y jpasa a un estado estacionario! 
Entonces, naturalmente, es el otro péndulo el que tiene toda la energia y el primero 
no tiene nada, y segûn pasa el tiempo vemos que todo funciona en sentido opuesto y 
que la energia se devuelve al primero; éste es un fenômeno muy interesante y diver- 
tido. Dijimos, sin embargo, que estâ relacionado con la teoria de las pulsaciones y 
ahora debemos explicar cômo podemos analizar este movimiento desde el punto de 
vista de dicha teoria. 


d 2 P e d 2 P s d^Pe = }_ d^Pe 
dx 2 + dÿ 2 + ~dz 2 c 2 dt 2 


(48.23) 


Podemos ver que esto es verdad sustituyendo Es claro que cada vez que deri¬ 

vamos respecto a x. muitiplicamos por -iky. Si derivamos dos veces, es équivalente a 
multiplicar por -k% por lo que el primer término se convertiria en -k^P^ para esa onda. 
Del mismo modo, el segundo término se hace -klP e , y el tercero -k 2 ^ e . A la derecha 
obtenemos -(cofcl)P e . Entonces, si simplificamos las P e y cambiamos el signo, vemos 
que la relaciôn entre K y co es la que nosotros queremos. 

Haciendo también las cosas hacia atrâs, no podemos resistir la tentaciôn de es- 
cribir la gran ecuaciôn que corresponde a la ecuaciôn de dispersion (NT) (48.22) para 
ondas cuânticas. Si y représenta la amplitud de encontrar una particula en la posiciôn 
x, y, z, en el tiempo t, entonces la gran ecuaciôn de la mecânica cuântica para par- 
ticulas libres es ésta: 


4. d l* + d *± 1 d 2 < t> _ '" 2c2 A r4 e 

a** + ay* + W Y* JW - *■ (48 ' 24) 

En primer lugar, el caràcter relativista de esta expresiôn estâ sugerido por la apariciôn 
de x, y, z y t en la combinaciôn habituai que la relatividad usa corrientemente. En se¬ 
gundo lugar, es una ecuaciôn de onda que, si probamos una onda plana, produciria 
como consecuencia que — k 2 + <o 2 /c 2 = m 2 c 2 /h 2 , que es la relaciôn correcta para la 
mecânica cuântica. Hay aûn otra gran cosa contenida en la ecuaciôn de onda : el hecho 
de que cualquier superposiciôn de ondas es también una soluciôn. Por lotanto, esta ecua¬ 
ciôn contiene todo lo que hemos estado discutiendo hasta ahora de mecânica cuântica 
y relatividad, jpor lo menos siempre que se trate de una ùnica particula en el espacio 
vacio sin potenciales o fuerzas extemas en él! 

Ver Nota del Traductor al final del capitulo (pàg. 48-1 5). 


Observamos que el movimiento de cualquiera de las dos esferitas es una oscilaciôn 
con una amplitud que varia ciclicamente. Por lo tanto, el movimiento de una de las 
esferitas se puede analizar presumiblemente en una forma diferente: como suma de 
dos oscilaciones, présentes al mismo tiempo pero que tienen dos frecuencias leve- 
mente diferentes. Por lo tanto, deberia ser posible encontrar otros dos movimientos 
en este sistema y sostener que lo que vimos era una superposiciôn de dos soluciones 
ya que éste es, por supuesto, un sistema lineal. Verdaderamente, es fâcil encontrar 
dos maneras en las que podria empezar el movimiento, siendo cada una un movimien¬ 
to perfecto de una sola frecuencia -absolutamente periôdico-. El movimiento con 
el que empezamos antes no era estrictamente periôdico, puesto que no durô; pronto 
una esferita pasaba energia a la otra y asi cambiaba su amplitud; pero hay maneras 
de comenzar el movimiento para que nada cambie y, naturalmente, tan pronto como 
lo vemos entendemos por qué. Por ejemplo, si hiciésemos que ambos péndulos mar- 
chasen juntos, entonces, puesto que ambos son de la misma longitud y el resorte en 
este caso no hace nada, continuarian por supuesto oscilando para siempre, suponien- 
do que no hay roce y que todo es perfecto. Por otro lado, hay otro movimiento posi¬ 
ble que también tiene una frecuencia definida: esto es, si movemos opuestamente los 
péndulos separândolos la misma distancia exactamente, estarian de nuevo en movi¬ 
miento absolutamente periôdico. Podemos apreciar que el resorte anade solamente 
un poco a la fuerza restauradora que proporciona la gravedad, eso es todo, y el sis¬ 
tema sigue justamente oscilando a una frecuencia levemente mâs alta que en el primer 
caso. i,Por qué mâs alta? Porque el resorte estâ tirando, ademàs de la gravedad, y ha¬ 
ce que el sistema sea un poco “mâs rigido”, por lo que la frecuencia de su movimiento 
es solo una pizea mâs alta que la del otro. 


Este sistema, pues, tiene dos maneras de oscilar sin variar de amplitud: o puede 
oscilar de una manera tal que ambos péndulos sigan el mismo camino o oscilen todo 
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el tiempo a una frecuencia, o podrian ir en direcciones opuestas a una frecuencia leve- 
mente mâs alta. 

Ahora bien, el movimiento real del sistema, ya que es lineal, se puede repre- 
sentar como una superposiciôn de dos. (Recuerden que el tema de este capitulo es 
los efectos de sumar dos movimientos con frecuencias diferentes.) Por ello, piensen 
lo que sucederia si combinâsemos estas dos soluciones. Si a t = 0 los dos movimien- 
tos han empezado con amplitudes iguales y en la misma fase, la suma de los dos mo¬ 
vimientos significa que una esferita, habiéndosele dado un sentido por el primer 
movimiento y el otro sentido por el segundo movimiento, esta a cero, mientras que 
la otra esferita, habiendo sido desplazada en el mismo sentido por los dos movimien¬ 
tos, tiene una gran ampütud. A medida que pasa el tiempo, sin embargo, los dos 
movimientos bâsicos actüan independientemente, por lo que la fase de uno relativa al 
otro se esta corriendo lentamente. Esto significa entonces, que después de un tiempo 
bastante largo, cuando el tiempo es suficiente para que un movimiento pueda haber 
realizado “900 1/2” oscilaciones mientras el otro realiza solamente “900", la fase 
relativa estaria justamente invertida con relaciôn a como estaba antes. Esto es, el mo¬ 
vimiento de gran amplitud se habrà hecho cero, y mientras tanto, naturalmente. la 
esferita inicialmente sin movimiento jhabrâ alcanzado intensidad compléta! 

Asi, vemos que podriamos analizar este movimiento complicado bien mediante 
la idea de que hay resonancia y que uno entrega energia al otro, bien mediante la su¬ 
perposiciôn de dos movimientos de amplitudes constantes a dos frecuencias diferentes. 

N. del T.: Dispersion estâ usada aqui en un sentido anâlogo a la dispersion de un prisma: no 
debe confùndirse con la dispersion de ondas o particulas al chocar contra un objeto. O sea. que 
estrictamente dispersion en este caso quiere decir el fenômeno por el cual la velocidad de fase de 
una onda dépende de su frecuencia. 
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49-1 Réflexion de ondas 

Este capitulo considerarà algunos fenômenos notables que resultan de confinar 
ondas en una région finita. Esto nos llevarâ primero a descubrir algunos aspectos 
particulares relativos a las cuerdas vibrantes, por ejemplo, y luego la generalizaciôn 
de estos hechos nos darâ un principio que es probablemente el principio de mayor 
alcance en la fisica matemàtica. 

Nuestro primer ejemplo de confinamiento de ondas sera limitar una onda por 
un solo lado. Tomemos el ejemplo simple de una onda unidimensional en una cuer- 
da. Del mismo modo se podria considerar el sonido en una dimension contra una 
pared, u otra situaciôn de naturaleza similar, pero el ejemplo de una cuerda sera 
suficiente para los fines que nos hemos propuesto. Supongan que se sujete la cuerda 
por un extremo, por ejemplo atândola a una pared "infinitamente sôlida". Esto se 
puede expresar matemàticamente diciendo que en la posiciôn .v = 0 el desplaza- 
miento y de la cuerda debe ser nulo, porque el extremo no se mueve. Ahora bien, 
sabemos que si no fuera por la pared la soluciôn general para el movimiento es la 
suma de dos funciones, F(x-ct) y G(x + et), la primera representando una onda 
que viaja en un sentido en la cuerda y la segunda una onda que viaja en el otro 
sentido en la cuerda: 

y = F(x - et) + G(x + et) (49.1) 

es la soluciôn general para cualquier cuerda. Pero ahora tenemos que satisfacer la 
condiciôn de que la cuerda no se mueve en un extremo. Si ponemos x = 0 en la 
ecuaciôn (49.1) y examinamos y para todo valor de t, obtenemos r = F(-ct) + 
+ G( + et). Bien, si esto debe ser cero para todo tiempo. la funciôn G(ct) debe 
ser -F(—ct). En otras palabras, G de cualquier cosa debe ser -F de menos la misma 
cosa. Si se introduce este resultado 
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Fig. 49-1. Reflexiôn de una onda como 
superposiciôn de dos ondas viajeras. 



en la ecuaciôn (49.1), encontramos que la soluciôn del problema es 

y - F(x — et) — F(—x — et). (49.2) 

Es fâcil verificar que obtendremos _y = 0 si ponemos x = 0. 

La figura 49-1 muestra una onda que viaja en la direcciôn x negativa cerca de 
,v = 0 y otra onda hipotética que viaja en direcciôn opuesta con el signo invertido 
y del otro lado del origen. Decimos hipotéticii porque naturalmente, no hay cuerda 
vibrando de ese lado del origen. Se debe considerar el movimiento total de la cuerda 
como la suma de estas dos ondas en la région de las x positivas. Cuando llegan 
al origen, siempre se anularân una a otra en x = 0 y finalmente la segunda onda 
(la reflejada) sera la ûnica que existe para x positiva y, naturalmente, estarâ viajando 
en direcciôn opuesta. Estos resultados son équivalentes a la siguiente afirmaciôn: 
si una onda llega al extremo fijo de una cuerda, se refleja con un cambio de signo. 
Siempre se puede comprender esa reflexiôn imaginando que lo que viene del extremo 
de la cuerda sale invertido desde atràs de la pared. En suma, si suponemos que la 
cuerda es infinita y que siempre que tenemos una onda que va en un sentido tenemos 
otra que va en sentido opuesto con la simetria anotada, el desplazamiento en x — 0 
siempre sera nulo y da lo mismo que fijemos o no la cuerda alli. 


El siguiente punto a discutir es la reflexiôn de una onda periôdica. Supongan 
que la onda representada por F(x — ct) es una onda sinusoidal y que se ha reflejado; 
entonces la onda reflejada -F(-x-ct) también es una onda sinusoidal de la misma 
frecuencia, pero que viaja en direcciôn opuesta. El modo mâs simple de describir 
la situaciôn es usando la notaciôn de funciones complejas: F(x—ct) = e‘"’( ,xlc ) y 
F(-x-ct) = e"“ (' + xlc >- Se puede ver que si se sustituye estas expresiones en (49.2) 
y si se pone x igual 0 , résulta y = 0 para todo valor de t, por lo que satisface la 
condiciôn necesaria. Por la propiedad de los exponenciales esto se puede describir 
en una forma màs simple: 

y = e v " t (e~ wzlc — e‘" x/c ) = — 2sen (cox/c). (49.3) 


Àqui hay algo interesante y nuevo: esta soluciôn nos dice que si observamos en 
cualquier x fijo, la cuerda oscila con frecuencia a>. jCualquiera sea este punto, la 
frecuencia es la misma! Pero hay algunos lugares, en particular cuando sen (cox/c) = 
= 0, donde no hay ningun desplazamiento. Mâs aûn, si en cualquier instante t toma- 
mos una instantânea de la cuerda vibrante, la fotografia serâ una onda sinuosidal. 
Sin embargo, el desplazamiento de esta onda sinusoidal dependerâ del tiempo t. Exa- 
minando la ecuaciôn (49.3) podemos ver que la longitud de un ciclo de la onda 
sinusoidal es igual a la longitud de onda de cualquiera de las ondas superpuestas: 


X = 27Tc/u. 


(49.4) 


Los puntos donde no hay movimiento satisfacen la condiciôn sen (cox/c) = 0, lo 
cual significa que (cox/c) — 0, n, 2n... Estos puntos se llaman nodos. Entre dos no- 
dos sucesivos cualesquiera, cada punto se mueve de arriba para abajo sinusoidal- 
mente, pero el diagrama del movimiento permanece fijo en el espacio. Esta es la 
caracteristica fundamental de lo que llamamos modo de vibraciôn. Si podemos hallar 
un diagrama de movimiento que tenga la propiedad de que en cualquier punto el 
objeto se mueva en forma perfectamente sinusoidal y que todos los puntos se mue- 
van con la misma frecuencia (aunque algunos se moverân mâs que otros), entonces 
tenemos lo que se llama un modo de vibraciôn. 


49-2 Ondas confinadas, con frecuencias naturales 

El siguiente problema interesante es considerar lo que ocurre si se sujeta la 
cuerda por los dos extremos, digamos en x = 0 y x = L. Podemos comenzar con 
la idea de la reflexiôn de las ondas, empezando con algûn tipo de protuberancia 
moviéndose en una direcciôn. A medida que pasa el tiempo es de esperar que la 
protuberancia se acerque a un extremo, y cuando pase mâs tiempo se convertirà 
en una especie de pequeno bamboleo, porque se combina con la imagen invertida 
de la protuberancia, que viene del otro lado. Finalmente la protuberancia original 
desaparecerâ y la protuberancia imagen se moverâ en el otro sentido para repetir 
el proceso en el otro extremo. Este problema tiene una soluciôn fâcil, pero una 
cuestiôn interesante es si podemos tener un movimiento sinusoidal (la soluciôn que 
acabamos de describir es periôdica; pero, por supuesto, no es sinusoidalmente periô¬ 
dica). Probemos poner una onda sinusoidalmente periôdica en una cuerda. Si se 
ata un extremo de la cuerda, sabemos que debe tener el aspecto de nuestra soluciôn 
anterior (49.3). Si se ata el otro extremo, tiene que tener el mismo aspecto en ese 
otro extremo. Luego, la unica , osibilidad de movimiento periôdico sinusoidal es que 
la onda sinusoidal se ajuste perfectamente a la longitud de la cuerda. Si no se ajusta 
a la longitud de la cuerda, no es una frecuencia natural a la que la cuerda puede 
seguir oscilando. En resumen, si inicialmente se da a la cuerda una forma de onda 
sinusoidal que se le ajusta perfectamente, seguirâ teniendo esa forma perfecta de 
onda sinusoidal y oscilarâ armônicamente con cierta frecuencia. 

Matemàticamente, podemos representar la forma por sen kx, donde k es igual 
al factor (oo/c) de las ecuaciones (49.3) y (49.4). y esta funciôn serâ cero en x = 0. 
Sin embargo, también debe ser cero en el otro extremo. Lo significativo de esto es 
que k ya no es arbitrario, como en el caso de la cuerda fija en un solo extremo. 
Con la cuerda fija en ambos extremos, la ùnica posibilidad es que sen (kL) = 0, 
porque ésta es la 
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ùnica condition que mantendrâ ambos extremos fijos. Ahora bien, para que un seno 
sea cero, el ângulo debe ser 0, n, 2n o cualquier otro mùltiplo entero de n. La 


ecuaciôn 


kL = nir 


(49.5) 


darâ, por lo tanto, todos los k posibles, segün qué entero se introduzca. Para cada k 
hay cierta frecuencia a> que, conforme a la ecuaciôn (49.3), es simplemente 


u = kc = nirc/L. 


(49.6) 


Hemos encontrado asi lo siguiente: una cuerda tiene la propiedad de poder tener 
movimientos sinusoïdales, pero solo a ciertas frecuencias. Esta es la propiedad màs 
importante de las ondas confmadas. Cualquiera sea la complicaciôn del sistema, 
siempre résulta que hay ciertos diagramas de movimiento que tienen una dependencia 
temporal perfecta, pero con frecuencias que son una propiedad de cada sistema en 
particular y de la naturaleza de los limites. En el caso de la cuerda tenemos muchas 
frecuencias posibles diferentes, correspondiendo cada una, por définition, a un modo 
de vibraciôn, porque un modo es un diagrama de movimiento que se repite sinu- 
soidalmente. La figura 49-2 muestra los très primeros modos de vibraciôn de una 
cuerda. La longitud de onda .1 del primer modo es IL. Esto se puede ver continuan- 
do la onda hasta x = 2L para obtener un ciclo compléta de la onda sinusoïdal. La 
frecuencia angular a> es 2 ne dividido por la longitud de onda en general, y en este 
caso, como A es 2 L, la frecuencia es nc/L, lo cual esta de acuerdo con (49.6) para 
n = 1. Llamemos a>, a la frecuencia del primer modo de vibraciôn. Ahora bien, el 
modo de vibraciôn siguiente muestra dos lazos con un nodo en el medio. Entonces, 
la longitud de onda de este modo de vibraciôn es simplemente L. El correspondiente 
valor de k es el doble de grande y la frecuencia es dos veces mayor; es 2co l . La del 
tercer modo es 3to, y asi sucesivamente. Luego, todas las diversas frecuencias de la 
cuerda son mùltiplos, 1, 2, 3, 4, y asi sucesivamente, de la frecuencia màs baja <u ( . 


Volviendo ahora al movimiento general de la cuerda, résulta que cualquier mo¬ 
vimiento posible siempre se puede analizar diciendo que hay màs de un modo de 
vibraciôn 



Fig. 49-2. Los primeros très modos 
de una cuerda vibrante. 



— de vibraciôn — Onda compuesta 

Segundo modo de vibraciôn 
Fig. 49-3. Dos modos de vibraciôn 
se combinan dando una onda viajera. 
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al mismo tiempo. En verdad, en un movimiento general un numéro infinito 
de modos de vibraciôn debe estar excitado al mismo tiempo. Para tener una idea de 
esta, mostremos lo que ocurre cuando hay dos modos oscilando al mismo tiempo: 
supongan que el primer modo esta oscilando como muestra la sérié de dibujos de 
la figura 49-3, que représenta la deflexiôn de la cuerda a intervalos iguales de tiempo 
durante medio ciclo de la frecuencia màs baja. 

Ahora bien, suponemos que al mismo tiempo hay una oscilaciôn del segundo 
modo de vibraciôn. La figura 49-3 también muestra una sucesiôn de gràficos de 
este modo de vibraciôn, el cual està, al empezar, defasado en 90° del primer modo 
de vibraciôn. Esto significa que al comienzo no tiene desplazamiento, sino que las 
dos mitades de la cuerda tienen velocidades opuestas. Recordemos ahora un prin- 
cipio general relativo a sistemas lineales: si hay dos soluciones cualesquiera, su suma 
también es solution. En consecuencia, un tercer movimiento posible séria el despla¬ 
zamiento obtenido sumando las dos soluciones mostradas en la figura 49-3. El re- 
sultado, que también se muestra en la figura, comienza a dar la impresiôn de una 
protuberancia que corre de un lado a otro entre los extremos de la cuerda, aunque 
con solo dos modos de vibraciôn no podemos dar una buena representaciôn; se 
necesitan màs modos. Este resultado es en realidad un caso especial de un gran 
principio para sistemas lineales: 

Absolutamente cualquier movimiento se puede analizar suponiendo que es la 
suma de los movimientos de todos los modos de vibraciôn diferentes, combinados 
con amplitudes yfases apropiadas. 

La importancia del principio proviene de que cada modo de vibraciôn es muy simple 
-es nada màs que un movimiento sinusoidal en el tiempo- Es verdad que aun el 
movimiento general de una cuerda no es realmente muy complicado, pero hay otros 
sistemas, la oscilaciôn del ala de un avion, por ejemplo, en los cuales el movimiento 
es mucho màs complicado. No obstante, aun en el ala de un avion, encontramos 
que hay cierta manera particular de torcerse que tiene una frecuencia y otras ma¬ 
ndas de torcerse que tienen otras frecuencias. Si se puede encontrar estos modos, 
siempre se puede analizar el movimiento compléta como superposiciôn de oscilacio- 
nes armônicas (excepta cuando la vibraciôn es de intensidad tal que ya no se puede 
considerar que el sistema es lineal). 


49-3 Modos de vibraciôn en dos dimensiones 

El siguiente ejemplo a considerar es la interesante situation de modos de vibra¬ 
ciôn en dos dimensiones. Hasta ahora hemos hablado ùnicamente de situaciones 
unidimensionales -una cuerda tensa o las ondas sonoras en un tubo-. Finalmente 
tendremos que considerar très dimensiones, pero un paso màs fàcil es el de dos di¬ 
mensiones. Consideren para fijar ideas un parche rectangular de tambor, de goma, 
limitado de manera que no haya ningün desplazamiento sobre el contorno rectangu¬ 
lar, y sean a y b las dimensiones del rectângulo, como muestra la figura 49-4. Ahora 
preguntamos: <,cuâles son las caracteristicas de los movimientos posibles? Podemos 
empezar con el mismo procedimiento utilizado para la cuerda. Si no hubiese limitation 
alguna, esperariamos ondas propagàndose con algûn movimiento ondulatorio. Por 
ejemplo, (e> wt ) (e ik x x + ik y y ) representaria una onda sinusoidal viajando en una 
direction que dépende de los valores relativos de k x y k y Ahora bien, <,cômo podemos 
hacer que el eje x, o sea la linea y = 0, sea un nodo? Empleando las ideas 
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desarrolladas para la cuerda unidimensional, podemos imaginar otra onda representa- 
da por la funciôn compleja (-&'-•') (e ik x x -> k y y). La superposiciôn de estas ondas darâ 
desplazamiento nulo para y = 0 independientemente de los valores de x y de t. (Aun- 
que estas funciones estân definidas para y negativa donde no hay parche de tarnbor 
vibrando, esto se puede ignorar ya que el desplazamiento es verdaderamente cero para 
v = 0.) En este caso podemos considerar a la segunda funciôn como onda reflejada. 


Representemos la vibraciôn con una superposiciôn de cuatro ondas elegidas de ma 
nera que las cuatro lineas x = 0, x = a, y =0, y = b sean nodos. Ademàs, haremos 
que todas las ondas tengan la misma frecuencia de manera que el movimiento ré¬ 
sultante représente un modo de vibraciôn. Conforme al tratamiento que dimos an- 
teriormente de la réflexion de la luz, sabemos que (e ib>t ) (e~ ik x x + > k y y) représenta una 
onda que se propaga en la direcciôn indicada en la figura 49-4. La ecuaciôn (49.6), 
es decir k = oj le, sigue siendo vàlida siempre que 


Bord es fijoS j 
Onda b 



Fig. 49-4. Lâmina rectangular vibrante. 


Sin embargo, queremos una linea nodal en y = b ademàs de en y — 0. iComo 
hacerlo? La soluciôn està relacionada con algo que hicimos al estudiar la réflexion 
en cristales. Estas ondas que se cancelan en y = 0 haràn lo mismo en y = b solo si 
2b sen 8 es un mûltiplo entero de A, donde 8 es el àngulo mostrado en la figura 49.4: 

v / c ^ 

m\ = 2 b sen 6, m = 0, 1,2,... (49.7) 


k 2 = kl + k 2 v . (49.10) 

Esta claro en la figura que k x — k cos 0 y k y = k sen 0. 

Ahora nuestra ecuaciôn para el desplazamiento, 0 digamos, del parche rectan¬ 
gular üe tarnbor adopta la forma imponente 

0 = [e‘"‘le <- ’** x+, *» v) - e <+ f ***+*M> _ + 

(49.11a) 

Aunque esto parece mâs bien un Ho, la suma de estas cosas no es tan difïcil. Se 
puede combinar las exponenciales para dar funciones seno, de modo que el des¬ 
plazamiento résulta 


0 = [—4 sen k x x sen k v yj,e'“‘]. 


(49.11b) 


Ahora podemos hacer en la misma forma que el eje y sea una linea nodal agre- 
gando dos funciones mâs, -(e'"' 1 ) (e + ' k x- x + ik y r ) y + (e"“') (e + ,k * x -*.»*), cada una 
de las cuales représenta una réflexion de una de las otras dos ondas en la linea x = 0. 
La condiciôn de que haya una linea nodal en x — a es similar a la que teniamos 
para y = b. Es que 2 a cos 0 también debe ser un mûltiplo entero de A : 


n\ 


la cos 6. 


(49.8) 


El resultado final es entonces que las ondas que rebotan de un lado a otro en la caja 
producen un diagrama de ondas estacionarias, o sea un modo de vibraciôn definido. 

Asi, pues, debemos satisfacer las dos condiciones anteriores si queremos tener 
un modo de vibraciôn. Encontremos primero la longitud de onda. Se puede obtener 
eliminando el àngulo 9 con (49.7) y (49.8), obteniendo la longitud de onda en fun¬ 
ciôn de a, b, n y m. La manera mâs fâcil de hacerlo es dividir ambos miembros de 
las ecuaciones por 2 b y 2 a respectivamente, elevar las ecuaciones al cuadrado y su- 
marlas. El resultado es sen 2 0 + cos 2 8 = 1 = (nA/2a) 2 + (mA/lb) 2 , de donde se 
puede despejar A: 


\2 


(49.9) 


De esta manera hemos determinado la longitud de onda en funciôn de dos enteros, 
y de la longitud de onda obtenemos inmediatamente la frecuencia m porque, como 
sabemos, la frecuencia es igual a 27 tc dividido por la longitud de onda. 

Este resultado es tan interesante e importante que deberiamos deducirlo con un 
anàlisis puramente matemàtico en vez de hacerlo razonando sobre las reflexiones. 


En otras palabras, es una oscilaciôn sinusoidal, si, con un diagrama que también es 
sinusoïdal tanto en la direcciôn x como en la y. Por supuesto que nuestras condi¬ 
ciones de contorno estân satisfechas en x = 0 y en y = 0. También queremos que0 
sea cero para x - a y para y = b. En consecuencia tenemos que introducir otras 
dos condiciones: k x a debe ser un mûltiplo entero de7ry k.Jb debe ser otro mûltiplo 
entero de n. Como hemos visto que k x = k cos 9 y k Y — k sen 9, obtenemos inme¬ 
diatamente las ecuaciones (49.7) y (49.8) y de ellas ël rèsultado final (49.9). 

Tomemos ahora como ejemplo un rectângulo cuyo largo es dos veces su alto. 
Si tomamos a = 2b y utilizamos las ecuaciones (49.4) y (49.9), podemos calcular 
la frecuencia de todos los modos de vibraciôn : 

(49 - 12) 

La tabla 49-1 da algunos de los modos de vibraciôn simples y muestra también su 
forma de manera cualitativa. 

El punto mâs importante a recalcar sobre este caso particular es que las fre- 
cuencias no son mültiplos unas de las otras, ni son mûltiplos de ningün nûmero. La 
idea de que las frecuencias naturales estân relacionadas armônicamente no es cierta 
en general. No es cierta para un sistema de mâs de una dimension ni es cierta para 
sistemas unidimensionales que sean mâs complicados que una cuerda con densidad 
y tension uniformes. Un ejemplo de esto ûltimo es una cadena colgante en la cual 
la tension es mayor arriba que abajo. Si se pone esa cadena a oscilar armônicamen¬ 
te, hay varias frecuencias y modos de vibraciôn, pero ni las frecuencias son mûlti¬ 
plos simples de algùn numéro, ni la forma de los modos de vibraciôn es sinusoidal. 
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Tabla 49-1 


Forma del modo de vibraciôn m n (wfao) 2 ü)/“o 


1 1 1.25 1.12 


1 2 2.00 1.41 


1 3 3.25 1.80 


2 1 4.25 2.06 


2 2 5.00 2.24 


Los modos de vibraciôn de sistemas mâs .complicados son aûn mâs complejos. 
Por ejemplo, dentro de la boca tenemos una cavidad encima de las cuerdas vocales, 
y moviendo la lengua y los labios, etc., hacemos un tubo con el extremo abierto 
o uno con el extremo cerrado de diferentes diâmetros y formas; es un resonador 
terriblemente complicado, pero no obstante es un resonador. Ahor'a bien, cuando se 
habla, las cuerdas vocales producen cierto tipo de tono. El tono es bastante complicado y 
hay muchos sonidos que salen, pero la cavidad de la boca modifica aûn mâs ese tono de- 
bido a las diversas frecuencias résonantes de la cavidad. Por ejemplo, un cantante puede 
cantar varias vocales: a, o, u, etc., todas a la misma altura, pero suenan diferentes porque 
en esta cavidad los diversos armônicos estàn .en resonancia en grados diferentes. 
La grandisima importancia de las frecuencias résonantes de una cavidad en la mo¬ 
dification de los sonidos de la voz se puede demostrar por medio de un experimento 
simple. Como la velocidad del sonido varia con la inversa de la raiz cuadrada de 
la densidad, se puede variar la velocidad del sonido usando gases diferentes. Si se 
usa helio en vez de aire, de modo que la densidad es menor, la velocidad del sonido 
es mucho mayor y todas las frecuencias de una cavidad se elevarân. Por consiguien- 
te, si uno se llena los pulmones de helio antes de hablar, las caracteristicas de la 
voz se alteraràn totalmente aun cuando las cuerdas vocales estén vibrando a la 
misma frecuencia. 
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49-4 Péndulos acoplados 

Finalmçnte debemos recalcar que no solamente existen modos de vibraciôn en 
sistemas continuos complicados, sino también en sistemas mecânicos muy simples. 
Un buen ejemplo es el sistema de dos péndulos acoplados discutido en el capitulo 
precedente. En ese capitulo se demostrô que se podia analizar el movimiento como 
superposiciôn de dos movimientos armônicos de frecuencia diferente. Asi, pues, hasta 
este sistema se puede analizar en términos de movimientos armônicos o modos. La 
cuerda tiene un nûmero infinito de modos y la superficie bidimensional también tiene 
un nûmero infinito de modos. En cierto sentido es una doble infinidad, si es que 
sabemos cômo contar infinitos. Pero un simple objeto mecânico que tiene ûnica- 
mente dos grados de libertad y que solo necesita dos variables para ser descrito, 
tiene solamente dos modos. 


Fig. 49-5. Dos péndulos acoplados. 


Hagamos un anâlisis matemâtico de estos dos modos para el caso en que los 
péndulos tengan la misma longitud. Sea x el desplazamiento de uno e y el del otro, 
como muestra la figura 49-5. Sin el resorte, la fuerza sobre la primera masa es pro- 
porcional al desplazamiento de la misma a causa de la gravedad. Si no hubiera re¬ 
sorte, habria cierta frecuencia natural to 0 para este péndulo solo. La ecuaciôn de 
movimiento sin el resorte séria 

*Æ=-m<4x. (49.13) 


El otro péndulo oscilaria de la misma manera si no hubiera resorte. Ademâs de la 
fuerza restauradora debida a la gravedad, hay una fuerza adicional que tira de la 
primera masa. Esa fuerza dépende de la distancia en exceso de x respecto a y y es 
proporcional a esa diferencia, por lo que es cierta constante que dépende de la geo- 
metria, multiplicada por (x-y). La misma fuerza en sentido inverso actüa sobre la 
segunda masa. Las ecuaciones de movimiento a resolver son, por lo tanto, 


m = ~ mo >lx - k(x - y), m ^ = -mu>ly - k(y - x). (49.14) 

Para hailar un movimiento en que las dos masas se muevan a la misma fre¬ 
cuencia, debemos determinar cuànto se mueve cada masa. En otras palabras, el pén¬ 
dulo x y el péndulo y oscilarân con la misma frecuencia, pero sus amplitudes 
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deben tener ciertos valores, A y B, cuya relaciôn es fija. Probemos esta soluciôn: 


x = Ae ,al , y = Be'“‘. (49.15) 

Si se sustituyen en la ecuaciôn (49.14) y se junta los términos anâlogos, los resul- 
tados son 



Para obtener las ecuaciones tal como estân escritas, se ha eliminado el factor comün 
e ia>i y se i as ha dividido por m. 

Ahora bien, vemos que tenemos dos ecuaciones para lo que aparentemente son 
dos incôgnitas. Pero en realidad no hay dos incôgnitas porque la amplitud total del 
movimiento es algo que no podemos determinar a partir de estas ecuaciones. Las 
ecuaciones precedentes solo pueden determinar el cociente entre A y B, pero ambas 
deben dar el mismo cocientè. La necesidad de que estas dos ecuaciones sean com¬ 
patibles requiere que la frecuencia sea algo muy especial. 

En este caso particular, esto se puede hacer bastante fâcilmente. Si se multiplica 
una ecuaciôn por otra, el resultado es 

(<o 2 - «S - $ AB = (£)’ AB. (49.17) 


El factor AB se puede eliminar de ambos miembros a no ser que A y B sean cero, 
lo cual significa que no hay ningûn movimiento. Si hay movimiento, los otros fac- 
tores deben ser iguales dando una ecuaciôn cuadrâtica a resolver. El resultado es 
que hay dos frecuencias posibles: 


Mâs aün, si se vuelve a sustituir estos valores de la frecuencia en la ecuaciôn (49.16), 
encontramos que para la primera frecuencia A = B y para la segunda, A = —B. 
Estas son las “formas de los modos de vibraciôn”, como se puede verifïcar fàcil- 
mente con el experimento. 

Estâ claro que en el primer modo, para el cual A = B, el resorte nunca se estira 
y ambas masas oscilan con frecuencia a> 0 como si el resorte estuviera ausente. En 
la otra soluciôn, para la cual A = -B, el resorte contribuye con una fuerza restau- 
radora y aumenta la frecuencia. Résulta un caso mâs interesante si los dos péndulos 
tienen longitudes diferentes. El anâlisis es muy parecido al dado mâs arriba y se 
déjà al lector como ejercicio. 


49-5 Sistemas lineaies 

Resumamos ahora las ideas discutidas precedentemente, que son todas aspectos 
de lo que posiblemente sea el principio mâs general y maravilloso de la fisica ma- 
temàtica. Si tenemos un sistema lineal cuyas caracteristicas son independientes del 
tiempo, el movimiento 
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no tiene por qué tener ninguna simplicidad particular; en realidad puede ser 
extremadamente complejo, pero hay movimientos muy especiales, por lo comûn 
una sérié de movimientos especiales, en los cuales el diagrama global del mo¬ 
vimiento varia exponencialmente con el tiempo. En los sistemas vibrantes de que 
\ hemos estado hablando ahora, la exponencial es imaginaria y en vez de decir 
“exponencialmente”, preferimos decir “sinusoidalmente” con el tiempo. Sin embar¬ 
go, se puede ser mâs general y decir que los movimientos variaràn exponencialmente 
con el tiempo en modos muy especiales, con formas muy especiales. Siempre se 
puede representar el movimiento mâs general de un sistema como una superposiciôn 
de movimientos en los que interviene cada una de las diversas exponenciales. 

Vale la pena reafirmar esto para el caso de un movimiento sinusoidal: un sis¬ 
tema lineal no tiene por qué moverse con un movimiento puramente sinusoidal, es 
decir con una sola frecuencia definida, pero cualquiera sea la forma en que se 
mueva, se puede representar este movimiento como superposiciôn de movimientos 
puramente sinusoïdales. La frecuencia de cada uno de estos movimientos es una 
caracteristica del sistema, y el perfil, o forma de onda, de cada uno de estos movi¬ 
mientos también es una caracteristica del sistema. El movimiento general de cual¬ 
quiera de estos sistemas se puede caracterizar dando la intensidad y la fase de cada 
uno de estos modos y sumàndolos todos. Otra manera de decir esto es que cualquier 
sistema vibrante lineal es équivalente a un conjunto de osciladores armônicos inde¬ 
pendientes, con las frecuencias naturales correspondientes a los modos de vibraciôn. 

Concluimos este capitulo haciendo notar la conexïôn entre modos de vibraciôn 
y mecànica cuàntica. En la mecànica cuântica, lo que vibra, o lo que varia en el 
espacio, es la amplitud de una funciôn de probabilidad que da la probabilidad de 
encontrar un electrôr., o un sistema de electrones, en una configuraciôn determina- 
da. Esta funciôn amplitud puede variar en el espacio y en el tiempo y satisface, de 
hecho, una ecuaciôn lineal. Pero en la mecànica cuântica hay una transformaciôn: loque 
llamamos frecuencia de la amplitud de probabilidad es igual, en el concepto clâsico, a energia. 
En consecuencia podemos traducir a este caso el principio enunciado mâs arriba tomando 
la palabra frecuencia y reemplazândola por energia. Se convierte en algo asi como: 
no es necesario que un sistema cuântico, un âtomo por ejemplo, tenga una energia 
definida, tal como no es necesario que un sistema mecânico simple tenga una fre¬ 
cuencia definida; pero, sea cualquiera la manera en que se comporta el sistema, siem¬ 
pre se puede representar su e -mportamiento como una superposiciôn de estados de 
energia definida. La energia de cada estado es una caracteristica del âtomo y lo mis- 
mo es el diagrama de amplitud que détermina la probabilidad de encontrar particu- 
las en diversos lugares. El movimiento general se puede describir dando la amplitud 
de cada uno de estos estados diferentes de energia. Este es el origen de los niveles 
de, energia en la mecànica cuàntica. Como la mecànica cuàntica esta representada 
por ondas, cuando el électron no tiene energia suficiente para escapar a la larga 
del proton, ésas son ondas confinadas. Tal como en las ondas confinadas de una 
euerda. hay frecuencias definidas para la solucion de la ecuaciôn de onda para la 
mecànica cuântica. La interpretaciôn cuàntica es que estas son energias definidas. 
En consecuencia, un sistema cuântico puede tener estados defmidos de energia fija 
porque està representado por ondas; ejemplos de esto son los niveles de energia de 
los diversos àtomos. 
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50-1 Tonos musicales 

Se dice que Pitâgoras descubriô que cuando se hace sonar a la vez dos cuerdas 
similares bajo la misma tension y diferentes solo en longitud, dan un efecto que es 
agradable al oido si las longitudes de las cuerdas estân en proporciôn de dos nu¬ 
méros enteras pequenos. Si las longitudes son como uno es a dos, corresponden 
entonces a la octava en müsica. Si las longitudes son como dos es a très, correspon¬ 
den al intervalo entre do y sol, que se llama una quinta. Estos intervalos se aceptan 
generalmente como acordes que suenan “agradable”. 

Pitâgoras se impresionô tanto con este descubrimiento que lo hizo la base de una 
escuela -se llamaron pitagôricos- que tuvo creencias misticas en los grandes pode- 
res de los nûmeros. Se creyô que algo parecido se encontraria en los planetas 
-o “esferas”-. Algunas veces oimos la expresiôn: “la mûsica de las esferas”. La 
idea fue que habria algunas relaciones numéricas entre las ôrbitas de los planetas o 
entre otras cosas en la naturaleza. La gente créé generalmente que esto fue solamen- 
te una especie de supersticiôn mantenida por los griegos. Pero, <,es esto tan diferente 
de nuestro interés cientifico en las relaciones cuantitativas? El descubrimiento de Pi¬ 
tâgoras fue el primer ejemplo, fuera de la geometria, de una relaciôn numérica en la 
naturaleza. Debe haber sido muy sorprendente el descubrir de repente que habia un 
hecho de la naturaleza que involucraba una relaciôn numérica sendlla. Simples me- 
didas de longitudes dieron una predicciôn de algo que no ténia conexiôn aparente 
con la geometria —la producciôn de sonidos agradables—. Este descubrimiento con- 
dujo a la extension de que quizâs una buena herramienta para la comprensiôn de la 
naturaleza séria el anâlisis aritmético y matemâtico. Los resultados de la ciencia mo- 
derna justifican este punto de vista. 

Pitâgoras solamente pudo haber hecho su descubrimiento mediante una observa- 
ciôn experimental. No obstante, este aspecto importante, parece no haberle impresio- 
nado. De lo contrario, la fisica hubiera tenido un comienzo mâs temprano. (iSiempre 
es fâcil reconsiderar lo que alguien ha hecho y decidir lo que él deberia haber 
hecho!) 



Podemos observar un tercer aspecto de este interesante descubrimiento: que el 
descubrimiento tiene que ver con dos notas que suenan agradable al oido. Podemos 
preguntarnos si nosotros hemos avanzado mâs que Pitâgoras en la comprensiôn de 
por qué solo ciertos sonidos son agradables al oido. La teoria general de la estética 
no estâ probablemente mâs adelantada ahora que en el tiempo de Pitâgoras. En este 
descubrimiento de los griegos encontramos los très aspectos: experimento, relacio¬ 
nes matemâticas y estética. La fisica ha tenido un gran adelanto solamente en las 
dos primeras partes. Este capitulo tratarâ sobre nuestra comprensiôn actual del des¬ 
cubrimiento de Pitâgoras. 

Entre los sonidos que oimos hay una clase que llamamos ruido. El ruido corres¬ 
ponde a una especie de vibraciôn irregular del timpano producida por una vibraciôn 
irregular de algùn objeto cercano. Si hacemos un diagrama para indicar la presiôn 
del aire en el timpano (y, por lo tanto, el desplazamiento del mismo) en funciôn del 
tiempo, la grâfica que corresponde a un ruido puede parecerse a la que représenta 
la figura 50-1 (a). (Tal ruido podria corresponder aproximadamente al sonido de un 
zapatazo.) El sonido de la müsica tiene un carâcter diferente. La müsica se caracte- 
riza por la presencia de tonos mâs o menos prolongados -o “notas” musicales- 
(jLos instrumentes musicales también pueden hacer ruidos!) El tono puede durar 
un tiempo relativamente corto, como cuando se presiona una tecla en un piano, o se 
puede prolongar casi indefinidamente, como cuando un flautista mantiene una nota 
larga. 

iCuâl es el carâcter especial de una nota musical desde el punto de vista de la 
presiôn en el aire? Una nota musical difiere de un ruido en que hay una periodicidad 
en su grâfica. Hay una cierta forma irregular de la variaciôn de presiôn del aire con 
el tiempo y la forma se repite una y otra vez. La figura 50- l(b) muestra un ejemplo 
de funciôn presiôn-tiempo que corresponderia a una nota musical. 

Los müsicos hablan corrientemente de un tono musical en términos de très ca- 
racteristicas: intensidad, tono y “timbre”. La “intensidad” corresponde a la mag- 
nitud de los cambios de presiôn. El “tono” corresponde al periodo de tiempo para 
una repeticiôn de la funciôn bàsica de presiôn. (Las notas “bajas" tienen periodos 
mâs grandes que las notas “altas”.) El “timbre” de una nota tiene que ver con las 
diferencias que somos capaces de oir entre dos notas de la misma intensidad y tono. 
Un oboe, un violin, y una soprano se pueden distinguir aun cuando den notas del 
mismo tono. El timbre tiene que ver con la estructura del diagrama que se repite. 


Consideremos por un momento el sonido producido por una cuerda vibrante. Si 
accionamos la cuerda, tirando de ella y soltàndola, el movimiento subsiguiente estarâ 
determinado por los movimientos de las ondas que hemos producido. Sabemos que 
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estas ondas viajarân en ambas direcciones y que se reflejarân en los extremos. Irân 
hacia adelante y hacia atrâs durante mucho tiempo. Aunque la onda sea muy com- 
plicada, se repetirâ. El periodo de repeticiôn es justamente el tiempo T necesario 
para que la onda viaje dos longitudes complétas de la cuerda. Porque éste es exac- 
tamente el tiempo que necesita cualquier onda, una vez que ha comenzado, para 
reflejarse en cada extremo, volver a su posiciôn inicial y seguir en la direcciôn origi¬ 
nal. El tiempo es el mismo para ondas que comiencen en cualquier direcciôn. Cada 
punto de la cuerda volverâ, pues, a su posiciôn inicial después de un periodo, y de 
nuevo un periodo mâs tarde, etc. La onda de sonido producida debe tener también 
la misma repeticiôn. Vemos por qué una cuerda accionada produce una nota mu¬ 
sical. 


50-2 La sérié de Fourier 

Discutimos en el capitulo precedente otro modo de considerar el movimiento de 
un sistema vibrante. Hemos visto que una cuerda tiene diversos modos naturales de 
oscilaciôn y que cualquier clase particular de vibraciôn que se pueda originar por las 
condiciones originales, se puede considerar como una combinaciôn -en proporcio- 
nes convenientes -de varios de los modos naturales oscilando a la vez. Encontramos 
que los modos normales de oscilaciôn para una cuerda tenian las frecuencias m 0 , 2oj 0 , 
3(o 0 ,... El movimiento mâs general de una cuerda que ha sido pulsada, por lo tanto, 
està compuesta de la suma de una oscilaciôn sinusoïdal a la frecuencia fundamental 
ù> 0 , otra a la frecuencia del segundo armônico 2&> 0 , otra a la del tercer armônico 3co 0 , 
etcétera. Ahora bien, el modo fundamental se repite cada periodo T l — 2n/(o 0 . El 
segundo armônico se repite cada T 2 = 2 n /2 m 0 . También se repite cada T t = 2T 2 , 
después de dos de sus periodos. Anâlogamente, el tercer modo armônico se repite 
después de un tiempo T l équivalente a 3 de sus periodos. Vemos de nuevo por qué 
una cuerda pulsada repite todo su diagrama con periodicidad T v Produce una nota 
musical. 


Hemos estado hablando del movimiento de una cuerda. Pero el sonido, que es el 
movimiento del aire, es producido por el movimiento de la cuerda, por lo que sus 
vibraciones también deben estar compuestas de los mismos armônicos -aunque no 
estamos pensando ya en los modps normales del aire- Igualmente, la intensidad re- 
lativa de los armônicos puede ser diferente en el aire que en la cuerda, particular- 
mente si la cuerda esta “acoplada" al aire mediante una caja de resonancia. La efi- 
ciencia del acoplamiento al aire es diferente para diferentes armônicos. 

Si f(t) représenta la presiôn del aire en funciôn del tiempo para una nota musi¬ 
cal Icomo la de la figura 50-l(b)|, entonces esperamos que se pueda escribir ./ft) 
como suma de un cierto nümero de funciones armônicas simples del tiempo -como 
cos u>t— para cada una de las diversas frecuencias armônicas. Si el periodo de la vi¬ 
braciôn es T, la frecuencia angular fundamental serâ m= 2n/T y los armônicos 
seràn 2m, 3m. etc. 

Hay una pequena complicaciôn. Para cada frecuencia podemos esperar que las 
fases iniciales no seràn necesariamente las mismas para todas las frecuencias. Por lo 
tanto deberiamos usar funciones como cos (<ot + 0). Sin embargo, es mâs sençillo 
usar en su lugar funciones seno y coseno para cada frecuencia. Recordemos que 

cos (c et + 0) = (cos 0 cos «t — sen 0 sen art) (50.1) 


«(tv 


y como 0 es una constante, cualquier oscilaciôn sinusoidal de frecuencia m se puede 
escribir como suma de un término con cos a>t y otro término con sen a>t. 

Concluimos, entonces, que cualquier funciôn f(t) periôdica con periodo T se 
puede escribir matemâticamente en la forma 

/(O = a 0 

+ a i cos ut + b i sen ut 
+ a 2 cos 2 ut + b 2 sen 2 ut 
+ a 3 cos 3 ut + b 3 sen 3ut 
+ ... + ... (50.2) 

donde w = 2nlT y las a y b son constantes numéricas que nos dicen cuânto de 
cada oscilaciôn componente estâ présente en la oscilaciôn f(t). Hemos puesto el tér¬ 
mino a 0 de “frecuencia cero” para que nuestra formula sea completamente general, 
aunque corrientemente es cero para una nota musical. Représenta una desviaciôn 
del valor promedio (es decir, el nivel “cero”) de la presiôn de sonido. Con él nuestra 
formula se puede aplicar a cualquier caso. La igualdad de la ecuaciôn (50.2) estâ 
representada esquemâticamente en la figura 50-2. (Se debe escoger convenientemente 
las amplitudes a n y b n de las funciones armônicas.- Estân mostradas esquemâtica¬ 
mente y sin una escala particular en la figura.) La sérié (50.2) se llama sérié de Fou¬ 
rier de f(t). 





Fig. 50-2. Cualquier funciôn periôdica 
fit) es igual a una suma de funciones armô¬ 
nicas simples. 

Hemos dicho que cualquier funciôn periôdica se puede construir de este modo. 
Deberiamos corregir eso y decir que cualquier onda de sonido, o cualquier funciôn 
de las que ordinariamente encontramos en fisica se puede construir mediante tal 
suma. Los matemâticos pueden inventar funciones que no se pueden construir a 
partir de funciones armônicas simples -por ejemplo, una funciôn que tiene una 
“vuelta hacia atrâs”-, ;de modo que tiene dos valores para algunos valores de t! 
No tenemos por qué preocuparnos de esas funciones aqui. 

50-3 Timbre y consonancia 

Ahora estamos en condiciones de describir qué es lo que détermina el “timbre” 
de una nota musical. Es la cantidad relativa de los diversos armônicos -los valores 
de las a y b-. Una nota con el primer armônico solamente es una nota “pura”. Una 

nota 
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con muchos armônicos fuertes es una nota “rica”. Un violin produce una proporciôn 
de armônicos diferente de la que produce un oboe. 

Podemos “fabricar” diversas notas musicales si conectamos diversos “oscilado- 
res” a un altoparlante. (Un oscilador produce corrientemente una funciôn armônica 
simple casi pura.) Deberiamos escoger las frecuencias de los osciladores de manera 
que sean <o, 2a>, 3 a>, etc. Ajustando entonces el control de volumen de cada osci¬ 
lador, podemos anadir cualquier cantidad que deseemos de cada armônico —y por 
consiguiente producir notas de diferente timbre-. Un ôrgano eléctrico trabaja de un 
modo parecido. Las “tecks” seleccionan la frecuencia del oscilador fundamental 
y las “clavijas” son Hâves que controlan la proporciôn relativa de los armônicos. 
Usando estas Hâves se puede hacer que el ôrgano suene como una flauta, un oboe 
o un violin. 

Es interesante que para producir taies notas “artificiales” necesitamos sola- 
mente un oscilador para cada frecuencia —no necesitamos osciladores separados 
para las componentes seno y coseno. El oido no es muy sensible a las fases relati- 
vas de los armônicos. Presta atenciôn principalmente al total de las partes seno y co¬ 
seno de cada frecuencia. Nuestro anàUsis es màs exacto de lo necesario para ex- 
plicar el aspecto subjetivo de la mûsica. Sin embargo, la respuesta de un micrôfono 
o de cualquier otro instrumente fisico si dépende de las fases y nuestro anàlisis com¬ 
pléta se puede necesitar para tratar taies casos. 

El “timbre” de un sonido hablado también détermina los sonidos de vocales que 
reconocemos en el lenguaje. La forma de la boca détermina las frecuencias de los 
modos naturales de vibraciôn del aire en la boca. Algunos de estas modos se ponen 
en vibraciôn mediante las ondas de sonido provenientes de las cuerdas vocales. De 
manera que las ampütudes de algunos de los armônicos del sonido se aumentan res¬ 
pecta a otras. Cuando cambiamos la forma de nuestra boca, damos preferencia a 
armônicos de frecuencias diferentes. Estas efectos cuentan para la diferencia entre un 
sonido “e-e-e” y un sonido “a-a-a”. 

Todos sabemos que un sonido vocal particular -“e-e-e”, digamos— aûn “suena 
como” la misma vocal, ya lo digamos (o cantemos) en un tono alto o bajo. Del me- 
canismo que describimos, esperariamos que se acentuasen frecuencias particulares 
cuando colocamos nuestra boca para una “e-e-e" y que no cambiasen cuando nos- 
otros cambiamos el tono de nuestra voz. Asi, la relaciôn de los armônicos importan¬ 
tes al fundamental -esta es, el “timbre”- cambia cuando nosotros cambiamos el 
tono, Aparentemente el mecanismo mediante el cual reconocemos el lenguaje no se 
basa en relaciones armônicas especificas. 


iQué diriamos ahora acerca del descubrimiento de Pitâgoras? Comprendemos 
que dos cuerdas semejantes con longitudes en la proporciôn de 2 a 3 tendrân fre¬ 
cuencias fundamentales en la proporciôn de 3 a 2. Pero, ôpor qué deberian “sonar 
agradable” juntas? Quizâs deberiamos buscar la explicaciôn en las frecuencias de los 
armônicos. El segundo armônico màs bajo de la cuerda màs corta tendrâ igual fre¬ 
cuencia que el tercer armônico de la cuerda màs larga. (Es fâcil demostrar -o creer- 
que una cuerda pulsada produce con mucha intensidad los diversos armônicos màs 
bajos.) 

Quizàs deberiamos dar las siguientes réglas. Las notas son consonantes cuando 
tienen armônicos de la misma frecuencia. Las notas son disonantes si sus armônicos 
superiores tienen frecuencias cercanas, pero lo bastante separadas para que haya 


pulsaciones râpidas entre las dos. Por qué las pulsaciones no suenan agradables y 
por qué los unisonos de los armônicos superiores suenan agradables es algo que no 
sabemos définir o describir. No podemos decir a partir de este conocimiento de lo 
que suena bien, lo que debena, por ejemplo, oler bien. En otras palabras, nuestro co¬ 
nocimiento de ello no es algo màs general que el aserto de que cuando estàn al uni- 
sono suenan bien. No nos permite deducir nada màs que las propiedades de la ar- 


Es fâcil comprobar las relaciones armônicas que hemos descrito mediante algu¬ 
nos expenmentos sencillos con el piano. Llamemos a los très do sucesivos por la mitad 
del teclado do„ do 2 , do 3 , y a los sol inmedktamente superiores, sol,, sol,, sol,. En¬ 
tonces tendremos las frecuencias relativas fundamentales como sigue: 


do,-2 

do,-4 


sol,- 

sol 2 - 


3 

6 


do ,-8 so 1 3 -12 


Estas relaciones armônicas se pueden demostrar en la siguiente forma: Supongan 
que presionamos do 2 despacio -de esa manera no suena, pero hacemos que el amor- 
tiguador se levante- Si entonces hacemos sonar do, producirà su fundamental pro- 
pio y algunos armomcos secundarios. El segundo armônico pondrâ en vibraciôn las 
cuerdas de do 2 . Si soltamos do, (presionando aûn do 2 ) el amortiguador detendrà la 
vibraciôn de las cuerdas de do„ y podemos oir (suavemente) la nota do, que se va 
apagando. De un modo semejante, el tercer armônico de do, puede causar una vibra- 
ci°n V® so î?- ° f sext0 de do, (haciéndose ahora mucho màs débil) puede ocasionar 
una vibraciôn del fundamental de sol 3 . 

Se obtiene un resultado algo diferente si presionamos sol, con cuidado y hace¬ 
mos sonar do 2 . El tercer armônico de do 2 corresponderâ al cuarto armônico de 
sol,, por lo que solamente se excitarà el cuarto armônico de sol,. Podemos oir (si 
escuchamos de cerca) el sonido de sol 3 jque està dos octavas por encima del sol, 
que hemos apretado! Es fâcil imaginar otras combinaciones para este juego. 


Podemos senalar de paso que la escala mayor se puede définir justamente me- 
diânte la condicion de que los très acordes mayores (fa-la-do), (do-mi-sol) y (sol-si¬ 
re) representen cada uno secuencias de notas con la relaciôn de frecuencias (4:5: 6). 
Estas relaciones -ademàs del hecho de que una octava (do, -do 2 , si, - si,, etc.) tie- 
ne la relaciôn 1:2- détermina la escala total para el caso “idéal”' 0 sea para lo que 
se llama “entonaciôn justa”. Los instrumentas de teclado como el piano no se afi- 
nan usualmente asi, pero se hace un poco de "fraude" para que las frecuencias sean 
aproximadamente correctas para todos los posibles tonos de partida posibles. Para 
esta afinaciôn, que se llama “templado”, la octava (aun 1 : 2) se divide en 12 interva- 
los iguales para los cuales la relaciôn de frecuencia es (2) 2/i: . Una quinta y a no tie- 
ne la relaciôn de frecuencia 3 / 2 , sino 2 7 12 = 1 499, que aparentemente es bastante 
aproximada para la mayoria de los oidos. 


Hemos establecido una régla de consonancia en términos de la coincidencia de 
armomcos. <,Es quizàs esta coincidencia la razôn de que dos notas sean consonan¬ 
tes . Un investigador ha sostemdo que dos notas puras -notas fabricadas cuidadosa 
mente para estar libres de armônicos- no dan las sensaciones de consonancia o di- 

sonancia cuando 


50-5 


50-6 



las frecuencias relativas estân colocadas en o cerca de las relaciones esperadas. 
(Taies expérimentas son dificiles porque es dificil fabricar notas puras por motivos 
que mâs adelante veremos.) Aün no podemos estar seguros de si el oido estâ aparean- 
do armônicos o haciendo aritmética cuando nosotros decidimos que nos agrada un 
sonido. 

50-4 Coeficientes de Fourier 

Volvamos ahora a la idea de que cualquier nota -esta es, un sonido periôdico— 
se puede representar mediante una combinaciôn apropiada de armônicos. Querria- 
mos demostrar cômo podemos encontrar que cantidad se requiere de cada armôni- 
co. Es fâcil, naturalmente, calcular f(t) usando la ecuaciôn (50.2), si se nos da 
todos los coeficientes a y b. La cuestiôn es ahora: si se nos da f(t), <,cômo podemos 
conocer cuàles deberian ser los coeficientes de los diversos términos armônicos? 
(Es fàcil hacer una torta siguiendo una receta; pero, ^podémos escribir la receta si 
se nos da la torta?). 

Fourier descubriô que en realidad no era muy dificil. El término a 0 es fàcil. Aca- 
bamos de decir que es justamente el valor promedio de f(t) en un periodo (desde 
t = 0 hasta t = T). Podemos ver que esta es realmente asi. El valor medio de una 
funciôn seno o coseno sobre un periodo es cero. Sobre dos, o très, o cualquier nu¬ 
méro entero de periodos, también es cero. Por lo que el valor medio de todos los 
términos del segundo miembro de la ecuaciôn (50.2) es cero, excepta para a 0 . (Re- 
cuerden que debemos tomar o) = 2n/T.) 

Ahora bien, el promedio de una suma es la suma de los promedios. Por lo que el 
promedio de f(t) es solamente el promedio de a 0 . Pero a 0 es una constante, por lo 
que su promedio es justamente su valor. Recordando la definiciôn de promedio, te- 
nemos 

r T 

ao = fJo Ât)dt ' (50-3) 

Los otros coeficientes son solamente un poquito mâs dificiles. Para encontrarlos 
podemos usar un truco descubierto por Fourier. Supongan que multiplicamos los 
dos miembros de la ecuaciôn (50.2) por alguna funciôn armônica —por cos 7 (ot di- 
gamos- Tenemos entonces 

/(O • cos lut = a 0 - cos lut 

+ ai cos ut ■ cos 7 ut + b\ sen ut ■ cos lut 

+ a 2 cos lut • cos lut + ô 2 sen 2ut ■ cos lut 

+ ... + ... 

+ a 7 cos lut • cos lut + b 7 sen 7 ut • cos lut 

+ ■■■ +■■■ (50.4) 

Ahora, promediemos ambos miembros. El promedio de a 0 cos la>t sobre el tiempo 
T es proporcional al promedio de un coseno sobre 7 periodos enteros. Pero esta es 
justamente cero. El promedio de casi todos los términos restantes también es cero. 
Consideremos el 
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término a,. Sabemos, en general, que 


(50.5) 


cos A cos B = J cos (A + B) + § cos (A — B). 

El término a, se convierte en 

iai(cos8wr + coséw/)- (50.6) 

Tenemos entonces dos cosenos, uno con 8 periodos complétas en T y el otro con 6. 
Ambos promedian cero. El promedio del término a, es por lo tanta cero. 

Para el término a 2 , encontrariamos a 2 cos 9 tôt y a 2 côs 5 cot, cada uno de los 
cuales también promedia cero. Para el término a 9 , encontrariamos cos 16 oj/ y cos 
(-2oit). Pero cos (-2 cot) es igual a cos 2a>t, por lo que los dos tienen promedio cero. 
Résulta claro que todos los términos en a tendrân un promedio cero, excepto uno. 
Y éste es el término a v Para él tenemos 


ia 7 ( cos 14 ut + cosO). (50.7) 

El coseno de cero es uno y su promedio, naturalmente, es uno. Por lo que résulta 
que el promedio de todos los términos en a de la ecuaciôn (50.4) es igual a ^ a 7 . 

Los términos en b son aûn màs fâciles. Cuando multiplicamos por cualquier 
término en coseno tal como cos ncot, podemos demostrar siguiendo el mismo mé- 
todo, que todos los términos en b tienen el valor promedio de cero. 

Vemos que el “truco” de Fourier ha actuado como una criba. Cuando multi¬ 
plicamos por cos lo)t y promediamos, todos los términos desaparecen excepto a 2 
y encontramos que 

promedio de [/TO-cos lo>t\ = a 7 /2. (50.8) 

o sea 

a-, = - J f(t) ■ cos lut dt. (50.9) 

Dejaremos que el lector demuestre que el coeficiente b 2 se puede obtener multi- 
plicando la ecuaciôn (50.2) por sen lojt y promediando ambos miembros. El resul- 
tado es 

b 7 = ÿ / f{t) ■ sen lut dt. (50.10) 

Ahora bien, lo que es verdad para 7 esperamos que sea verdad para cualquier 
entero. Por ello, podemos resumir nuestra demostraciôn y nuestro resultado en la si- 
guiente forma matemàtica màs elegante. Si m y n son enteros distintos de cero, y si 
u) — 2n/T, entonces 



mut dt = 0. 


> mut dt 

mut dt 



(50.11) 

(50.12) 


III. 
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IV. f(t) = a 0 

+ ^2 a n cos nut + ^ b„ sen mat. 

(50.13) 

v - «•-?/ 

■ T 

) m • dt. 

1 

(50.14) 


•T 

f(t) • cos nut dt. 

0 

(50.15) 


• T 

f(t) • sen nut dt. 

0 

(50.16) 


En capitulos anteriores fue conveniente usar notaciôn exponencial para repre- 
sentar un movimiento armônico simple. En lugar de cos ait usamos Re la parte 
real de la funciôn exponencial. Hemos usado funciones seno y coseno en este capi- 
tulo porque hace un poco mâs claras quizâs las derivaciones. S in embargo, nuestro 
resultado final de la ecuaciôn (50.13) se puede escribir en la forma compacta 

f(t) = Re J â n e inat , (50.11) 

donde â n es el numéro complejo a„-ib„ (con b 0 = 0). Si deseamos usar la misma 
notaciôn en todo el proceso, podemos escribir también 

°n = T f o f(t)e- inal dt (n > 1). (50.18) 

Ahora sabemos cômo "analizar” una onda periôdica en sus componentes armô- 
nicas. El procedimiento se llama anâlisis de Fourier y los términos por separado se 
llaman componentes de Fourier. No hemos demostrado, sin embargo, que una vez 
que hemos encontrado y sumado todas las componentes de Fourier, obtenemos nue- 
vamente nuestra f(t). Los matemâticos han demostrado, para una amplia gama de 
funciones y en realidad para todas aquellas que son de interés para los fisicos, que si 
podemos hacer las intégrales obtenemos de nuevo f(t). Hay una pequena excepciôn. 
Si la funciôn f(t) es discontinua, esto es, si salta de repente de un valor a otro, la 
suma de Fourier darâ un valor en el punto de ruptura a medio camino entre el valor 
superior e inferior de la discontinuidad. Asi, si tenemos la extrana funciôn f(t) = 0, 
0 <; t < t 0 y f(t) = 1 para t 0 < t <. T, la suma de Fourier darâ el valor correcto en 
todos los puntos excepto en t 0 , donde tendrà el valor { en lugar de 1. No es bastan- 
te fisico, de todas formas, insistir en que una funciôn debe ser cero hasta t 0 y 1 
exactamente en t 0 . Por lo que quizâs deberiamos dar la “régla” para los fisicos de 
que cualquier funciôn discontinua (que solamente puede ser una simplificaciôn de 
una funciôn fisica real) se deberia définir con el valor del punto medio de cada dis¬ 
continuidad. Entonces, cualquier funciôn parecida —con cualquier nümero finito de 
taies saltos- asi como todas las otras funciones fisicamente interesantes, estân dadas 
correctamente por la suma de Fourier. 

Como ejercicio, sugerimos que el lector détermine la sérié de Fourier de la fun¬ 
ciôn mostrada en la figura 50-3. Como la funciôn no se puede escribir en una 
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forma algebraica explicita, no podrân hacer las intégrales desde cero hasta t en la 
forma corriente. Sin embargo, las intégrales son fâciles si las separamos en dos par¬ 
tes: la intégral desde cero hasta Tl 2 (donde f(t) = 1) y la intégral desde T/2 
hasta T (donde f(t) = -1). El resultado debe ser 


/(/) = 1 (sen ut + §sen 3 ut + | sen 5 ut +• ■ •), (50.19) 

con a) — 2n/T. Encontramos asi que nuestra onda cuadrada (con la fase particular 
escogida) tiene solamente armônicos impares y sus amplitudes estân en proporciôn 
inversa a sus frecuencias. 


Fig. 50-3. Funciôn onda cuadrada 
f(t) = + 1 para 0 < t < f/2, 
fit) = -1 para T/2 <t< T. 

Comprobemos que la ecuaciôn (50.19) nos da verdaderamente f(t) de nuevo 
para algün valor de t. Escojamos t = T/4, o sea a>t x n/2. Tenemos 

f(t) = ^ ( sen f + 5 sen 5 SCn T + ' ‘ (50.20) 

-ï(‘-5 + 5-î+ -)• < 5 °' 2 '> 

La sérié* tiene el valor n/4 y encontramos que f(t) = 1. 

50-5 Teorema de la energia 

La energia de una onda es proporcional al cuadrado de su amplitud. Para una 
onda de forma compleja, la energia en un periodo serâ proporcional a j 0 r f 2 (t)dt. 
También podemos relacionar esta energia con los coeficientes de Fourier. Escribimos 


J o f 2 0) dt = a 0 + a n cos nul + ^ b n sen met dt. (50.22) 


* La sérié se puede evaluar del siguiente modo. Primero observamos que |J|dx/(l + x 2 )l tarr'x. 
En segundo lugar, desarrollamos el integrando en sérié: 1 /(I + x 2 ) = 1 - x 2 + ÿ -x* + ... Integramos 
la sérié término a término (desde cero a x) para obtener tan 1 x = I - jr 3 / } + x 5 /, - x 1 /, + ... Hacien- 
do x = 1, tenemos el resultado establecido, puesto que tan -1 I = W4. 
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Cuando desarrollamos el cuadrado del corchete obtendremos todos los dobles pro- 
ductos posibles, taies como a 5 cos 5 a>t b n cos lait. Hemos demostrado antes, sin 
embargo [Ecs. (50.11) y (50.12)], que las intégrales de todos esos términos sobre un 
periodo son cero. Hemos dejado solamente los términos cuadràticos como afcos 2 5cuf. 
La intégral de cualquier coseno o seno al cuadrado sobre un periodo es igual a T/2, 
por lo que obtenemos 

J f\t) clt = Ta% + ~ (a? + al + ■ • • + b\ + b\ + • • •) 

= Tal + \ É (°n + bl). (50.23) 

Esta ecuaciôn se llama “teorema de la energia” y dice que la energia total de una 
onda es justamente la suma de las energias de todas las componentes de Fourier. 
Por ejemplo, aplicando este teorema a la sérié (50.19) y puesto que \f(t)V = 1 obte¬ 
nemos 



de donde aprendemos que la suma de los cuadrados de los inversos de los numéros 
enteros impares es n 2 /8. De un modo semejante, obteniendo primero la sérié de 
Fourier para la funciôn y usando el teorema de la energia podemos probar que 
1 + 1 /2 4 + 1 /3 4 + ... es 7 t 4 /90, resultado que necesitâbamos en el capitulo 45. 


50-6 Respuestas no lineales 

Finalmente, hay un fenômeno importante en la teoria de los armônicos que se 
debe senalar a causa de su importancia pràctica -el de los efectos no lineales- En 
todos los sistemas que hemos estado considerando hasta ahora, hemos supuesto que 
todo era lineal, que. las respuestas a las fuerzas, digamos los desplazamientos o las 
aceleraciones, eran siempre proporcionales a las fuerzas. O que las corrientes en los 
circuitos eran proporcionales a los voltajes, etc. Queremos considerar ahora casos 
donde no hay una estricta proporcionalidad. Consideramos, por el momento, algûn 
dispositivo en el que la respuesta, que llamaremos ,v sal al tiempo t, esta determinada 
por la entrada .v em al tiempo t. Por ejemplo, x ent podria ser la fuerza y x sa) podria ser el 
desplazamiento. O .v em podria ser la corriente y x sal el voltaje. Si el dispositivo es lineal, 
tendriamos 


x s Jt) = Kx e Jt) 

donde K es una constante independiente de t y de x ent . Supongan, sin embargo, que 
el dispositivo es casi. pero no exactamente, lineal, de modo que podamos escribir 

x s Jt) = K[x mt (t) + £X 2 ent ff)], 

donde i es pequeno frente a la unidad. Las grâficas de la figura 50-4 muestran res¬ 
puestas lineales y no lineales. 
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<•> Lineal (»> No lineal 

Sal. Ent * *Sal. ^Ënt/^Ent. 

Fig. 50-4. Respuestas lineal y no 
lineal. 



Fig. 50-5. Respuesta de un disposi¬ 
tivo no lineal a la entrada cos ut. Para 
comparar se muestra una respuesta lineal. 


Las respuestas no lineales tienen muchas consecuencias pràcticas importantes. 
Ahora discutiremos algunas de ellas. En primer lugar, consideramos lo que sucede 
si apücamos una nota pura a la entrada. Hacemos x em = cos eut. Si representamos 
Xsai en funciôn del tiempo, obtenemos la curva continua que muestra la figura 50-5. 
La curva de tr&zos da, por comparaciôn, la respuesta de un sistema lineal. Vemos 
que la salida ya no es una funciôn coseno. Es mâs aguda arriba y mâs llana abajo. 
Decimos que la salida esta distorsionada. Sabemos, sin embargo, que fal onda ya no 
es mâs una nota pura, que tendrâ armônicos. Podemos encontrar cuâles son los 
armônicos. Usando x em = cos eut con la ecuaciôn (50.25), tenemos 


*sai= K(cosut + €cos 2 a>0- (50.26) 

De la igualdad cos 2 0 =.4(1 - cos 20), tenemos 

•*sai = K ^cos ut + | | cos 2ut^ ■ (50.27) 

La salida no solo tiene una componente a la frecuencia fundamental, que estaba pré¬ 
sente a la entrada, sino que también tiene algo de su segundo armônico. También ha 
aparecido a la salida un término constante K(i /2) que corresponde al corrimiento 
del valor medio, mostrado en la figura 50-5. El proceso de producir un corrimiento 
del valor promedio se llama rectifïcaciôn. 

Una respuesta no lineal rectificarà y producirà armônicos de las frecuencias de 
su senal de entrada. Aunque la falta de linealidad que supusimos produjera sola¬ 
mente segundos armônicos, la falta de linealidad de orden mâs alto -aquéllas que 
tienen términos como x\ nl y x* enl - por ejemplo- producirân armônicos mâs altos 
que el segundo. 

Otro efecto que résulta de una respuesta no lineal es la modulaciôn. Si nuestra 
funciôn de entrada contiene dos (o mâs) notas puras, la salida tendrâ no solamente 
sus armônicos, sino también otras componentes de frecuencia. Hagamos x em = A cos 
(o t l + B cos o> 2 f, donde ahora ca. y œ 2 no se pretende que estén en relaciôn ar- 
mônica. Ademâs del término lineal (que es K por la senal) tendremos 
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una componente a la salida dada por 

x sa ] = Kt{A cos u\t + Bcosu 2 t) 2 (50.28) 

= Ke(A 2 cos 2 uil + B 2 cos 2 o> 2 t + 2AB cos cos u 2 t). (50.29) 

Los dos primeras términos dentro del paréntesis en la ecuaciôn (50.29) son justa- 
mente los que dieron los términos constantes y los segundos armônicos que encon- 
tramos antes. El ùltimo término es nuevo. 

Podemos considerar este nuevo “término cruzado” AB cos eu,/ cos m 2 I de dos 
modos. En primer lugar, si las dos frecuencias son muy diferentes (por ejemplo, 
sia>! es mucho mayor que o> 2 ) podemos considerar que el término cruzado représen¬ 
ta una oscilaciôn cosenoidal de amplitud variable. Esto es, podemos considerar los 
factores en esta forma: 

ABcos wi/cos o> 2 t = C(t) cos wi/, (50.30) 

con 

C(t) = AB cos (j) 2 t. (50.31) 

Decimos que la amplitud de cos co, està modulada con la frecuencia 

Alternativamente, podemos escribir el término cruzado en otra forma: 

AB COS Mit COS W 2 t = [COS (toi + C02 )t + COS (C0j — CÜ2)/J. (50.32) 

Ahora diriamos que se han producido dos nuevas componentes, una a la frecuencia 
suma (w, + ù) 2 \ otra a la frecuencia diferencia (w 1 -w 2 ). 

Tenemos dos modos diferentes, pero équivalentes, de considerar el mismo re- 
sultado. En el caso especial en que w,> co 2 , podemos relacionar estos dos puntos 
de vista diferentes senalando que como (eu, + o> 2 ) y (a», -to 2 ) son prôximas espe- 
rariamos observar pulsaciones entre ellas. Pero estas pulsaciones tienen solamente 
el efecto de modular la amplitud de la frecuencia promedioio^ en la mitad de la 
frecuencia diferencia 2 oj 2 . Vemos entonces por qué las dos descripciones son équi¬ 
valentes. 

En resumen, hemos encontrado que una respuesta no lineal produce varios efec- 
tos: rectificaciôn, generaciôn de armônicos y modulaciôn o generaciôn de compo¬ 
nentes con las frecuencias suma y diferencia. 

Deberiamos notar que todos estos efectos (Ec. 50.29) son proporcionales no 
solamente al coeficiente de falta de linealidad £, sino también al producto de dos 
amplitudes -bien A 2 , bien B 2 , bien AB-. Es deesperar que estos efectos sean mucho 
màs importantes para las seriales fuertes que para las débiles. 

Los efectos que hemos estado describiendo tienen muchas aplicaciones prâcti- 
cas. En primer lugar, respecto al sonido, se créé que el oido no es lineal. Se créé que 
esto explica el hecho de que con los sonidos fuertes tenemos la sensaciôn de que 
oimos armônicos y también frecuencias suma y diferencia aunque las ondas sonoras 
contengan solamente notas puras. 

Los componentes que se usan en equipos de reproducciôn de sonido -ampli- 
ficadores, altoparlantes, etc.- siempre tienen algo de falta de linealidad. Producen 
distorsiones en 


el sonido —generan armônicos, etc.- que no estaban présentes en el sonido original. 
El oido oye estas nuevas componentes, que son aparentemente objetables. Es por 
esta razôn que los equipos “Hi-Fi” estàn disenados para que sean lo mâs lineales 
posible. (Por qué la falta de linealidad del oido no es objetable del mismo modo, 
o cômo sabemos que la falta de linealidad esta en el altoparlante y no en el oido, 
;no estâ claro!) 

Las faltas de linealidad son muy necesarias y, en la realidad, se hacen inten- 
cionalmente grandes en ciertas partes de los equipos radiotransmisores o receptores. 
En un transmisor AM la senal “voz” (con frecuencia de algunos kilociclos por se- 
gundo) se combina con la senal “portadora” (con una frecuencia de algunos mega- 
ciclos por segundo) en un circuito no lineal llamado modulador, para producir la 
oscilaciôn modulada que se transmite. En el receptor, las componentes de la senal 
recibida alimentan un circuito no lineal que combina las frecuencias suma y dife¬ 
rencia de la portadora modulada para generar de nuevo la senal voz. 

Cuando discutimos la transmisiôn de la luz, supusimos que las oscilaciones in- 
ducidas de cargas eran proporcionales al campo eléctrico de la luz -que la respuesta 
era lineal- Esto es en verdad una aproximaciôn muy buena. Ha sido solamente en 
los ültimos anos que se ha disenado fuentes de luz (làseres) que producen una in- 
tensidad de luz lo bastante fuerte como para que se pueda observar los efectos no 
lineales. Ahora es posible generar armônicos de las frecuencias de la luz. Cuando 
una luz raja intensa atraviesa un trozo de vidrio, jsale un poquito de luz azul -se¬ 
gundo armônico! 
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Ondas 


51-1 Ondas de proa 51-3 Ondas en sôlidos 

51-2 Ondas de choque 51-4 Ondas superficiales 


51-1 Ondas de proa 

Aunque hemos terminado nuestro anàlisis cuantitativo de las ondas, este capi- 
tulo adicional sobre el tema estâ destinado a dar cierta vision cualitativa de diversos 
fenômenos asociados con las ondas, los cuales son demasiado complicados como 
para analizarlos en detalle aqui. Como hemos estado tratando ondas durante varios 
capitulos, un nombre màs apropiado del tema séria “algunos de los fenômenos màs 
complejos asociados con las ondas”. 


Fig. 51-1. El trente de onda de choque 
yace sobre un cono con vértice en la fuente y 
semiabertura 6 = arc sen c 0 /v. • 

El primer tôpico a discutir se refiere a los efectos producidos por una fuente de 
ondas que se mueve a una velocidad mayor que la de la onda, o velocidad de fase. 
Consideremos primera ondas que tienen una velocidad definida, tal como el sonido 
y la luz. Si tenemos una fuente de sonido moviéndose a una velocidad mayor que la 
del sonido, ocurre algo asi: supongan que en cierto momento se généra una onda 
sonora en la fuente en el punto x, de la figura 51-1; entonces, en el instante 
siguiente, a medida que la fuente se traslada hasta x 2 la onda proveniente de x, se 
expande hasta un radio r, menor que la distancia recorrida por la fuente; y por su- 
puesto, otra onda sale de x 2 . Cuando la fuente de sonido se ha movido aûn màs, 
hasta x 3 , y una onda estâ saliendo alli, la onda proveniente de x 2 se ha expandido 
ahora hasta r 2 y la proveniente de x, hasta r 3 . 
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Naturalmente, la cosa ocurre continuamente, no a saltos, y en consecuencia tenemos 
una sérié de ondas circulares con una recta tangente comun que pasa por el centra 
de la fuente. Vemos que en vez de una fuente que généra ondas esféricas, como ocu- 
rriria si estuviese quieta, généra un frente de onda que forma un cono en très dimen- 
siones, o un par de rectas en dos dimensiones. El ângulo del cono es muy fâcil de 
hallar ' Durante un intervalo dado de tiempo la fuente se mueve cierta distancia, 
digamos que x 2 -x v proporcional a v, velocidad de la fuente. Mientras tanto, el fren¬ 
te de onda se ha movido una distancia r 3 proporcional a c 0 , velocidad de la onda. En 
consecuencia es évidente que el semiângulo de abertura tiene un seno igual al cocien- 
te entre la velocidad de las ondas y la velocidad de la fuente, y este seno tiene solu- 
ciôn solamente si c 0 es menor que v, o sea que la velocidad del objeto es mayor que 
la de la onda: 

sen 6 — —• (51-D 

Entre paréntesis, aunque hemos supuesto implicitamente que es necesario tener 
una fuente de sonido, résulta, y esto es muy interesante, que una vez que el objeto 
se mueva màs râpidamente que el sonido, producirà sonido. Esto es, no es necesario 
que tenga un caràcter vibracional con cierto tono. Cualquier objeto que se mueva en 
un medio con una velocidad mayor que la velocidad a la cual el medio transporta 
ondas, generarâ ondas a cada lado, automâticamente, simplemente por el movimien- 
to mismo. Esto es sencillo en el caso del sonido, pero también ocurre en el caso de 
la luz. A primera vista se podria pensar que nada se puede mover màs ràpido que la 
luz. Sin embargo, la luz tiene en el vidrio una velocidad de fase menor que la velo¬ 
cidad de la luz en el vacio y es posible disparar una particula cargada de energia 
muy alta a través de un bloque de vidrio de modo que la velocidad de la particula 
sea cercana a la velocidad de la luz en el vacio, mientras que la velocidad de la luz 
en el vidrio puede ser solo \ de la velocidad de la luz en el vacio. Una particula 
que se mueve màs ràpido que la luz en el medio producirà una onda cônica de luz 
con vértice en la fuente, como la onda de la estela de un bote (que en realidad pro- 
viene del mismo efecto). Midiendo el ângulo del cono, podemos determinar la veloci¬ 
dad de la particula y es uno de los métodos 



Fig. 51-2. Onda de choque inducida en 
un gas por un proyectil que se mueve màs 
ràpido que el sonido. 
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para determinar su energià en la investigaciôn de alta energia. Todo lo que se nece- 
sita medir es la direcciôn de la luz. 

Esta luz se llama a veces radiaciôn de Çerenkov porque Çerenkov fue el primero 
en observarla. Franck y Tamm analizaron teôricamente cuâl deberia ser la intensi- 
dad de esta luz. El Premio Nobel de Fisica 1958 fue otorgado conjuntamente a los 
très por este trabajo. 

La situaciôn correspondiente en el caso del sonido estâ ilustrada en la figura 
51-2, que es una fotografia de un objeto moviéndose a través de un gas con una 
velocidad mayor que la velocidad del sonido. Las variaciones de presiôn producen 
una variaciôn del indice de refracciôn y con un sistema ôptico apropiado es posible 
hacer visibles los bordes de las ondas. Vemos que el objeto que se mueve mâs 
ràpido. que el sonido produce, verdaderamente, una onda cônica. Pero una observa- 
ciôn màs atenta révéla que en realidad la superficie es curva. Es recta asintôticamen- 
te, pero es curva cerca del vértice, y tenemos ahora que discutir cômo puede ser 
esto, lo cual nos lleva al segundo tôpico de este capitulo. 



Fig. 51-3. "Instanténeas" del trente de onda en instantes sucesivos de tiempo. 


51-2 Ondas de choque 

A menudo, la velocidad de las ondas dépende de la amplitud; en el caso del so¬ 
nido la velocidad dépende de la amplitud en la siguiente forma. Un objeto que se 
mueve en el aire, tiene que apartar a este de su camino, por lo que la perturbaciôn 
producida en este caso es una especie de escalôn de presiôn, siendo la presiôn mâs 
alta detrâs del frente de onda que en la région no perturbada que atin no ha alcan- 
zado la onda (que se mueve a velocidad normal, digamos). Pero el aire dejado atrâs 
después que pasa el frente de onda, se ha comprimido adiabàticamente y en conse- 
cuencia la temperatura aumenta. Ahora bien, la velocidad del sonido aumenta con la 
temperatura, por lo que en la région que estâ detrâs del salto, la velocidad es mayor 
que en el aire que estâ al frente. Esto implica que cualquier otra perturbaciôn que 
se haga detrâs de este escalôn, digamos que empujando continuamente el cuerpo, o 
cualquier otra perturbaciôn, se moverâ mâs ràpido que el frente, aumentando la velo- 
cidad con el aumento de presiôn. La figura 51-3 ilustra la situaciôn, con algunas 
pequenas protuberancias de presiôn agregadas al perfil de presiôn para ayudar a vi- 
sualizar. Vemos que las regiones de mayor presiôn en la parte posterior sobrepasan 
el frente con el transcurrir del tiempo, hasta que finalmente la onda de compresiôn 
desarrolla un frente bien definido. Si la intensidad es muy alta, “finalmente’ - 
significa repentinamente; si es màs bien débil, tarda mucho tiempo; tanto que, puede 
ocurrir que el sonido se difunda y se extinga antes de que tenga tiempo de desarro- 
llar este frente. 

Los sonidos que hacemos al hablar son extremadamente débiles respecto a la 
presiôn atmosférica —solo 1 en un millôn mâs o menos—. Pero para variaciones de 
presiôn del orden de una atmôsfera, la velocidad de la onda aumenta en alrededor 
de 20 por 100 y el frente de onda 


se hace bien definido con una rapidez correspondientemente alta. Es de presumir 
que nada ocurre en la naturaleza injïnitamente ràpido, y lo que llamamos frente 
“bien definido” tiene, en realidad, un pequenisimo espesor; no es infinitamente abrup¬ 
to. Las distancias sobre las cuales varia son del orden de un camino libre medio, 
para las cuales la teoria de la ecuaciôn de onda comienza a fallar porque no hemos 
considerado la e-structura del gas. 

Ahora bien, refiriéndonos de nuevo a la figura 51-2, vemos que se puede com- 
prender la curvatura si nos damos cuenta que cerca del vértice las presiones son 
mayores de lo que son mâs atrâs, por lo que el ângulo 9 es mayor. Esto es, la curva 
es el resultado del hecho de que la velocidad dépende de la intensidad de la onda. 
Por consiguiente la onda producida por la explosion de una bomba atômica viaja por 
un corto tiempo a una velocidad mucho mâs alta que la del sonido, hasta que esta tan 
alejada que es debilitada por la difusiôri, a tal punto, que el pico de presiôn es 
pequeno comparado con la presiôn atmosférica. La velocidad de la perturbaciôn se 
aproxima a la velocidad del sonido en el gas donde se propaga. (Entre paréntesis, 
siempre résulta que la velocidad de la onda de choque es mâs alta que la velocidad 
del sonido en el gas que estâ delante, pero es mâs baja que la velocidad del sonido 
en el gas que estâ atrâs. Es decir, los impulsos provenientes de atrâs llegarân al 
/ frente, pero éste avanza hacia el medio en el cual se mueve con velocidad mayor que 

la velocidad normal de las seriales. Asi, pues, no se puede saber acûsticamente que la 
onda estâ viniendo hasta que es demasiado tarde. La luz proveniente de la bomba 
llega primero, pero no se puede saber que viene la onda de choque hasta que llega, 
porque no hay senal sonora que la précéda.) 



Este fenômeno, este apilamiento de ondas, es muy interesante, y el punto funda- 
mental del cual dépende es que, después que hay una onda, la velocidad de la onda 
résultante debe ser mayor. El siguiente es otro ejemplo del misrrio fenômeno. Con- 
sideren agua corriendo por un largo canal de ancho y profundidad finitos. Si a lo 
largo del canal se mueve un piston, o una pared a lo ancho del canal, suficiente- 
mente ràpido, el agua se amontona, tal como la tierra frente a una topadora nivela- 
dora. Supongan ahora que la situaciôn es como muestra la figura 51-4, con un 
escalôn repentino en la altura del agua en algun punto del canal. Se puede demostrar 
que las ondas largas en un canal viajan mâs ràpido en aguas profundas que en 
aguas superficiales. En consecuencia. cualquier nueva perturbaciôn o irregularidad 
en la energia suministrada 
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por el piston se adelanta y se amontona al frente. De nuevo, lo que tenemos final- 
mente es simplemente agua con un frente bien delineado, teôricamente. Sin embargo, 
como muestra la figura 51-4, hay complicaciones. Se ha fotografiado una onda que 
recorre un canal; el piston esta en el extremo derecho del canal. Al principio puede 
que haya aparecido como una onda que se porta bien, como séria de esperar, pero 
mâs adelante en el canal se ha vuelto mâs y màs puntiaguda hasta que ocurriô lo 
que se ha fotografiado. La superficie se revuelve terriblemente a medida que caen 
porciones de agua, pero esencialmente es una elevaciôn bien neta sin ninguna per- 
turbaciôn del agua que està adelante. 

En realidad, el agua es mucho mâs complicada que el sonido. Sin embargo, solo 
para dar un ejemplo de esto, trataremos de analizar la velocidad de esta gran ola en 
un canal. Este punto no tiene ninguna importancia bàsica para nuestros fines —no 
es una gran generalizaciôn- es solamente para dar un ejemplo de que las leyes de la 
mecàmca que ya conocemos son capaces de explicar el fenômeno. 


Fig. 51 -5. Dos secciones transversales de 
una gran ola en un canal, siendo (b) un inter- 
valo At posterior a (a). 

«Imaginen por un momento que el agua tiene mâs o menos el aspecto de la figura 
5 l-5(a), que el agua a la altura màs alta h 2 se mueve con velocidad v y que el frente 
se mueve con velocidad u hacia el agua no perturbada que estâ a la altura h v Que- 
rriamos determinar la velocidad a la que se mueve el frente. En un tiempo At, un 
piano vertical inicialmente en x, se mueve a una distancia vA/ hasta x, mientras el 
frente de la onda se ha movido uAt. 

Apliquemos ahora las ecuaciones de conservaciôn de la materia y del momen- 
tum. En primer lugar la primera: vemos que por unidad de ancho del canal la can- 
tidad h 2 v At de materia que ha pasado por x, (que se muestra rayada) es compensa- 
da por la otra région rayada de magnitud (h 2 - hj u At. Luego, dividiendo por 
At, vh 2 = u(h 2 — h x ). Esto no nos basta, porque aunque tenemos h 2 y h x , no conoce¬ 
mos ni u ni v: estâmes tratando de obtener las dos. 

Ahora el paso siguiente es emplear la conservaciôn del momentum. No hemos 
discutido los problemas de la presiôn del agua, ni nada de hidrodinâmica. pero de 
todos modos estâ claro que la presiôn del agua a una profundidad dada es precisa- 
mente la suficiente como para sostener la columna de agua que estâ por encima. En 
consecuencia, la presiôn del agua es igual a p, densidad del agua. 



multiplicada por g, multiplicada por la profundidad desde la superficie. Como la pre¬ 
siôn aumenta linealmente con la profundidad, la presiôn media sobre el piano que 
està en x,, digamos, es -J pgh 2 , que es también la fuerza media por unidad de ancho 
y por unidad de altura, que empuja el piano hacia x 2 . Por lo tanto multiplicamos 
por otra h 2 para obtener la fuerza total que se ejerce sobre el agua que empuja des¬ 
de la izquierda. Por otro lado, estâ también la presiôn en el agua de la derecha que 
ejerce una fuerza opuesta sobre la région en cuestiôn, que por el mismo tipo de anà- 
lisis es j pgh 2 x . Ahora debemos equilibrar las fuerzas con la rapidez de variaciôn 
del momentum. Asi, pues, tenemos que calcular cuânto momentum en exceso hay en 
la situaciôn (b) de la figura 51-5 respecto al que habia en (a). Vemos que la masa 
adicional que ha adquirido la velocidad v es simplemente ph 2 uAt-ph 2 vAt (por uni¬ 
dad de ancho); multiplicando esta masa por v se obtiene el momentum adicional a 
igualar con el impulso FAt: 

(ph 2 uAt - ph 2 vAt)v = (ipgh 2 - \pgh\)At. 

Si eliminamos v de esta ecuaciôn sustituyendo vh 2 = u(h 2 — h l ) que ya hemos encontra- 
do, y simplificamos, obtenemos finalmenteque tr = gh 2 (h x + hJHhy 

Si la diferencia de alturas es muy pequena, de modo que h x y h 2 son casi iguales, 
esto nos dice que la velocidad = \jgh. Como veremos mâs adelante, esto es verdad 
unicamente si la longitud de onda de la onda es mayor que la profundidad del canal. 

También podriamos haber hecho lo mismo para las ondas sonoras -incluyendo 
la conservaciôn de la energia interna, no la conservaciôn de la entropia porque la 
onda de choque es irréversible-. Verdaderamente, al fijarse si se conserva la energia 
en el problema de la gran ola, se encuentra que la energia no se conserva. Si la dife¬ 
rencia de alturas es pequena, se conserva casi perfectamente, pero tan pronto como 
la diferencia de alturas se hace muy apreciable, hay una pérdida neta de energia. 
Esto se manifiesta como caida de agua con el consiguiente revoltijo mostrado en la 
figura 51-4. 

En las ondas de choque hay una correspondiente pérdida aparente de energia, 
desde el punto de vista de las reacciones adiabâticas. La energia de la onda sonora, 
detrâs de la onda de choque, se transforma en calentamiento del gas después que 
pasa la onda de choque, lo cual corresponde al revoltijo del agua en la ola. Al 
calcular esto résulta para el caso del sonido que son necesarias très ecuaciones 
para la soluciôn, y la temperatura detrâs de la onda de choque no es igual a la 
temperatura al frente, como hemos visto. 

Si tratamos de hacer una ola invertida (h 2 < h t ), encontramos que la pérdida de 
energia por segundo es negativa. Como no hay energia disponible de ninguna parte, 
esa ola no se puede mantener; es inestable. Si formâramos una onda de ese tipo, se 
achataria porque la dependencia de la velocidad con la altura que daba lugar al 
frente bien delineado en el caso discutido, tendria ahora el efecto opuesto. 


51-3 Ondas en sôlidos 

La siguiente clase de ondas a estudiar es la de las ondas mâs complicadas en 
sôlidos. Ya hemos tratado ondas en gases y en liquidos y hay una analogia directa 
con una onda sonora en un sôlido. Si se aplica a un sôlido un golpe repentino, se 
comprime. Résisté la compresiôn y se establece una onda anàloga al sonido. Sin em¬ 
bargo, hay otro tipo de onda posible en un sôlido, y que no es posible 
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en un flüido. Si se déforma un sôlido tirando de él lateralmente (deformaciôn de 
corte) trata de volver a su forma original. Esto es por defïniciôn lo que distingue 
un sôlido de un liquido: si deformamos un liquido (internamente), lo mantenemos 
un minuto para que se calme y luego lo soltamos, se queda asi, pero si tomamos un 
sôlido y lo deformamos, tal como deformar lateralmente un pedazo de gelatina, y 
luego lo soltamos, vuelve a como estaba iniciando una onda de corte que viaja de 
la misma manera que las compresiones. En todos los casos la velocidad de la onda 
de corte es menor que la de las ondas longitudinales. Las ondas de corte son pa- 
recidas, en lo que respecta a sus polarizaciones, a las ondas luminosas. El sonido 
no tiene polarizaciôn, es simplemente como una onda de presiôn. La luz tiene una 
orientaciôn caracteristica perpendicular a su direcciôn de propagaciôn. 

En un sôlido, las ondas son de ambos tipos. Primero, hay una onda de compre- 
siôn anàloga al sonido, que corre a una velocidad. Si el sôlido no es cristalino se 
propagarà una onda de corte polarizada en cualquier direcciôn a una velocidad ca¬ 
racteristica. (Por supuesto que todos los sôlidos son cristalinos, pero si usamos 
un bloque hecho de microcristales en todas las orientaciones posibles, las anisotro- 
pias cristalinas se promedian y desaparecen.) 

Otra pregunta interesante referente a las ondas sonoras es la siguiente: <,qué 
ocurre si la longitud de onda en el sôlido se acorta màs, y màs, y màs? 4 H as ta 
dônde se puede acortar? Es interesante que no se puede hacer màs corta que el es- 
paciamiento entre los âtomos, porque si se supone que hay una onda en la que un 
punto va para arriba y el siguiente para abajo, etc., la longitud de onda màs corta 
posible es evidentemente el espaciamiento atômico. En términos de modos de os- 
cilaciôn decimos que hay modos longitudinales y modos transversales, modos de 
ondas largas, modos de ondas cortas. Cuando consideramos longitudes de onda 
comparables al espaciamiento entre âtomos, las velocidades ya no son constantes: 
hay un efecto dispersivo en el que la velocidad no es independiente del numéro de 
onda. Pero en ültima instancia, el modo de vibraciôn màs alto de ondas transversa¬ 
les séria aquel en que cada âtomo estâ haciendo lo contrario de los âtomos vecinos. 


/ 

por la tierra. Sin embargo, la tierra no es homogénea y las propiedades de presiôn, 
densidad, compresibilidad, etc., varian con la profundidad y en consecuencia la ve¬ 
locidad varia con la profundidad. Entonces las ondas no viajan en linea recta -hay 
una especie de indice de refracciôn y siguen lineas curvas- Las ondas longitudina¬ 
les y las transversales tienen velocidad distinta, por lo que hay soluciones diferentes 
para las diferentes velocidades. En consecuencia, si colocamos un sismôgrafo en al- 
gûn sitio y observamos cômo se sacude después de que ha habido un terremoto en 
alguna parte, no obtenemos simplemente una agitaciôn irregular. Podriamos obtener 
una agitaciôn, luego un aquietamiento, y luego otra agitaciôn -lo que ocurre depen 
de de la ubicaciôn- Si estuviéramos lo bastante cerca, primero recibiriamos ondas 
longitudinales provenientes de la perturbaciôn, y luego, unos instantes màs tarde, 
ondas transversales ya que viajan màs lentamente. Midiendo la diferencia de tiempo 
entre las dos, podemos decir a qué distancia estâ el terremoto si conocemos lo su- 
ficiente acerca de las velocidades y de la composiciôn de las regiones internas afec- 
tadas. 



Fig. 51-6. Representaciôn esquemàtica 
de la tierra, que muestra el recorrido de ondas 
sonoras longitudinales y transversales. 


Ahora bien, desde el punto de vista de los âtomos, la situaciôn es como los dos 
péndulos de que estuvimos hablando, para los cuales hay dos modos: uno en el que 
ambos van juntos y otro en el que van en sentidos opuestos. Es posible analizar las 
ondas en sôlidos de otra manera, en términos de un sistema de osciladores armôni- 
cos acoplados, como una cantidad enorme de péndulos, siendo el modo màs alto 
tal que oscilan en forma opuesta y habiendo modos mâs bajos con diferentes rela- 
ciones de sincronizaciôn. 

Las longitudes de onda mâs cortas lo son tanto que de ordinario no son técnica- 
mente accesibles. Sin embargo, son de gran interés, porque en la teoria termodi- 
nàmica de un sôlido, las propiedades térmicas de un sôlido, por ejemplo los calores 
especificos, se pueden analizar en funciôn de las propiedades de las ondas sonoras 
cortas. Yendo al extremo de ondas sonoras de longitud de onda siempre màs corta. 
se llega necesariamente a los movimientos individuales de los âtomos; en ültima ins¬ 
tancia las dos cosas son lo mismo. 

Un ejemplo muy interesante de ondas sonoras en un sôlido, tanto longitudinales 
como transversales, es el de las ondas que hay en la tierra sôlida. No sabemos quién 
hace los ruidos, pero de tiempo en tiempo, dentro de la tierra hay terremotos —algu¬ 
na roca se desliza sobre alguna otra—. Esto es como un pequeno ruido. Asi, de esa 
fuente parten ondas como las sonoras de longitud de onda mucho mâs larga de lo 
que comûnmente se considéra en ondas sonoras, pero aün son ondas sonoras y se 
propagan 


La figura 51-6 muestra un ejemplo del diagrama de comportamiento de ondas 
terrestres. Las dos clases de ondas estân representadas por simbolos distintos. Si 
hubiera un terromoto en el lugar marcado “fuente", las ondas transversales y las 
longitudes llegarian en tiempos diferentes a la estaciôn por las rutas màs directas, y 
también habria reflexiones en las discontinuidades, dando lugar a otros recorridos y 
tiempos. Résulta que la tierra tiene un nücleo que no transporta ondas transversales. 
Si la estaciôn estâ opuesta a la fuente, las ondas transversales siguen llegando, pero 
el tiempo no es el que corresponde. Lo que ocurre es que la onda transversal llega 
al nücleo y siempre que las ondas transversales llegan a una superficie oblicua entre 
dos materiales, se generan dos nuevas ondas, una transversal y una longitudinal. 
Pero una onda tranversal no se propaga dentro del nücleo terrestre (o por lo menos 
no hay evidencia de ello; solo la hay de ondas longitudinales); sale de nuevo en am- 
bas formas y llega a la estaciôn. 


Es a partir del comportamiento de estas ondas de terremotos que se ha determi- 
nado que las ondas transversales no se pueden propagar dentro del circulo interior. 
Esto significa que el centro de la tierra es liquido en el sentido de que en él no se 
pueden propagar ondas transversales. La ünica manera de saber lo que hay dentro 
de la tierra es estudiando los terremotos. Asi, pues, usando una gran cantidad de 
observaciones de muchos terremotos en diferentes 
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estaciones ha sido posible obtener los detalles -se conoce la velocidad, las curvas, 
etcétera- Sabemos cuâles son las veîocidades de diversos tipos de ondas a cada pro- 
fundidad. Conociendo esto, en consecuencia, es posible determinar los modos norma¬ 
les de la tierra, porque conocemos la velocidad de propagaciôn de las ondas sonoras 
-en otras palabras, las propiedades elâsticas de ambos tipos de ondas a cada profun- 
didad- Supongan que se deformase la tierra en forma de elipsoide y se la soltara. Es 
simplemente cuestiôn de superponer ondas que viajan por el elipsoide para determinar 
el période y las formas de un modo de oscilaciôn libre. Hemos calculado que si hay 
una perturbation, hay un montôn de modos, desde el màs bajo, que es elipsoidal, has- 
ta los modos mâs altos con mâs complejidad. 

El terremoto chileno de mayo de 1960 hizo un “ruido” lo suficientemente fuerte 
como para que las senales dieran vuelta a la tierra varias veces, y hubo nuevos 
sismôgrafos de gran delicadeza terminados justo a tiempo para determinar la fre- 
cuencia de los modos fundamentales de la tierra y compararlos con los valores 
calculados a partir de la teoria del sonido con las veîocidades conocidas, medidas 
en terremotos independientes. El resultado de este expérimente estâ ilustrado en la 
figura 51-7, que es una representaciôn de la intensidad 



de la senal en funciôn de la frecuencia de su oscilaciôn (un anâlisis de Fourier). 
Observen que a ciertas frecuencias determinadas se recibe mucho mâs que a otras 
frecuencias; hay mâximos muy defmidos. Estas son las frecuencias naturales de la 
tierra, porque son las frecuencias principales a las cuales puede oscilar la tierra. En 
otras palabras, si el movimiento entero de la tierra estâ construido con muchos 
modos diferentes, séria de esperar que en cada estaciôn se obtuvieran sacudidas 
irregulares que indican superposition de muchas frecuencias. Si analizamos esto 
en términos de frecuencias, tendriamos que poder encontrar las frecuencias carac- 
teristicas de la tierra. Las lineas oscuras verticales de la figura son las frecuencias 
calculadas; encontramos un acuerdo notable, acuerdo debido a que la teoria del so¬ 
nido es correcta para el interior de la tierra. 

Hay un punto muy curioso que révéla la figura 51-8, la cual muestra una medi- 
da muy cuidadosa, con mejor resoluciôn del modo de vibration mâs bajo: el modo 
elipsoidal de la tierra. Observen que no hay un mâximo ùnico, sino doble: 54,7 minu¬ 
tes y 53,1- minutes -ligeramente diferentes-. La causa de las dos frecuencias diferen¬ 
tes no se conocia en la época e.n que se midiô, aunque puede que haya sido encontrada 
desde entonces. Hay por lo menos dos explicaciones posibles: una séria que puede 
haber asimetria en la distribuciôn de la tierra, lo cual daria lugar a dos modos simi- 
lares. La otra posibilidad, aùn mâs interesante, es ésta: imaginen las ondas dando 
vuelta a la tierra en dos direcciones partiendo de la fuente. Las veîocidades no serân 
iguales debido a los efectos de la rotaciôn de la tierra en las ecuaciones de movi¬ 
miento, los cuales no se han tenido en cuenta al hacer el anâlisis. En un sistema 
rotante el movimiento estâ modificado por las fuerzas de C-riolis, y éstas podrian 
originar el desdoblamiento observado. 

Respecte al método con el cual se ha analizado estes terremotos, lo que se obtie- 
ne en el sismôgrafo no es una curva de amplitud en funciôn de la frecuencia, sino 
desplazamiento en funciôn del tiempo, que siempre es una traza muy irregular. Para 
hallar la cantidad de todas las ondas sinusoïdales diferentes para todas las fre¬ 
cuencias diferentes, sabemos que el truco es multiplicar los dates por una onda sinu- 
soidal de frecuencia determinada a integrar, es decir promediar, y en el promedio 
desaparecen todas las otras frecuencias. Las figuras eran, pues, representaciones 
de las intégrales encontradas multiplicando los dates por ondas sinusoidales de 
diferentes ciclos por minute e integrados. 


51-4 Ondas superficiales 

Ahora, las siguientes ondas de interés, que cualquiera puede ver fâcilmente y que 
se usan comùnmente como ejemplo de ondas en los cursos elementales, son las 
ondas de agua. Como veremos inmediatamente, son el peor ejemplo posible porque 
no son de ninguna manera como el sonido y la luz; tienen todas las complicaciones 
que las ondas pueden tener. Comencemos con ondas de agua largas en aguas pro- 
fundas. Si se considéra el océano como infmitamente profundo y se hace una pertur¬ 
bation en la superficie, se generan ondas. Ocurre toda clase de movimientos irre¬ 
gulares, pero el movimiento tipo sinusoidal con una perturbation muy pequena, po- 
dria parecerse a las ondas Usas comunes del océano que vienen hacia la costa. Ahora 
bien, en esa onda el agua, naturalmente. permanece quieta en promedio, pero la on¬ 
da se mueve. ^Cômo es el movimiento?, ^es transversal o longitudinal? 
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Ni lo uno ni lo otro; no es ni transversal ni longitudinal. Aunque en un lugar dado 
el agua sea alternadamente un valle y una cresta, no puede estar simplemente mo- 
viéndose hacia arriba o hacia abajo debido a la conservaciôn del agua. Esto es, si 
va para abajo, dônde va a ir el agua? El agua es esencialmente incompresible. 
La velocidad de compresiôn de las ondas -es decir el sonido en el agua- es mucho, 
pero mucho màs alta, y no estamos considerando eso ahora. Como el agua es in¬ 
compresible en esta escala, cuando una loma baja, el agua tiene que salir del lugar. 
Lo que ocurre en realidad es que las particulas de agua cercanas a la superficie se 
mueven aproximadamente en circunferencias. Cuando se acerca una ola lisa, una 
persona flotando en un neumâtico puede mirar un objeto cercano y ver que esta 
moviéndose en una circunferencia. Asi, es una mezcla de longitudinal y transversal, 
para aumentar la confusion. A profundidades mayores en el agua, los movimientos 
son circunferencias mâs pequenas hasta que, razonablemente abajo, no queda nada 
del movimiento (Fig. 51-9). 

Fig. 51-9. Las ondas en aguas pro- 
fundas estén formadas de particulas que 
se mueven en circunferencias.’ Notar los 
desfasajes sisteméticos de circunferencia 
a circunferencia. <[Cômo se moverfa un 
objeto flotante? 


Hallar la velocidad de esas ondas es un problema interesante: debe ser alguna 
combinaciôn de la densidad del agua, la aceleraciôn de la gravedad, que es la fuerza 
de restauraciôn que généra las ondas, y posiblemente la longitud de onda y la pro¬ 
fundidad. Si tomamos el caso en que la profundidad se hace infinita, ya no de- 
penderâ de la profundidad. Cualquiera sea la formula que obtengamos para la 
velocidad de las fases de las ondas, debe combinar los diversos factores para dar 
las dimensiones apropiadas, y si intentamos esto de varias maneras, solo encon- 
t ramo s una manera de combinar la densidad, g y A para formar una velocidad: 
\fgX~, que de ningun modo incluye la densidad. En realidad, esta formula para la 
velocidad de fase no es del todo correcta; un anàlisis dinàmico completo, en el cual 
no entraremos, muestra que los factores son los que tenemos, exceptuando \/2n\ 


v’iase = \fgXI2n (para ondas gravitacionales) 

Es interesante que las ondas largas van màs râpido que las cortas. Por lo tanto, si 
una lancha créa ondas a lo lejos, porque hay un piloto de carros deportivos en una 
lancha a motor que esta pasando, entonces, un poco después, las ondas llegai'àn a la 
costa con chapaleos lentos al principio y luego mâs y mâs râpidos, porque las pri¬ 
meras ondas que llegan son largas. Las ondas se acortan mâs y mâs a medida que 
pasa el tiempo porque las velocidades son proporcionales a la raiz cuadrada de la 
longitud de onda. 

Se podria objetar: ”Eso no estâ bien, jtenemos que considerar la velocidad de 
grupo en el câlculo.” Claro que si. La formula para la velocidad de fase no nos 
dice qué es lo que va a llegar primero; la velocidad de grupo es la que nos lo dice. 
Asi, pues, tenemos que calcular la velocidad de grupo, y se déjà como problema 
demostrar que es la mitad de la velocidad de fase, suponiendo que la velocidad es 
proporcional a la raiz cuadrada 


de la longitud de onda, que es todo lo que se necesita. La velocidad de grupo también 
es proporcional a la raiz cuadrada de la longitud de onda. ^Como puede ser que la 
velocidad de grupo sea la mitad de la de fase? Si se examina el manojo de ondas que 
hace una lancha en movimiento, siguiendo una cresta particular, se encuentra que 
avanza en el grupo y se hace gradualmente mâs débil y desaparece al frente, y mistica 
y misteriosamente una débil de atrâs se abre camino hacia adelante volviéndose màs 
fuerte. En suma, las ondas se estân moviendo a través del grupo mientras que éste 
solo se mueve a la mitad de la velocidad que se mueven las ondas. 



Fig. 51-10. La estela de una lancha. 


Como las velocidades de grupo y las de fase no son iguales, las ondas produci- 
das por un objeto en movimiento ya no son un cono simplemente, sino algo 
mucho màs interesante. Podemos ver esto en la figura 51-10, que muestra las ondas 
producidas por un objeto en movimiento sobre el agua. Observen que es completa- 
mente diferente de lo que tendriamos para el sonido, en el cual la velocidad es indé¬ 
pendante de la lontigud de onda, donde tendriamos fientes de onda ûnicamente a lo 
largo del cono viajando hacia afuera. En lugar de eso tenemos ondas atrâs con 
fientes que se mueven paralelamente al movimiento de la lancha, luego tenemos ondi- 
tas latérales a otros ângulos. Con ingenio, todo este diagrama de ondas se puede 
analizar conociendo ûnicamente esto: que la velocidad de fase es proporcional a la 
raiz cuadrada de la longitud de onda. El truco es que el diagrama de ondas es esta- 
cionario respecta a la lancha (a velocidad constante); cualquier otro diagrama se dis- 
tanciaria de la lancha. 

Las ondas de agua que hemos estado considerando hasta ahora eran ondas lar¬ 
gas en las que la fuerza de restauraciôn se debe a la gravedad. Pero cuando las 
ondas en el agua se acortan mucho, la principal fuerza de restauraciôn es la atracciôn 
capilar, es decir, la energia de la 
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superficie, la tension superficial. Para ondas de tension superficial résulta que la 
velocidad de fase es 

v fase = jlnTlAp (para los rizos), 

donde T es la tension superficial y p la densidad. Es exactamente lo contrario: la 
velocidad de fase es mâs alta cuanto mâs corta es la longitud de onda, cuando la 
longitud de onda se hace muy pequena. Cuando tenemos tanto la acciôn de la gra- 
vedad como la capilar, como ocurre siempre, obtenemos la combinaciôn de estas 
dos: 

v fase = ,/Tk/p + g/k, 

donde k = 2n/A es el numéro de onda. Asi, pues, la velocidad de las ondas de agua 
es bastante complicada. La figura 51-11 muestra la velocidad de fase en funciôn de 
la longitud de onda; para ondas muy cortas es grande, para ondas muy largas es 
grande, habiendo una velocidad minima a la que las ondas pueden avanzar. Se pue- 
de calcular la velocidad de grupo a partir de la formula: es J de la velocidad de 
fase para los rizos y i de la velocidad de fase para las ondas gravitacionales. A la 
izquierda del minimo la velocidad de grupo es mâs alta que la velocidad de fase; a 
la derecha, la velocidad de grupo es menor que la velocidad de fase. Hay una cantidad 
de fenômenos interesantes asociados con estos hechos. En primer lugar, como la velo¬ 
cidad de grupo aumenta tan ràpidamente al disminuir la longitud de onda, si hacemos 
una perturbaciôn habrâ un extremo màs lento de la perturbaciôn yendo a la velocidad 
minima con la longitud de onda correspondiente, y luego al frente, yendo a la veloci¬ 
dad mâs alta, habrâ una onda corta y una onda muy larga. Es muy dificil ver las lar¬ 
gas, pero es fâcil ver las cortas en un tanque de agua. 

Vemos asi que los rizos que se usan a menudo como ejemplo de ondas simples 
son completamente interesantes y complicados; no tienen de ninguna manera un 
frente de onda definido, como en el caso de las ondas simples como el sonido y la 
luz. La onda principal tiene pequenos rizos que corren hacia adelante. Una pertur¬ 
baciôn bien definida del agua no produce una onda bien definida debido a la dis¬ 
persion. Primero vienen las ondas menudas. Entre paréntesis, si un objeto se mueve 
en el agua a cierta velocidad, résulta un diagrama bastante complicado porque las 
diversas ondas andan con velocidades diferentes. Se puede demostrar esto con una 
bandeja con agua y ver que las mâs râpidas son las ondas capilares menudas. Hay 
ondas lentas, de cierto tipe, que marchan detrâs. Inclinando el fondo se ve que donde 
la profundidad es menor la velocidad es menor. Si entra una onda a cierto àngulo 
respecto a la linea de mâxima pendiente, se tuerce y tiende a seguir esa linea. De 
este modo se puede demostrar diversas cosas y concluimos que las ondas son mâs 
complicadas en el agua que en el aire. 

La velocidad de las ondas largas en agua con movimientos circulares es menor 
cuando la profundidad es menor, mayor en aguas profundas. Por lo tanto, cuando el 
agua avanza hacia una playa donde la profundidad disminuye, las ondas andan mâs 
lentamente. Pero donde el agua es mâs profunda, las ondas son mâs râpidas por lo 
que obtenemos los efectos de ondas de choque. Aqui, como la onda no es tan sim¬ 
ple, las ondas de choque son mucho mâs retorcidas, y la onda se repliega sobre si 
misma en la forma familiar mostrada en la figura 51-12. Esto es lo que ocurre cuan¬ 
do las olas llegan a la playa, y la verdadera complejidad de la naturaleza se révéla 
bien en esa circunstancia. Nadie ha podido todavia calcular qué forma deberia tomar 
la olâ 
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Fig. 51-11. Velocidad de fase en 
funciôn de la longitud de onda para el 
agua. Fig. 51-12. Onda de agua. 

al romper. Es bastante fâcil cuando las olas son pequenas, pero cuando una se agran- 
da y rompe es mucho màs complicado. 

Se puede ver una caracteristica interesante de las ondas capilares en las pertur- 
baciones producidas por un objeto que se mueve en el agua. Desde el punto de vista 
del objeto mismo, el agua estâ pasando y las ondas que a la larga se establecen a su 
alrededor siempre son ondas que tienen justo la velocidad apropiada para perma- 
necer quietas en el agua respecto al objeto. Anàlogamente, alrededor de un objeto 
en una corriente, con la corriente pasando, el dibujo de las ondas es estâtico y con 
las longitudes de onda justas para andar a la misma velocidad a que estâ pasando e! 
agua. Pero si la velocidad de grupo es menor que la velocidad de fase, la perturba¬ 
ciôn se propaga hacia atrâs por la corriente, porque la velocidad de grupo no es 
exactamente suficiente como para mantenerse el paso de la corriente. Si la velocidad 
de grupo es mayor que la velocidad de fase, el diagrama de ondas aparecerâ al 
frente del objeto. Si se observa atentamente un objeto en una corriente, se puede ver 
que hay pequenos rizos al frente y largos “remolinos” atrâs. 

Otra caracteristica interesante de esta clase se puede observar vertiendo liquidos. 
Por ejemplo, si se vierte leche de una botella lo bastante ràpido, se puede ver una 
gran cantidad de lineas atravesando en ambos sentidos la corriente que sale. Son 
ondas que parten de la perturbaciôn en los bordes y se extienden en forma muy pa~ 
recida a las ondas alrededor de un objeto en una corriente. Hay efectos prove¬ 
nantes de ambos lados que producen el dibujo cruzado. 

Hemos investigado algunas propiedades interesantes de las ondas y las diversas 
complicaciones de cômo la velocidad de fase dépende de la longitud de onda, la ve¬ 
locidad de las ondas en profundidad, etc., que producen los fenômenos realmente 
complejos, y por lo tanto interesantes, de la naturaleza. 
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Tabla 52-1 

Operaciones de simetria 


Simetria en las leyes fisicas 


£Cuél mano es la derecha? 

2 La paridad no se conserva! 
Antimateria 
Simetrias rotas 

52-4 Reflexiones especulares 
52-5 Vectores polares y axiales 


Traslaciôn en el espacio 
Traslaciôn en el tiempo 
Rotaciôn en un ângulo fijo 

Velocidad uniforme en linea recta (transformaciôn de Lorentz) 
Inversion del tiempo 
Réflexion del espacio 

Intercambio de âtomos idénticos o particulas idénticas 
Fase cuântica 

Matena-antimateria (conjugaciôn de carga) 


aqui es: qué podemos hacer a los fenômenos fisicos o a una situaciôn fisica en un 
experimento, y no alterar el resultado. La tabla 52-1 muestra una lista de operacio¬ 
nes conocidas frente a las cuales diversos fenômenos fisicos permanecen invariantes. 


52-1 Operaciones de simetria 52-6 

52-2 Simetria en el espacio y en el 52-7 

tiempo 

52-8 

52-3 Simetria y leyes de conservaciôn 

52-9 


52-1 Operaciones de simetria 

El tema de este capitulo es lo que podemos llamar simetria en las leyes fisicas. 
Ya hemos discutido ciertos rasgos de simetria en las leyes fisicas en conexiôn con el 
anâlisis vectorial (Cap. 11), la teoria de la relatividad (Cap. 16) y la rotaciôn (Cap. 20). 

i,Por qué nos debe preocupar la simetria? En primer lugar, la simetria es fascinan¬ 
te para la inteligencia humana y todo el mundo gusta de objetos o diagramas que son 
de algun modo simétricos. Es un hecho interesante el que la naturaleza nos ofrezca 
con frecuencia ciertos tipos de simetria en los objetos que encontramos en el mundo 
que nos rodea. Quizâs el objeto mâs simétrico imaginable sea una esfera, y la natura¬ 
leza estâ llena de esferas -estrellas, planetas, gotitas de agua de las nubes-. Los 
cristales encontrados en las rocas presentan muchas clases diferentes de simetria, y el 
estudio de las mismas nos dice algunas cosas importantes acerca de la estructura de 
los sôlidos. Aun los mundos animal y végétal muestran algün grado de simetria, aun- 
que la simetria de una flor o de una abeja no sea tan perfecta o tan fundamental como 
la de un cristal. 

Pero nuestro principal interés aqui no es el hecho de que los objetos de la natura¬ 
leza son con frecuencia simétricos. Mâs bien, deseamos examinar algunas simetrias, 
mâs notables aün, del universo -las simetrias que existen en las mismas leyes bâsicas 
que gobiernan la marcha del mundo fisico. 

Ante todo <,qué es simetria? <,Cômo puede una ley fisica ser “simétrica”? El pro- 
blema de définir simetria es interesante y ya hemos apuntado que Weyl dio una buena 
defmiciôn, cuya esencia es: una cosa es simétrica si hay algo que podamos hacer con 
ella de tal modo que después que lo hemos hecho parece la misma cosa que antes. 
Por ejemplo, un jarrôn simétrico es tal que reflejândolo o girândolo tendra el mismo 
aspecto que antes. La cuestiôn que queremos considerar 


52-2 Simetria en el espacio y en el tiempo 

La primera cosa que podriamos tratar de hacer, por ejemplo, es trasladar el fe- 
nômeno en el espacio. Si realizamos un experimento en una cierta région y luego 
construimos otro aparato en otro lugar del espacio (o trasladamos alli el original), 
cualquier cosa que pasô en un aparato, en un cierto orden de tiempo, ocurrirà del 
mismo modo si hemos arreglado la misma condiciôn, con las atenciones debidas a 
las restricciones que mencionamos antes: que todas las caracteristicas del ambiente 
que estorban para que se comporte igual se han quitado -hemos hablado de cômo 
définir cuànto deberiamos. incluir en estas circunstancias y no entraremos en estos 
detalles de nuevo—. 

Del mismo modo, también creemos hoy que el desplazamiento en el tiempo no 
produce ningùn efecto en las leyes fisicas. (Esto es, en cuanto a lo que sabemos hoy 
dia -todas estas cosas son asi ;en cuanto conocemos hoy en dia!—) Esto significa 
que si construimos un cierto aparato y lo hacemos funcionar en un cierto tiempo, 
digamos el jueves a las 10 de la manana, y luego construimos el mismo aparato y 
lo ponemos a iuncionar, digamos, très dias mâs tarde en las mismas condiciones, 
los dos aparatos experimentarân los mismos movimientos exactamente en la misma 
forma en fimciôn del tiempo, cualquiera sea el instante de inicio de funcionamiento, 
teniendo présente de nuevo, naturalmente, que las caracteristicas pertinentes del am¬ 
biente estàn también modificadas apropiadamente en el tiempo. Esta simetria significa, 
por supuesto, que si alguien comprô las acciones de General Motors hace très meses, 
jlo mismo le sucederia si las comprase ahora! 

También tenemos que tener en cuenta las diferencias geogrâtïcas, ya que hay, por 
supuesto, variaciones en las caracteristicas de la superficie de la tierra. Asi, por ejem 
plo, si medimos el campo magnético en una cierta région y movemos el aparato a al 
guna otra région, puede ser que no trabaje precisamente del mismo modo ya que el 
campo magnético es diferente, pero decimos que esto ocurre porque el campo magné¬ 
tico estâ asociado con la 
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tierra. Podemos imaginar que si movemos el conjunto de tierra y equipo, no habria 
variaciôn en el funcionamiento del aparato. 

Otra cosa que hemos discutido con mucho detalle fue la rotaciôn en el espacio: 
si giramos un aparato un cierto ângulo, trabaja del mismo modo, siempre que tam- 
bién giremos con él todo lo que sea pertinente. De hecho. discutimos el problema de 
la simetria frente a una rotaciôn en el espacio con algûn detalle en el capitulo 11 e 
inventâmes un sistema matemâtico llamado anàlisis vectoriaI para manejarlo io màs 
claramente posible. 

En un nivel màs avanzado nos encontramos con otra simetria -la simetria frente 
a velocidad uniforme en linea recta- Es decir -un efecto bastante notable- que si 
tenemos una pieza de un aparato trabajando de un cierto modo y tomamos el aparato 
y lo colocamos en un automôvil, y movemos todo el automôvil màs lo pertinente del 
ambiente a una velocidad uniforme en linea recta, entonces en lo que respecta a los 
fenômenos dentro del automôvil no encontramos diferencia: todas la leyes fisicas apa- 
recen iguales. Y hasta sabemos cômo expresar esto màs técnicamente: las ecuaciones 
matemâticas de las leyes fisicas deben permanecer invariantes frente a una trans¬ 
formation de Lorentz. En realidad, fue un estudio del problema de la relatividad el que 
concentrô con màs interés là atenciôn de los fisicos en la simetria de las leyes fisicas. 

Ahora bien, todas las simetrias mencionadas anteriormente han sido de naturaleza 
geométrica, siendo màs o menos iguales el espacio y el tiempo, pero hay otras sime¬ 
trias de un tipo diferente. Por ejemplo, hay una simetria que describe el hecho de que 
podemos reemplazar un àtomo por otro de la misma clase; para decirlo de otro modo, 
hay àtomos de la misma clase. Es posible encontrar grupos de àtomos taies que si in- 
tercambiamos un par de ellos no ocurre nada -los àtomos son idénticos- Cualquier 
cosa que haga un àtomo de oxigeno de un cierto tipo, harâ otro àtomo de oxigeno del 
mismo tipo. Alguien puede decir: “Esto es ridiculo, jesa es la définition de tipos igua¬ 
les!". Puede que sea simplemente la definiciôn, pero nosotros aûn no sabemos si e.xis- 
ten “àtomos del mismo tipo"; la realidad es que hay muchos, muchos àtomos del mis¬ 
mo tipo. Entonces, significa algo decir que no importa si reemplazamos un àtomo por 
otro del mismo tipo. Las llamadas particulas elementales que forman los àtomos tam- 
bién son particulas idénticas en el sentido expiicado -todos los electrones son iguales; 
todos los protones son iguales; todos los piones positivos son iguales; etc. 


Después de una lista tan larga de cosas que se pueden hacer sin cambiar los fenô¬ 
menos, uno podria pensar que se podria hacer cualquier cosa; demos algunos ejemplos 
en contra para ver la diferencia. Supongan que preguntamos: “oSon las leyes fisicas 
simétricas frente a un cambio de escala?”. Supongan que construimos una cierta pieza 
del aparato y que luego construimos un aparato cinco veces mayor en cada una de 
sus partes, ^trabajarà exactamente del mismo modo? La respuesta, en este caso, es 
jno! La longitud de onda emitida, por ejemplo, por los àtomos dentro de una caja 
de àtomos de sodio y la longitud de onda de luz emitida por un gas de àtomos de so- 
dio con un volumen cinco veces mayor, no es cinco veces màs larga, sino que es en 
realidad exactamente igual a la otra. Por lo que el cociente entre la longitud de onda 
y el tamano del emisor cambiarâ. 

Otro ejemplo: vemos en el periôdico, de vez en cuando, fotos de alguna gran ca- 
tedral construida con palillos de fôsforos -una obra de arte fantàstica realizada por 
algûn tipo jubilado que se entretiene encolando palillos de fôsforos- Es mucho màs 
elaborada 


y maravillosa que cualquier catedral real. Si imaginamos que esta catedral de madera 
se construyese en realidad a escala de una catedral verdadera, vemos donde se en- 
cuentra la dificultad; no duraria; el conjunto se desplomaria debido a que los palillos 
de fôsforo construidos a escala no son lo suficientemente resistentes. “Si", alguien 
podria decir, “pero también sabemos que cuando hay una influencia externa, también 
se debe cambiar proporcionalmente ". Estamos hablando de la habilidad del objeto 
para resistir la gravitaciôn. Por lo tanto, lo que deberiarnos hacer en primer lugar es 
tomar la catedral modelo de fôsforos reales y la tierra real, y entonces sabemos que es 
estable. Luego deberiarnos tomar la catedral màs grande y una tierra mayor. Pero en¬ 
tonces es aün peor, iporque la gravitaciôn ha aumentado aûn màs! 

Hoy en dia, por supuesto, comprendemos el hecho de que los fenômenos dependen 
de la escala basândonos en que la materia es atômica por naturaleza y ciertamente 
si construyésemos un aparato que fuese tan pequeno que solo contuviera cinco àto¬ 
mos, séria claramente algo que no podriamos hacer a una escala mayor o mener ar- 
bitrariamente. La escala de un àtomo individual no es arbitraria de ningün modo -es 
algo definido, 

El hecho de que las leyes fisicas no quedan invariantes frente a un cambio de es¬ 
cala fue descubierto por Galileo. Comprobô que las resistencias de los materiales no 
estaban exactamente en proporciôn justa a sus tamanos e ilustrô esta propiedad que 
acabamos de discutir, acerca de la catedral de palillos de fôsforos, d'bujando dos hue- 
sos, el hueso de un perro en la proporciôn justa para sostener su peso, y el hueso 
imaginario de un “super perro” que séria, digamos, diez o cien veces mayor -dicho 
hueso era una cosa grande y sôlida con proporciones muy diferentes- No sabemos 
si llevô su argumente hasta la conclusion de que las leyes de la naturaleza deben tener 
una escala definida, pero se impresionô tanto con su descubrimiento que lo consi¬ 
déré tan importante como el descubrimiento de las leyes del movimiento, ya que los 
publicô en el mismo volumen, titulado “Sobre dos nuevas ciencias”. 


Otro ejemplo en el que las leyes no son simétricas, y que conocemos bastante bien, 
es éste: un sistema en rotaciôn a velocidad angular uniforme no da las mismas leyes 
aparentes que uno que no rota. Si hacemos un experimento y luego lo colocamos en 
una nave espacial y la tenemos girando en el espacio vacio, completamente sola a una 
velocidad angular constante, el aparato no trabajarà en la misma forma porque, como 
sabemos, las cosas dentro del equipo seràn lanzadas hacia afuera, etc., debido a la 
fiterza centrifuga o de Coriolis, etc. De hecho, podemos decir que la tierra està gi¬ 
rando sin mirar fuera, si usamos un péndulo de Foucault. 

Mencionaremos ahora una simetria muy interesante que evidentemente es falsa, 
es decir, la reversibilidad en el tiempo. Las leyes fisicas aparentemente no pueden ser 
réversibles en el tiempo porque, como sabemos, todos los fenômenos évidentes son 
irréversibles en una escala grande: “El dedo que se mueve escribe, y habiendo esci ito 
continua”. En cuanto a lo que podemos decir, esta irreversibilidad es debida al gran 
numéro de particulas involucradas y si pudiésemos ver las moléculas individuales, no 
seriamos capaces de discernir si la maquinaria estaba trabajando hacia adelante o 
hacia atràs. Para ser màs precisos: construimos un pequeno aparato en el que sabe¬ 
mos lo que estàn haciendo todos los àtomos, en el que podemos observarios agitàndo- 
se. Ahora construimos otro aparato como el anterior, pero que empieza su movimien¬ 
to en el estado final del otro, con todas las velocidades exactamente invertidas. 
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Entonces, ejecutarâ los mismos movimientos, pero exactamente al rêvés. Diciéndolo 
de otro modo: si tomamos una pelicula, con detalle suficiente, de todos los mecanis- 
mos internos de un trozo de material y la proyectamos hacia atrâs en una pantalla, 
ningûn fisico sera capaz de decir: “Esto es contra las leyes de la fisica, jesto esta ha- 
ciendo algo errôneo!”. Si no vemos todos los detalles, naturalmente, la situaciôn estarâ 
perfectamente clara. Si vemos un huevo estrellândose en la acera y la câscara que se 
abre resquebrajândose, etc., entonces seguramente diremos: “Esto es irréversible, ya 
que si proyectamos la pelicula hacia atrâs el huevo se volverâ a formar y la câscara 
a ser entera, jy eso evidentemente es ridiculo! Pero si consideramos a los àtomos mis¬ 
mos individualmente, las leyes se presentan completamente réversibles. Este es, natu¬ 
ralmente, un descubrimiento mucho mâs dificil de llevar a cabo, pero aparentemente es 
verdad que las leyes fisicas fondamentales, a nivel microscôpico y fundamental, json 
completamente réversibles en el tiempo ! 


52-3 Simetria y leyes de conservaciôn 

Las simetrias de las leyes fisicas son muy interesantes a este nivel, pero résulta, al 
fin, que son aùn mâs interesantes y excitantes cuando llegamos a la mecànica cuàn- 
tica. Por una razôn que no podemos aclarar al nivel de la présente discusiôn -un 
hecho que la mayoria de los fisicos aûn encuentran algo desconcertante, una cosa 
muy profunda y bella-, es que, en mecànica cuântica, para cada una de las réglas de 
simetria hay una ley de conservaciôn correspondiente: hay una conexiôn definida 
entre las leyes de conservaciôn y las simetrias de las leyes fisicas. Solo podemos decir 
esto por ahora sin ningûn intento de explicaciôn. 

Por ejemplo, el hecho de que las leyes son simétricas para la traslaciôn en el 
espacio, cuando anadimos los principios de mecànica cuântica, résulta que significa 
que el momentum se conserva 

Que las leyes son simétricas frente a una traslaciôn en el tiempo, significa en 
mecànica cuântica que la energia se conserva. 

La invariancia frente a una rotaciôn de un ângulo fijo en el espacio corresponde 
a la conservaciôn del momentum angular. Estas conexiones son cosas muy intere¬ 
santes y bellas, entre las cosas mâs bellas y profundas de la fisica. 

Entre paréntesis, hay una cantidad de simetrias que aparecen en mecànica cuân¬ 
tica que no tienen anâlogo clâsico, que no tienen método de descripciôn en fisica 
clâsica. Una de ellas es la siguiente: Si <{> es la amplitud de algûn proceso, sabemos 
que el cuadrado del môdulo de <fi es la probabilidad de que el proceso ocurra. Aho¬ 
ra bien, si algûn otro tuviese que hacer sus câlculos, no con esta t/>, sino con una 
<!>' que difiere simplemente en un cambio de fase (digamos que A sea una constante 
y multipliquemos e iA por la vieja ifi), el cuadrado del môdulo de que es la pro¬ 
babilidad del evento, es entonces igual al cuadrado del môdulo de ijr. 

r = *e iA ; l^'l 2 = w 2 . (52.1) 

Por tanto, las leyes fisicas no varian si la fase de la funciôn de onda estâ corrida 
en una constante arbitraria. Esta es otra simetria. Las leyes fisicas deben ser de tal 
naturaleza que un corrimiento de la fase cuântica no altéré nada. Como acabamos 
de decir, en mecànica cuântica hay una ley de 


conservaciôn para cada simetria. La ley de conservaciôn que se relaciona con la fase 
cuântica parece ser la conservaciôn de la cargo eléctrica. jTodo esto en conjunto es 
un negocio muy interesante! 


52-4 Reflexiones especulares 

La siguiente cuestiôn que nos va a ocupar por la mayor parte del resto de este 
capitulo. es la cuestiôn de la simetria frente a réflexion en el espacio. El problema 
es éste: ^son las leyes fisicas simétricas frente a réflexion? Lo podemos decir asi: 
supongan que construimos un equipo, digamos un reloj, con montones de ruedas y 
manecillas y nûmeros; suena, funciona y tiene cosas enrolladas dentro. Contempla- 
mos el reloj en el espejo. La cuestiôn no es qué aspecto tiene en el espejo. Pero 
construvamos realmente otro reloj exactamente igual al aspecto que el primera tiene 
en el espejo; cada vez que hay un tornillo con el filete a la derecha en uno, usamos 
un tornillo con el filete a la izquierda en el lugar correspondiente del otro; donde uno 
tiene un “2” en la esfera, colocamos un “£ ’ en la esfera del otro; cada resorte estâ 
enrollado en un sentido en uno y en el sentido opuesto en el reloj imagen; cuando 
todo esté terminado, tenemos dos relojes, ambos fisicos, que guardan entre si la 
relaciôn de un objeto con su imagen especular, aunque ambos son, recalcamos, obje- 
tos materiales, reales. La pregunta es ahora: si los dos relojes comienzan en la mis- 
ma condiciôn, dândoles correspondientemente la misma cuerda, £harân tic-tac y 
girarân los dos relojes para siempre como imâgenes especulares perfectas? (Esta es 
una pregunta fisica y no filosôfica.) Nuestra intuiciôn de las leyes fisicas nos sugeri- 
ria que deberian hacerlo. 


Sospechariamos que, a lo menos en el caso de estos relojes, la réflexion en el 
espacio es una de las simetrias de las leyes fisicas, que si lo cambiamos todo de " de¬ 
recha'' a “izquierda" y lo dejamos por lo demàs igual, no podemos notar la diferen- 
cia. Supongamos, entonces, por un momento que esto es verdad. Si fuera verdad, 
entonces séria imposible distinguir “derecha" e “izquierda” mediante cualquier 
fenômeno fisico, como es imposible, por ejemplo, définir una velocidad absoluta 
particular mediante un fenômeno fisico. Por lo tanto, séria imposible définir absolu- 
tamente, mediante un fenômeno fisico, lo que entendemos por “derecha” en oposi- 
ciôn a “izquierda”, puesto que las leyes fisicas deberian ser simétricas. 


Naturalmente el mundo no tiene por qué ser simétrico. Por ejemplo, usando lo 
que podemos llamar “geografia". seguramente se puede définir “derecha". Supon¬ 
gan que estamos en Nueva Orléans y miramos hacia Chicago; Florida estâ a nuestra 
derecha (jcuando tenemos los pies en el suelo!). Asi, podemos définir “derecha” e 
“izquierda” mediante la geografia. Naturalmente que la situaciôn real en cualquier 
sistema no tiene por qué tener la simetria de que estamos hablando; es una cuestiôn 
de si las leyes son simétricas -en otras palabras, si es contra las leyes fisicas el tener 
una esfera como la tierra con “cosas zurdas” y una persona como nosotros de pie mi- 
rando a una ciudad como'Chicago desde un lugar como Nueva Orléans, pero con 
todo al rêvés de modo que Florida se encuentre al otro lado- Claramente no parece 
imposible, ni contra las leyes fisicas el que todo tenga derecha e izquierda intercam- 
biadas. 
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Qtro punto es que nuestra definiciôn de “derecha” no deberia depender de la 
historia. Un modo fâcil de distinguir derecha de izquierda es ir a una ferreteria y 
tomar un tornillo al azar. Las probabilidades son que îenga el filete a derecha —no 
necesariamente, pero es mucho mâs probable que lo tenga a derecha que a izquier¬ 
da—. Esto es una cuestiôn histôrica o convencional, o del modo en que ocurre que 
son las cosas, y tampoco aqui es cuestiôn de leyes fundamentales. Como podemos 
apreciar bien, jtodo el mundo podria haber comenzado a fabricar torniUos izquierdos! 

De este modo, debemos tratar de encontrar algun fenômeno en el que “a derecha” 
sea una cosa •fundamental. La prôxima posibilidad que discutimos es el hecho de 
que luz polarizada rota su piano de polarizaciôn cuando atraviesa, digamos, agua 
azucarada. Como vimos en el capitulo 33, rota, digamos a la derecha, en una cierta 
soluciôn de azùcar. Este es un modo de définir “a la derecha”, ya que podemos 
disolver un poco de azücar en agua y entonces la polarizaciôn va a la derecha. Pero 
el azùcar proviene de cosas vivientes y si tratamos de fabricar azùcar artificial- 
mente, descubrimos que jno rota el piano de polarizaciôn! Pero si tomamos esta 
misma azùcar que hemos fabricado artificialmente y que no rota el piano de polari¬ 
zaciôn, y colocamos en ella bacterias (se comen un poco de azùcar) y luego filtra- 
mos las bacterias, encontramos que nos queda aùn azùcar (casi la mitad de la que 
teniamos antes) y ahora si rota el piano de polarizaciôn, jpero hacia el otro lado! 
Parece muy confuso, pero se ha expUcado sencillamente. 



Fig. 52-1. (a) alanina L (izquierda), y (b) alanina D (derecha). 


Tomenos otro ejemplo: una de las sustancias que es comùn a todas las criaturas 
vivientes y fundamental para la vida es la proteina. Las proteinas consisten en ca¬ 
denas de aminoâcidos. La figura 52-1 muestra un modelo de aminoâcido que résul¬ 
ta de una proteina. Este aminoâcido se llama alanina, y el arreglo molecular se 
pareceria al de la figura 52-1 (a) si proviniera de una proteina de un ser viviente 
real. Por otro lado, si tratamos de hacer alanina a partir de diôxido de carbono, 
etano y amoniaco (y la podemos hacer, no es una molécula complicada), idescubri- 
mos que estamos formando cantidades iguales de ésta molécula y de la que muestra 
la figura 52-1 (b)! La primera molécula, la que proviene de un ser viviente, se llama 
alanina-L. La otra, quimicamente igual, porque tiene las mismas clases de àtomos y 
las mismas conexiones entre ellos, es una molécula “a derecha”, comparada con la 
alanina-L “a la izquierda”, y se 


lama alanina-D. Lo interesante es que cuando fabricamos alanina or casa en un la- 
boratorio a partir de gases simples, obtenemos una mezcla de ambas por igual. Sin 
embargo, lo que la vida usa solamente es alanina-L. (Esto no es exactamente verdade- 
ro. Aqui y alla en las criaturas vivientes hay un uso especial de alanina-D, pero muy 
raramente. Todas las proteinas usan alanina-L exclusivamente.) Si fabricamos ambas 
clases y damos la mezcla a algùn animal al que le guste “corner” o consumir alanina, 
no puede utilizar la alanina-D, por lo que solamente utiliza la alanina-L; esto es lo que 
sucediô con nuestra azùcar -después que las bacterias comen el azùcar que les con- 
viene jsolamente dejan la clase “equivocada”!- (el azùcar a izquierda sabe dulce, 
pero no igual que el azùcar a derecha). 

Asi parece como si los fenômenos de la vida permiten una distinciôn entre “de¬ 
recha” e “izquierda”, o la quimica permite una distinciôn ya que las dos moléculas 
son quimicamente diferentes. Pero no, jno ocurre asi! En tanto se puedan realizar 
medidas fisicas, taies como de energia, velocidades de reacciones quimicas, etc., las 
dos clases funcionan exactamente igual si realizamos todo también en una imagen 
especular. Una molécula rotarâ la luz a la derecha, y la otra la rotarâ a la izquierda 
precisamente en la misma cantidad, si utilizamos la misma cantidad de flùido. Asi, 
pues, en lo que respecta a la fisica, estos dos aminoâcidos son igualmente satisfac- 
torios. Como nosotros entendemos las cosas hoy en dia, los fundamentos de la 
ecuaciôn de Schrôdinger exigen que las dos moléculas se deberian comportar de 
modos exactamente correspondientes, de manera que una es a derecha y otra a iz- 
quierza. No obstante, jen la vida todo ocurre de un solo modo! 

Se présumé que la razôn de esto es la siguiente. Supongamos, por ejemplo, que 
de alguna manera la vida estâ en un momento en una cierta condition, en la que 
todas las proteinas en algunas criaturas tienen aminoâcidos a izquierda, y que 
todas las enzimas son desequilibradas —toda sustancia en la criatura viviente es 
desequilibrada, no es simétrica- Asi, cuando las enzimas digestivas tratan de 
cambiar los compuestos quimicos de la comida de una clase a otra, una clase de 
compuesto “le viene bien” a la enzima, pero no asi el otro (como la Cenicienta y 
la zapatilla, excepto que es un “pie izquierdo” el que estamos probando). En 
cuanto a lo que sabemos, en principio, podriamos construir una rana, por ejemplo, 
en la que cada molécula estuviese invertida, todo es como la imagen especular “iz¬ 
quierda” de una rana real; tenemos una rana izquierda. Esta rana izquierda andaria 
bien durante un momento, pero no encontraria nada que corner, porque si se traga 
una mosca sus enzimas no estân construidas para digerirla. La mosca tiene la clase 
“equivocada” de aminoâcidos (a menos que le demos una mosca a izquierda). Por 
lo tanto, hasta donde nosotros sabemos, los procesos quimicos y vitales continuarian 
del mismo modo si todo se invirtiese. 

Si la vida es enteramente un fenômeno fisico y quimico, podemos entender que 
las proteinas estân todas formadas con el mismo tirabuzôn, solamente a partir de la 
idea de que al comienzo de todo algunas moléculas vivientes, accidentalmente, 
empezaron y unas poças vencieron. En algùn lugar, una vez, una molécula orgânica 
se déséquilibré de una cierta manera, y de esta cosa particular sucediô que “dere¬ 
cha” empezô a evolucionar en nuestra geografia particular; un accidente histôrico 
particular fue unilatéral, y por siempre desde entonces el desequilibrio se ha propa- 
gado. Una vez que ha llegado al estado en que se encuentra ahora, naturalmente, 
continuarà siempre -todas. las enzimas digieren las cosas a derecha, fabrican las 
cosas a derecha—; cuando el diôxido de carbono y el vapor de agua, etc., llegan a 
las hojas de las plantas, las enzimas que hacen el azùcar los desequilibran porque 
ellas 
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estân desequilibradas. Si cualquier clase nueva de virus o cosa viviente se originasé 
en un tiempo posterior, sobreviviria solamente si pudiese “comer” la clase de materia 
viviente ya présente. Por lo tanto, él también debe ser de la misma clase. 

No hay conservaciôn del numéro de moléculas a derecha. Una vez empezado, 
podriamos seguir aumentando el numéro de moléculas a derecha. Por consiguiente, 
la suposiciôn es, entonces, que en el caso de la vida los fenômenos no demuestran 
una falta de simetria en las leyes fisicas, pero si demuestran, por el contrario, la 
naturaleza universal y lo comûn del origen ùltimo de todas las criaturas de la tierra, 
en el sentido anteriormente descrito. 


52-5 Veetores polares y axiales 

Ahora avanzamos mâs. Observâmes que hay una gran cantidad de lugares en 
fisica donde tenemos réglas “de la mano derecha” y “de la mano izquierda”. De 
hecho, al estudiar anàlisis vectorial, aprendimos las réglas de la mano derecha que 
teniamos que usar para poder obtener el momentum angular, el torque, el campo 
magnético, etc. Por ejemplo, la fuerza sobre una carga que se mueve en un campo 
magnético es F = q\ x. B. En una situaciôn dada, en la que conocemos F, v y B, 
ino es esta ecuaciôn suficiente para définir la derecha? En realidad,si volvemos atrâsy 
miramos de dônde provenian los veetores, sabemos que la “régla de la mano dere¬ 
cha” era simplemente una convention; era un truco. Las magnitudes originales, 
como los momenta angulares y las velocidades angulares, y otras cosas de esta es- 
pecie, jno eran realmente veetores! Todos ellos estân de algûn modo asociados con 
un cierto piano, y es solamente porque hay très dimensiones en el espacio por lo que 
podemos asociar la cantidad con una direcciôn perpendicular a aquel piano. De las 
dos direcciones posibles, escogemos la direcciôn “mano derecha”. 


Asi, si las leyes de la fisica son simétricas, encontrariamos que si se escurriese 
algûn demonio dentro de todos los laboratorios y reemplazase la palabra “derecha" 
por “izquierda” en todos los libros donde se dan las “réglas de la mano derecha”, y 
en su lugar tuviésemos que usar “réglas de la mano izquierda” uniformemente, esto 
no implicaria ninguna diferencia en las leyes fisicas. 




Fig. 52-2. Un paso en el espacio y su 
imagen especular. 


Demos un ejemplo. Hay dos clases de veetores. Hay veetores “honorables", por 
ejemplo, un paso At en el espacio. Si en nuestro aparato hay aqui una pieza y allà 
algo mâs, entonces en el aparato imagen estarâ la pieza imagen y el algo mâs ima¬ 
gen, y si dibujamos un vector desde la “pieza” al “algo mâs”, un vector es la 
imagen especular del otro (Fig. 52-2). La flécha del vector cambia su cabeza, tal 
como si todo el espacio se da vuelta; este vector se llama vector polar. 


Pero la otra clase de vector, que tiene que ver con las rotaciones, es de naturale¬ 
za diferente. Por ejemplo, supongan que algo estâ rotando en très dimensiones, como 



Fig. 52-3. Una rueda que gira y su 
imagen especular. Observen que el "vec¬ 
tor" velocidad angular no ha invertido su 
direcciôn. 



Fig. 52-4. Un imân y su imagen es¬ 
pecular. 


muestra la figura 52-3. Entonces si lo miramos en un espejo, estarâ rotando como se 
indica, es decir como la imagen especular de la rotaciôn original. Ahora bien, esta- 
mos de acuerdo en representar la rotaciôn especular mediante la misma régla: es un 
“vector” que, en la réflexion, no cambia como ocurre con el vector polar, sino que 
estâ invertido con relaciôn a los veetores polares y a la geometria del espacio; tal 
vector se llama vector axial. 

Ahora bien, si la ley de simetria por réflexion es correcta en fisica, debe ser 
verdad que las ecuaciones se deben expresar de tal modo que si cambiamos el signo 
de cada vector axial y de cada producto vectorial, que séria lo que corresponde a la 
réflexion, nada sucederâ. Por ejemplo, cuando escribimos una formula que dice que 
el momentum angular es L = r x p, esta ecuaciôn es muy correcta, porque si cam¬ 
biamos a un sistema de coordenadas a izquierda, cambiamos el signo de L, pero p 
y r no cambian; se ha cambiado el signo del producto vectorial, puesto que debemos 
cambiar de una régla derecha a una izquierda. Otro ejemplo: sabemos que la fuerza 
sobre una carga que se mueve en un campo magnético es F = q\ x B, pero si cam¬ 
biamos de un sistema derecho a uno izquierdo, como sabemos que F y v son vecto- 
res polares, el cambio de signo requerido por el producto vectorial se debe cahcelar 
por un cambio de signo en B, lo que significa que B debe ser un vector axial. En 
otras palabras, si efectuamos esa réflexion, B debe pasar a —B. Por lo que si cambia¬ 
mos nuestras coordenadas derecha por izquierda, también debemos intercambiar los 
polos norte y sur de los imanes. 

Veamos cômo funciona esto en un ejemplo. Supongan que tenemos dos imanes* 
como en la figura 52-4. Uno es un imân con el bobinado en un sentido y corriente 
en una direcciôn dada. El otro imân parece la réflexion del primero en un espejo -el 
bobinado irà en el otro sentido, todo lo que sucede dentro del alambre es exactamen- 
-te a la inversa y la corriente va como se muestra- Ahora bien, a partir de las leyes 
para la producciôn da campos magnéticos, que no conocemos aun oficialmente, 
pero que aprendimos muy probablemente en la escuela secundaria, résulta que el 
campo magnético es como el que muestra la figura. En un caso el polo es un polo 
magnético sur, mientras que en el otro imân la corriente va en el otro sentido y el 
campo magnético estâ invertido -es un polo magnético norte- Asi vemos que cuan¬ 
do intercambiamos derecha e izquierda, jpor cierto debemos intercambiar norte y 
sur! 

No les importe cambiar el norte al sur; también éstos son meras convenciones. 
Hablemos de fenômenos. Supongan ahora que tenemos un électron moviéndose en 
un campo que entra en la pàgina. Si usamos entonces la formula para la fuerza. 
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(recuerden que la carga es negativa), encontramos que el electrôn se desviarà en la 
direcciôn indicada de acuerdo a la ley fisica. Por lo tanto, el fenômeno es que tene- 
mos un arrollamiento con corriente en un sentido especifico y un electrôn que se 
desvia en un cierto camino -esto es la fisica-, no importa cômo llamemos a cada cosa. 

Hagamos ahora el mismo experimento con un espejo: enviamos un electrôn en 
una direcciôn correspondiente y ahora la fuerza estâ invertida si la calculamos si- 
guiendo la misma régla, y esto estâ muy bueno iporque los movimientos correspon- 
dientes son entonces imâgenes especulares! 


52-6 iCuâl snano es la derecha? 

Asi, pues, la realidad de las cosas es que al estudiar cualquier fenômeno hay 
siempre dos réglas de la mano derecha, o un numéro par de ellas, y el resultado 
final es que el fenômeno siempre parece simétrico. En resumen, no podemos distin¬ 
gué, por lo tanto, derecha de izquierda si tampoco somos capaces de distingué 
norte de sur. Sin embargo, puede parecer que podemos decir cuàl es el polo norte de 
un imân. El polo norte de la aguja de una brûjula, por ejemplo, es el que apunta al 
norte. Pero naturalmente esto es de nuevo una propiedad local que tiene que ver 
con la geografia de la tierra; esto es lo mismo que hablar de la direcciôn en que se 
encuentra Chicago, por lo que no cuenta. Si hemos visto agujas de brûjulas, puede 
que hayamos notado que el polo que mira al norte es de una especie de color azula- i 

do. Pero se debe justamente al hombre que pintô el imân. Todos estos criterios son 
locales y convencionales. 

Sin embargo si un imân tuviese la propiedad de que si lo miràsemos muy de 
cerca, viésemos pelitos saliendo de su polo norte y no en su polo sur, si ésta fuese ; 

la régla general, o si hubiere algûn modo ûnico de distingué el polo norte del sur 
en un imân, entonces podriamos decir cuàl de los dos casos tendriamos realmente, y j 

esto séria el fin de la ley de simetria por réflexion. \ 

Para ilustrar aûn màs claramente todo el problema, imaginen que estuviésemos 
hablando a un marciano por teléfono, o a quienquiera que sea, pero muy lejos. No i 

se nos permite enviarle ninguna muestra real para que la inspeccione; por ejemplo, j 

si pudiésemos enviar luz, podriamos enviarle luz polarizada circularmente a derecha j 

y decir, “Esto es luz a derecha; observe simplement el modo en que llega”. Pero 
no podemos darle nada, solamente podemos hablarle. Estâ muy lejos, o en alguna 
ubicaciôn extrafia, y no puede ver nada de lo que nosotros vemos. Por ejemplo, no 
podemos decir: “Mire a la Osa Mayor; ahora mire cômo estân dispuestas estas es- 
trellas. Lo que nosotros entendemos por “derecha” es...”. Solamente se nos permite 
hablar por teléfono. ; 

Ahora bien, nosotros queremos contarle todo lo nuestro. Naturalmente, comen- j 

zamos definiéndole en primer lugar los numéros y decimos: “Tic, tic, dos; tic, tic, tic, 
très;...", de modo que gradualmente pueden entender un par de palabras, etc. Des- j 

pués de algûn tiempo puede ser que nos hagamos muy amigos de ese tipo y él nos 
diga: “Compadre, ^qué aspecto tienen ustedes?”. Comenzamos a describirnos y de- j 

cimos: “Bueno, tenemos un métro setenta de estatura”. El nos corta: “Un momento, 

<,qué es un métro setenta?”. <,Es posible explicarle lo que es un métro setenta? 
jCiertamente! Decimos: “Usted conoce el diâmetro de los âtomos de hidrôgeno; 
jnosotros tenemos 17.000.000.000 de âtomos de hidrôgeno de altura!” Esto es posible 
ya que las leyes fisicas son invariantes frente a un cambio de escala y, por lo tanto, 
podemos définir una longitud absoluta. Y del mismo modo 


definimos el tamano del cuerpo y le decimos cuâl es el aspecto general —tiene salientes 
con cinco bultos colgando en los extremos, etc.— y nos sigue; y terminamos descri- 
biéndole nuestro aspecto externo, presumiblemente sin encontrar dificultades mayores. 
Es mâs, estâ haciendo un modelo nuestro a medida que avanzamos. Nos dice: “Oye, 
ustedes son ciertamente tipos muy buenos mozos; pero, <,qué tienen dentro? Comen¬ 
zamos a describéle los diversos ôrganos internos, y llegamos al corazôn y le descri- 
bimos cmdadosamente su forma y decimos: “Ahora coloca el corazôn en el lado 
izquierdo . Nos responde: “jQueeeeé!, £el lado izquierdo?” Nuestro problema ahora 
es describirle de qué lado va el corazôn sin que él vea nada de lo que nosotros vemos 
y sin enviarle jamàs una muestra de lo que entendemos por “derecha” -ningûn objeto 
patron de derecha- ^Podemos hacer eso? 


52-7 jLa paridad no se conserva ! 

Résulta que.las leyes de gravitaciôn, las leyes de electricidad y magnetismo, las 
fuerzas nucleares, todas satisfacen el principio de la simetria por réflexion, por lo 
que no se puede usar estas leyes, o cualquier cosa que se dérivé de ellas. Pero hay 
un fenômeno llamado desintegraciôn beta, o desintegraciôn débil, asociado con las 
muchas particulas que se han descubierto en la naturaleza. Un ejemplo de des¬ 
integraciôn débil, en conexiôn con una particula descubierta alrededor de 1954, ori- 
ginô un enigma extrano. Habia cierta particula cargada que se desintegraba en très 
mesones n, como muestra esquemâticamente la figura 52-5. A esta particula se le 
llamô durante algûn tiempo mesôn r. Ahora bien, vemos también otra particula, en 
la figura 52-5, que se désintégra en dos mesones; uno debe ser neutro, debido a la 
conservation de la carga. A esta particula se le llamô mesôn 8 . Por lo que tenemos 
una particula Uamada t que se désintégra en très mesones n, y una particula 8 que 
se désintégra en dos mesones n. Pero pronto se descubriô que t y 8 tienen una masa 
casi igual; de hecho son iguales, dentro del error experimental. Luego se encontrô 
que el tiempo que tardaban en desintegrarse en très n y en dos n era casi exacta- 
mente el mismo; viven el mismo periodo de tiempo. Después, que siempre que se 
formaban lo hacian en la misma proporciôn; digamos 14 por 100 de t y 86 por 100 



Fig. 52-5. Diagrama esquemàtico de la 
desintegraciôn de una particula r + y de una 
particula 8*. 


Cualquiera con sentido cabal se da cuenta inmediatamente que deben ser la mis¬ 
ma particula, que producimos simplemente un objeto que tiene dos modos diferentes 
de desintegrarse; no dos particulas diferentes. Este objeto que se puede desintegrar 
de dos modos diferentes tiene, en consecueneia, el mismo tiempo de vida y la misma 
probabilidad de producciôn (ya que es sencillamente el cociente de las probabilida- 
des con las cuales se désintégra en esas dos clases). 

Sin embargo, fue posible probar (y aqui de ningûn modo podemos explicar 
cômo) a parté del principio de réflexion en mecânica cuântica, que era imposible 
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que los dos provengan de la misma particula -la misma particula no podiadesmte- 
grarse de ambos modos-. La ley de conservacion correspondiente ^P™cipo de la 
fimetria por réflexion es algo que no tiene analogo clasico y por lo tanto esta clase 
de conservacion cuântica se llamô conservacion de la paridad. Asi, fue un resultado 
de fa conTrvaciôn de la paridad o, mâs precisamente de la S1 metna de las ecuaao- 
nes cuânticas para la desintegraciôn débil frente a reflexion, el que la misma parti 
cula no pudiese obrar de los dos modos, por lo que debia ser una especie de cornci- 
dencia de masas, tiempos de vida, etc. Pero cuanto mas se estudiaba, mas notable 
era la coincidencia y gradualmente surgiô la sospecha de que posiblemente la pro- 
funda ley de la simetria de la naturaleza respecto a reflexion pudiese ser falsa. 

Como resultado de este fracaso aparente, los fisicos Lee y Yang sugirieron que 
se deberian hacer otros experimentos en desintegraciones relacionadas para tratar de 
orobar si la ley era correcta en otros casos. El primer experimento de esta clase lo hi- 
zo Miss Wu de Columbia y es como sigue. Usando un iman muy potente a una tem- 
oeratura muy baja, résulta que un cierto isôtopo de cobalto que se désintégra 
emitiendo un electrôn, es magnético, y si la temperatura es lo bastante baja para que 
las oscilaciones térmicas no sacudan demasiado los imanes atomicos, estos se ak- 
nean en el campo magnético. Asi, pues, los âtomos de cobalto se alinearan en este 
campo intenso. Luego se desintegran emitiendo un électron y se descubno que cuando 
los âtomos estaban alineados en un campo cuyo vector B apunta hacia amba, la 
mayoria de los electrones se emitian hacia abajo. 

Si no se estâ al tanto de los ültimos adelantos del mundo, tal observation no 
parece nada significativa, pero si se aprecia los problemas y cosas interesantes del 
mundo, entonces se ve que es el descubrimiento màs sorprendente: cuando coloca- 
mos âtomos de cobalto en un campo magnético extremadamente intenso, van mas 
electrones de desintegraciôn hacia abajo que hacia arriba. Por lo que si lo pusiera- 
mos en un experimento correspondiente en un “espejo”, en el que los âtomos de 
cobalto estarian alineados en la direcciôn opuîsta, escupirian sus electrones hacia 
arriba y no hacia abajo; la acciôn es asimétrica. /Le han crecido pelos al iman. 
El polo sur de un imàn es de tal suerte que los electrones de una desintegraciôn fi 
tienden a alejarse de él; esto distingue, de un modo fisico, el polo norte del sur. 

Después de éste se hicieron muchos otros experimentos: la desintegraciôn de 
n en u y v; u en un electrôn y dos neutrinos; hoy en dia A en proton y n; des¬ 
integraciôn de las I; y muchas otras desintegraciones. De hecho, en casi todos 
los casos donde se podia esperar, j se ha encontrado que ninguno de ellos obedece 
la simetria de réflexion! La ley de la simetria de réflexion es mcorrecta, tundamen- 
talmente a este nivel de la fisica. 

En resumen, podemos decirle a un marciano donde colocar el corazôn: decimos, 
“Escuche, constrûyase un imân, pôngale las bobinas y haga pasar cornente; tome 
entonces un poco de cobalto y baje la temperatura. Arregle el experimento de modo 
que los electrones marchen de sus pies a su cabeza; entonces, la direcciôn en la que 
la corriente recorre las bobinas es la direcciôn que entra en lo que nosotros Uama- 
mos la derecha y sale a la izquierda”. En consecuencia, es posible detimr derecna 
e izquierda, ahora, haciendo un experimento de esta clase. 

Se predijeron también muchas otras caracteristicas. Por ejemplo, résulta que el 
espin, el momentum angular, del nûcleo de cobalto antes de la desintegraciôn 
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es 5 unidades h y después de la desintegraciôn es 4. El electrôn lleva momentum angular 
de espin y también interviene un neutrino. Es fâcil ver a partir de esto que el electrôn 
debe llevar su momentum angular de espin alineado segün su direcciôn de movimien- 
to, y asimismo el neutrino. De este modo, parece como si el electrôn estuviese giran- 
do a la izquierda y esto también se comprobô. De hecho, se comprobô precisamente 
aqui en Caltech por Boehm y Wapstra que el electrôn gira principalmente a la iz¬ 
quierda. (Hubo otros experimentos que dieron la respuesta opuesta, jpero estaban 
equivocados!) 

El problema siguiente, por supuesto, fue encontrar la ley del fracaso de la conser- 
vaciôn de la paridad. /Cuâl es la régla que nos dice cômo va a ser de grande el fraca¬ 
so? Esta: ocurre solamente en estas reacciones muy lentas, llamadas desintegraciones 
débiles, y cuando ocurre, la régla es que las particulas que tienen espin, como el 
electrôn, el neutrino, etc., salen con un espin que tiende a la izquierda. Es una régla 
desequilibrada; relaciona un vector polar velocidad y un vector axial momentum an¬ 
gular, y dice que es mâs probable que el momentum angular sea opuesto a la velo¬ 
cidad que segün ella. 

Esta es, pues, la régla, pero hoy no entendemos realmente los por qué y los por 
consiguiente de ella. iPor qué es ésta la régla correcta, cuâl es la razôn fundamental 
de ello, y cômo se relaciona con cualquier otra cosa? Por el momento nos hemos 
quedado tan sorprendidos por el hecho de que es asimétrica, que no nos hemos po- 
dido recobrar lo suficiente para entender lo que significa con respecto a todas las 
otras réglas. Sin embargo, es un asunto interesante, moderno y aün sin resolver, por 
lo que parece apropiado discutir algunas cuestiones asociadas con él. 


52-8 Antimateria 

Lo primero que hay que hacer cuando se pierde una de las simetrias es volver 
inmediatamente a la lista de simetrias conocidas o supuestas y preguntar si se pierde 
alguna de las otras. Ahora bien, no mencionamos una operaciôn en nuestra lista, 
que debe ser necesariamente investigada, y es la relaciôn entre materia y antimateria. 
Dirac predijo que ademâs de los electrones debe haber otra particula, llamada posi¬ 
tron (descubierta en Caltech por Anderson), que se relaciona necesariamente con el 
electrôn. Todas las propiedades de estas dos particulas obedecen ciertas réglas de 
correspondencia: las energias son iguales; las masas son iguales; las cargas son 
opuestas; pero, lo mâs importante de todo, las dos cuando se juntan se pueden ani- 
quilar entre si y liberar su masa compléta en forma de energia, digamos rayos y. El 
positron se llama antiparticula del electrôn, y ésas son las caracteristicas de una 
particula y su antiparticula. Resultô claro del razonamiento de Dirac que todas las 
demâs particulas del mundo deberian tener también antiparticulas correspondientes. 
Por ejemplo, para el proton deberia haber un antiproton, que se simboliza ahora con 
p. El p tendria una carga eléctrica negativa, la misma masa que un proton, etc. Sin 
embargo, el rasgo mâs importante es que cuando se unen un proton y un antiproton 
se pueden aniquilar entre si. La razôn por la que recalcamos esto es porque la gente 
no lo entiende cuando decimos que hay un neutron y también un antineutron, ya 
que dicen: “Un neutron es neutro; por lo tanto /.cômo 
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puede tener una carga opuesta?” La régla del “anti” no es solamente que tiene la 
carga opuesta, tiene cierto conjunto de propiedades y el conjunto total de las mismas 
es opuesto. El antineutron se distingue del neutron del siguiente modo: si colocamos 
dos neutrones juntos, permanecen simplemente como dos neutrones, pero si coloca¬ 
mos un neutron y un antineutron juntos, se aniquilan liberândose una gran explosion 
de energia, con diverses mesones n, rayos y y muchas cosas màs. 

Ahora bien, si tenemos antineutrones, antiprotones y antielectrones, en principio 
podemos hacer antiâtomos. No se han hecho aün, pero es posible en principio. Por 
ejemplo, un âtomo de hidrôgeno tiene un proton en el centra con un electrôn dando 
vueltas. Ahora bien, imaginen que en algûn lugar podemos hacer un antiproton con 
un positron dando vueltas alrededor; ^daria vueltas? Bien, en primer lugar, el anti¬ 
proton es eléctricamente negativo y el antielectrôn es eléctricamente positivo, por lo 
que se atraen uno al otro de una manera correspondiente -las masas son iguales; 
todo es igual-. Es uno de los principios de la simetria de la fisica, las ecuaciones 
parecen demostrarlo, que si un reloj, digamos, se hiciese de materia por un lado, 
y luego hiciésemos el mismo reloj de antimateria, funcionaria de este modo. (Natu- 
ralmente, si colocamos los dos relojes juntos, se aniquilarian, pero esto es diferente.) 


Entonces surge una cuestiôn inmediata. Podemos construir dos relojes de mate¬ 
ria, uno que es “izquierdo” y uno que es “derecho”. Por ejemplo, podriamos 
construir un reloj que no se construye de un modo simple, sino que tiene cobalto 
e imanes y detectores de electrones que detectan la presencia de electrones de desin- 
tegraciôn /3 y los cuentan. Cada vez que se cuenta uno, el segundero se mueve. 
Entonces el reloj imagen, que recibe menos electrones no irâ a la misma velocidad. 
Pero evidentemente podemos construir dos relojes en forma tal que el reloj iz¬ 
quierdo no concuerda con el derecho. Construyamos de materia, un reloj que 11a- 
maremos patron o reloj derecho. Ahora construyamos, también de materia, un reloj 
que llamaremos reloj izquierdo. Acabamos de descubrir que, en general, los dos no 
funcionarân del mismo modo; anteriormente a este famoso descubrimiento fisico, 
se pensaba que lo harian. Pero también se supuso que la materia y la antimateria 
eran équivalentes. Esto es, si construyésemos un reloj de antimateria, derecho, de la 
misma forma, entonces funcionaria lo mismo que el reloj de materia derecho, y si 
hiciésemos el mismo reloj izquierdo funcionaria igual. En otras palabras, al principio 
se creyô que todos estos cuatro relojes eran iguales; ahora naturalmente sabemos 
que los de materia derecho e izquierdo no son iguales. En consecuencia es presumi- 
ble que los de antimateria derecho e izquierdo no son iguales. 


Por lo tanto, la pregunta es: i,cuâl va con cuâl, si es que lo hacen? En otras 
palabras, £se comporta el de materia derecho como el de antimateria derecho? 10 es 
que el de materia derecho se comporta como el de antimateria izquierdo? Los expé¬ 
rimentes de desintegraciôn ;3 que usan desintegraciôn en positrones en lugar de 
desintegraciôn en electrones, indican que ésta es la interconexiôn : la materia “dere- 
cha” funciona lo mismo que la antimateria “izquierda”. 

En consecuencia, por fin, jes realmente verdad que la simetria derecha e izquier¬ 
da se mantiene aûn! Si hiciésemos un reloj izquierdo. pero hecho de la otra clase 
de materia, antimateria en lugar de materia, funcionaria lo mismo. Asi, lo que ha 


sucedido es que en lugar de tener dos réglas indépendantes en nuestra lista de sime- 
trias, dos de estas réglas se unen para formar una nueva régla: la materia a derecha 
es simétrica de la antimateria a izquierda. 

Por lo que si nuestro marciano està formado de antimateria y le damos instruc- 
ciones para construir aquel modelo “a derecha” como nosotros, saldrâ, naturalmen¬ 
te, al rêvés. ^Qué sucederia cuando, después de mucho charla que te charla, nos 
hemos ensenado el uno al otro a construir naves espaciales y nos encontramos a 
mitad de camino en el espacio vacio? Nos hemos aleccionado uno al otro acerca de 
nuestras costumbres, etc., y los dos nos apresuramos a estrecharnos las manos. 
Bien, si él ofrece su mano izquierda, itenga cuidado! 

52-9 Simetrias rotas 

La pregunta siguiente es: i,qué podemos construir con las leyes que son casi 
simétricas? Lo maravilloso de todo esto es que para una gama tan amplia de fenô- 
menos intensos e importantes -fuerzas nucleares, fenômenos eléctricos, y aun los dé¬ 
biles como la gravitaciôn— en una enorme variedad de campos de la fisica, todas sus 
leyes parecen ser simétricas. Por otro lado, este pequeno trozo adicional dice: “No, 
;las leyes no son simétricas!”. ^Corno es que la naturaleza puede ser casi simétrica 
y no perfectamente simétrica? i,Qué haremos con esto? En primer lugar, ^.tenemos 
algûn otro ejemplo? La respuesta es que de hecho si tenemos unos pocos ejemplos 
màs. Por ejemplo, la parte nuclear de la fuerza entre proton y proton, entre neutron 
y neutron, y entre neutron y proton, es exactamente igual -hay para las fuerzas 
nucleares una simetria, y nueva: que podemos intercambiar neutron y proton-, pero 
evidentemente no es una simetria general, ya que la répulsion eléctrica entre dos pro- 
tones a distancia no existe para neutrones. Por lo que no es generalmente verdad que 
siempre podemos reemplazar un proton por un neutron, es solo una buena aproxi- 
maciôn. ^Por qué buena? Porque las fuerzas nucleares son mucho màs intensas que 
las fuerzas eléctricas. Asi, ésta es también una “casi” simetria. Tenemos entonces 
ejemplos en otras cosas. 


Tendemos, en nuestro interior, a aceptar la simetria como cierta clase de perfec- 
ciôn. De hecho es como la vieja idea de los griegos de que las circunferencias eran 
perfectas y fue bastante horrible creer que las ôrbitas planetarias no eran circunfe¬ 
rencias, sino solo casi circunferencias. La diferencia entre ser una circunferencia 
y una casi circunferencia, no es una diferencia pequena, es un cambio fundamental 
en lo que respecta a la inteligencia. En una circunferencia hay un signo de perfec- 
ciôn y simetria que no se encuentra en el momento en que la circunferencia varia 
ligeramente -es el fin-, ya no es màs simétrica. La cuestiôn es entonces por qué es 
solamente casi una circunferencia -ésta es una pregunta mucho màs dificil- El mo- 
vimiento real de los planetas, en general, deberia ser elipses, pero a través de las 
edades, a causa de las fuerzas de marea, etc., se han transformado en casi simétri¬ 
cas. La cuestiôn es ahora ver si tenemos aqui un caso parecido. El problema desde 
el punto de vista de las circunferencias es que si fuesen circunferencias perfectas 
no habria nada que explicar, eso es claramente sencillo. Pero puesto que son sola¬ 
mente casi circunferencias, hay mucho que explicar, y el resultado implicô un gran 
problema dinâmico y ahora nuestro problema es explicar por qué son casi simétri¬ 
cas considerando las fuerzas de marea, etc. 



Asi, pues, nuestro problema es explicar de dônde proviene la simetria. ^Por que 
la naturaleza es tan casi simétrica? Nadie tiene una idea de por qué. Lo ùnico que 
podemos sugerir es algo como esto: Hay una puerta en Japon, en Neiko, que los 
japoneses llaman algunas veces la puerta mas hermosa de todo Japon; se cons- 
truyô en una época en que habia una gran influencia del arte chino. Esta puerta 
es muy ornamentada, con muchos tîmpanos y hermosas estatuas y columnas y 
cabezas de dragones y principes esculpidos en los pilares, etc. Pero cuando se mira 
de cerca se ve que en el dibujo elaborado y complejo de uno de los pilares, uno de 
los pequenos elementos de diseno està esculpido cabeza abajo; por lo démâs todo es 
completamente simétrico. Si se pregunta por qué es asi, la historia es que se esculpiô 
cabeza abajo para que los dioses no estuviesen celosos de la perfecciôn humana. 
Asi, a propôsito cometieron un error en ella, para que los dioses no estuviesen celo¬ 
sos y se enfadasen con los seres humanos. 


Nos gustaria invertir la idea y pensar que la verdadera explicaciôn de la casi 
simetria de la naturaleza es ésta: ;Dios hizo las leyes solamente casi simétricas para 
que asi nosotros no estuviésemos celosos de Su perfecciôn! 
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Dirac, P., 52-10 
ecuaciôn de, 20-6 
Dispersion de la luz, 32-5 ss 
Dispersion (de un medio), 31-6 ss 
Distancia, 5-5 ss 

medida de, por la relaciôn brillo- 
color, 5-6 

por triangulaciôn, 5-6 
Distancia focal, 27-1 ss 
media cuadrâtica, 6-6 
Doppler, efecto, 17-8, 23-9, 34-7 s, 
38-6 


Efecto, Doppler, 34-7 s, 38-6 
Purkinje, 35-2 

Eficiencia de una mâquina idéal, 44-7 s 
Einstein, A., 2-6, 7-11, 12-12, 15-1, 
16-1,41-8, 42-8, 42-9 
Eje ôptico, 33-3 

Ejes paralelos, teorema de los, 19-6 
Electrodinâmica cuàntica, 2-7, 28-3 
Electromagnética, energia 29-2 
radiacion, 26-1, 28-1 ss 
Electron, 2-4, 37-1, 37-4 ss 
carga del, 12-7 
radio clâsico del, 32-4 
Electronvolt (unidad), 34-4 
Elipse, 7-1 

Emision espontânea, 42-9 
Energia, calôrica, 4-2, 4-6, 10-7, 10-8 
cinética, 4-2, 4-5 s, 39-4 
conservaciôn de la, 3-2, 4-1 ss 
de activacciôn, 42-7 
de ionizaciôn, 42-5 
de masa, 4-2, 4-7 
de rotaciôn, 19-7 ss 
elâstica, 4-2, 4-6 
eléctrica, 4-2 
electromagnética, 29-2 
gravitacional, 4-2 ss 
nuclear, 4-2 

potencial, 4-4, 13-1 ss, 14-1 ss 
quimica, 4-2 
radiante, 4-2 
relativista, 16-1 ss 
teorema de la, 50-7 s 
Entalpia, 45-5 
Entropia, 44-10 ss, 46-7 ss 
Eôtvôs, 7-11 
Equilibrio, 1-6 

termodinâmico, 41-3 ss 
Escalar, 11-5 
Espacio, 8-2 

Espacio-tiempo, 2-6, 17-1 ss 
Estrellas dobles, 7-6 
Euclides, 5-6 
Evaporaciôn, 1-5 s 

de un liquido, 4-3 s, 42-1 ss 
Expansion, adiabâtica, 44-5 
isotérmica, 44-5 
“Extraneza”, numéro de, 2-9 

Farad (unidad), 25-7 
Fase de oscilaciôn, 21-3 
Fermât, P., 26-3 


Fermi, E., 5-10 
Fermi (unidad), 5-10 
Fisicoquimica de la vision de los 
colores, 35-9 s 

Fluctuaciones estadisticas, 6-3 ss 
Foco, 26-5 

Fotôn, 2-7, 26-1, 37-8 
Fourier, J., 50-2 s 
anâlisis de, 5-2 ss 
transformada de, 25-4 
Fovea, 35-1 
Frank, I., 51-2 
Frecuencia, angular, 21-3 
de oscilaciôn, 2-5, 29-2 
Frente de onda, 47-3 
Fuerza, centrifuga, 7-5, 12-11 
componentes de una, 9-3 
conservativa, 14-3 ss 
de Coriolis, 19-8 s 
eléctrica, 2-3 ss 
gravitacional, 2-3 
molecular, 1-3, 12-6 s 
momento de, 18-5 
no conservativa, 14-6 s 
nuclear, 12-12 
seudo, 12-10 ss 
Funciôn de Green, 25-4 
Future afectable, 17-4 

Galileo, 5-1, 7-2, 9-1, 52-3 
Gas monoatômico, 39-5 
Gases idéales, ley de los, 39-10 ss 
Gato de tomillo, 4-5 
Gauss (unidad), 34-4 
Gell-Mann, M., 2-9 
Geometria euclidiana, 12-3 
Giroscopio, 20-5 ss 
Grados de libertad, 25-2, 39-12 
Gravedad, 13-3 ss 
aceleraciôn de la, 9-4 
Gravitaciôn, 2-3, 7-1 ss, 12-2 
Gravitacional, aceleraciôn, 9-4 
campo, 12-8 ss, 13-8 s 
coeficiente, 7-9 
energia, 4-2 ss 
Green, funciôn de, 25-4 

Heisenber, W., 6-10, 37-1, 37-9, 37-11, 
37-12, 38-9 
Helmholtz, H., 35-7 
Henry (unidad), 25-7 
Hipocicloide, 34-3 


Hipôtesis, atômica, 1-2 
de contracciôn, 15-5 
Hooke, ley de, 12-6 
Huygens, 15-2, 26-2 

împedancia, 25-9 s 
compleja, 23-7 
Incidencia, ângulo de, 26-3 
Indeterminaciôn, principio de, 2-6, 
6-10 s, 37-9, 37-11, 38-8 s 
Indice de refracciôn, 31-1 ss 
Inducciôn magnética, 12-10 
Inductancia, 23-6 
Inductor, 23-6 
Inercia, 2-3, 7-11 

momento de, 18-7, 19-5 ss 
principio de, 9-1 
Infrarroja, radiacion, 23-8, 26-1 
Intégral, 8-7 s 
Interferencia, 28-6, 29-1 ss 
Interferômetro, 15-5 
Ion, 1-6 

Ionizaciôn, energia de, 42-5 
térmica, 42-5 ss 
Isotérmica, atmôsfera, 40-2 
compresiôn, 44-5 
expansion, 44-5 
Isôtopos, 3-4 ss 

Jeans, J., 40-9, 41-6 ss 
Joule (unidad), 13-3 
Joule, calentamiento de, 24-2 

Kepler, J., 7-1 

Kepler, leyes de, 7-1 s, 9-1, 18-6 
Kerr, célula de, 33-5 
Kirchhoff, leyes de, 25-9 

Laplace, P-, 47-7 
Lâser, 32-6, 42-10 
Leibnitz, G. W., 8-4 
Lente, formula de la, 27-6 
Leverrier, U., 7-5 
Logaritmos, 22-4 
Longitud de onda, 26-1 
Lorentz, H. A., 15-3 
Lorentz, contracciôn de, 15-7 

transformation de, 15-3, 17-1, 34-8, 
52-2 

Luz, dispersion de la, 32-5 ss 
momentum de la, 34-10 s 
polarizada, 32-9 
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Magnético, campo, 12-9 s 
Magnetismo, 2-4 
Mâquinas térmicas, 44-1 ss 
Mareas, 7-4 s 
Masa, 9-1, 15-1 

centro de, 18-1 s, 19-1 ss 
cero, 2-10 
energia de, 4-2, 4-7 
relativista, 16-6 ss 
Masa-energia, equivalencia, 15-10 s 
Mâser, 42-10 

Maxwell, J. C., 6-1, 6-9, 28-1, 40-8, 
41 -7, 46-5 

Maxwell, ecuaciones de, 15-2, 25-3, 
47-7 

Mayer, J. R., 3-2 

Mecânica cuântica, 2-2, 2-6 ss, 6-10, 
10-9, 37-1 ss, 38-1 ss 
Mecânica estadistica, 3-1, 40-1 ss 
Media del cuadrado de la distancia, 
6-5, 41-9 

Media cuadrâtica, distancia, 6-6 
Mendeléev, 2-9 
Método cientifico, 2-1 s 
Métro (unidad), 5-10 
MeV (unidad), 2-9 
Michelson-Morley, experimento de, 
15-3 ss 

Miller, W. C., 35-2 
Minkowski, 17-8 
Modos de vibraciôn, 49-1 ss 
Modulaciôn de amplitud, 48-3 
Mol (unidad), 39-10 
Molécula, 1-3 
Momento, dipolar, 12-6 
de fuerza, 18-5 
de inercia, 18-7, 19-5 ss 
Momentum, 9-1 s, 38-2 ss 
angular, 7-7, 18-5 ss, 20-1 
conservaciôn del, 4-7, 18-6 ss, 
20-5 

de la luz, 34-10 s 
lineal, 4-7, 10-1 ss 
relativista, 10-8 s, 16-1 ss 
Môssbauer, R., 23-9 
Movimiento, 5-1, 8-1 ss 
armônico, 21-4, 23-1 ss 
browniano, 1-8, 6-5, 41-1 ss 
circular, 21-4 
con vinculos, 14-3 
molecular, 41-1 


parabôlico, 8-10 
perpetuo, 46-2 

planetario, 7-1 ss, 9-6 s, 13-5 
Müsculo, estriado, 14-2 
liso, 14-2 
Mûsica, 50-1 

Nemst, teorema calôrica de, 44-11 
Nervio ôptico, 35-2 
Neutrones, 2-4 
Newton, I., 8-4, 15-1, 37-1 
Newton, leyes de, 2-6, 7-3, 7-11, 9-1 ss 
10-1 ss, 11-7 s, 12-1,39-2,41-1, 
46-1 

Newton-metro (unidad), 13-3 
Nishijima, 2-9 
Niveles de energia, 38-7 s 
Nodos, 49-2 
Nube electrônica, 6-11 
Nuclear, energia, 4-2 
fuerza, 12-12 
secciôn eficaz, 5-9 
Nücleo, 2-4, 2-8 ss 
Nùmero, de avogadro, 41-10 
de onda, 29-2 

Numéros complejos, 22-7 ss, 23-1 ss 
Nutaciôn, 20-7 

Ohm (unidad), 25-7 
Ohm, ley de, 25-7, 43-7 
Ojo, compuesto, 36-6 ss 
humano, 35-1 s, 36-3 ss 
Onda, ecuaciôn de, 47-1 ss 
frente de, 47-3 
longitud de, 26-1 
nùmero de, 29-2 
Ondas, 51-1 ss 
de corte, 51-4 
interferentes, 37-4 
sinusoïdales, 29-2 s 
Ondas electromagnéticas, infrarrojas, 
2-5, 23-8, 26-1 
luz, 2-5 

rayos côsmicos, 2-5 
rayos gamma, 2-5 
rayos X, 2-5, 26-1 
ultravioletas, 2-5, 26-1 
Optica, 26-1 ss 

geométrica, 26-1, 27-1 ss 
Oscilaciôn, amortiguada, 24-3 s 
amplitud de, 21-3 
fase de, 21-3 


frecuencia de, 2-5 
periôdica, 9-4 
periodo de, 21-3 
Oscilador, 5-2 

armônico, 10-1, 21-1 
forzado, 21-5 s, 23-3 ss 

Pappus, teorema de, 19-4 
Paradoja de los mellizos, 16-3 ss 
Particulas fundamentales, 2-9 s 
Péndulo, 49-6 s 
Periodo de oscilaciôn, 21-3 
Pitâgoras, 50-1 
Planck, M., 41-6, 42-8, 42-9 
constante de, 5-10, 6-10, 17-8, 37-11 
Piano inclinado, 4-4 
Poder de resoluciôn, 27-7 s, 30-5 s 
Poincaré, H., 15-3, 15-5, 16-1 
Polarizaciôn, 33-1 ss 
Potencia, 13-2 
Presiôn, 1-3 

Principio, de combinaciôn de Ritz, 38-8 
de reciprocidad, 30-7 
del tiempo minimo, 26-3 ss, 26-8 
Principio, de indeterminaciôn, 2-6, 

6-10 s, 37-9, 37-11, 38-8 s 
de inercia, 9-1 

de los trabajos virtuales, 4-5 
Probabilidad, 6-1 ss 
densidad de, 6-8 s 
distribuciôn de, 6-7 ss 
Prôblema de los très cuerpos, 10-1 
Procesos atômicos, 1-5 s 
Producto vectorial, 20-4 
Proton, 2-4 
Purpura Visual, 35-9 

Radiaciôn, amortiguamiento por, 32-3 s 
de Çerenkov, 51-2 
de cuerpo negro, 41-5 s 
efectos relativistas en la, 34-1 ss 
electromagnética, 26-1, 28-1 ss 
de frenado, 34-6 s 
infrarroja, 23-8, 26-1 
resistencia de, 32-1 ss 
sincrotrônica, 34-3 ss, 34-6 
ultravioleta, 26-1 
Radiador dipolar, 28-5 s, 29-3 ss 
Radio, de Bohr, 38-6 
del electrôn, 32-4 
Ramsey, N., 5-5 


Rayleigh, criterio de, 30-6 
ley de, 41-6 
Rayos paraxiales, 27-2 
Rayos X, 2-5, 26-1 
Reacciôn quimica, 1-6 ss 
Reciprocidad, principio de, 30-7 
Rectificaciôn, 50-9 
Réflexion, 26-2, s 
ângulo de, 26-3 

formula de Fresnel para la, 33-8 
Refracciôn, 26-2 s 
anômala, 33-9 s 
indice, 31-1 ss 
Relatividad, galileana, 10-3 
teoria de la, 7-11, 17-1 
teoria especial de la, 15-1 ss 
Relativista, dinâmica, 15-9 s 
energia, 16-1 ss 
masa, 16-1 ss 
momentum, 10-8 s, 16-1 ss 
Reloj, atômico, 5-5 
de péndulo, 5-2 
radioactivo, 5-3 ss 
Resistencia, 23-5 
Resistor, 23-5 
Resonancia, 23-1 ss 
eléctrica, 23-5 ss 
en la naturaleza, 23-7 ss 
Resonancias, 2-9 
Respuesta transitoria, 21-6 
Retina, 35-1 
Roce, 10-5, 12-3 ss 
coeficiente de, 12-4 
Roemer, O., 7-5 

Rotaciôn, de un cuerpo rigido, 18-2 ss 
en dos dimensiones, 18-1 ss 
de ejes, 11-3 s 
en el espacio, 20-1 ss 
plana, 18-1 

Rueda dentada y trinquete, 46-1 ss 
Ruido, 50-1 

de Johnson, 41-2, 41-8 
Rushton, 39-5 
Rydberg (unidad), 38-6 

Schrôdinger, E., 35-6, 37-1, 38-9 
Secciôn eficaz de dispersion, 32-7 
de Thompson, 32-8 
Segundo (unidad), 5-5 
Senal portadora, 48-3 
Seudofuerza, 12-10 ss 
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Shannon, C., 44-2 
Simetria, 1-4, 11-1 ss, 52-1 ss 
de las leyes fisicas, 16-3 
Simultaneidad, 15-7 s 
Sincrotrôn, 15-9, 34-3 ss, 34-6 
Sismôgrafo, 51-5 
Sistemas lineales, 25-1 ss 
Smolochowski, 41-8 
Snell, W.. 26-3 
Snell, ley de, 26-3, 31-2 
Sonido, 2-3 
Stevin, S., 4-5 

Superposiciôn de campos, 12-9 
principio de, 25-2 ss 
Tamm, L, 51-2 
Temperatura, 39-6 ss 
Teoria cinética, 42-1 ss 
de gases, 39-1 ss 
Termodinâmica, 39-2, 45-1 ss 
leyes de la, 44-1 ss 
Tiempo, 2-3, 5-1 ss, 8-1, 8-2 
patron de, 5-5 
periôdico, 5-1 s 
transformaciôn del, 15-5 ss 
Tiempo minimo, principio del, 26-3 ss, 
26-8 

Tiempo retardado, 28-3 
Tolomeo, 26-2 
Torque, 18-4, 20-1 ss 
Trabajo, 13-1 ss, 1,4-1 ss 
Trabajos virtuales, principio de los, 4-5 
Transformaciôn, de Fourier, 25-4 
galileana, 12-11 
lineal, 11-6 

de Lorentz, 15-3, 17-1 


del tiempo, 15-5 ss 
de la velocidad, 16-4 ss 
Transformada de Fourier, 25-4 
Transitorio, 24-1 ss 
eléctrico, 24-5 s 
Traslaciôn de ejes, 11-1 ss 
Triângulo de Pascal, 6-4 
Tubo de ray os electrônicos, 12-9 
Tycho Brahe, 7-1 

Ultravioleta, radiaciôn, 26-1 

Vector, 11-5 ss 
Vector axial, 52-6 s 
Velocidad, 8-2 ss, 9-2 s 
componentes de la, 9-3 
de la luz, 15-1 

transformaciôn de la, 16-4 ss 
Velocidad, de fase, 48-6 
del sonido, 47-7 s 
Versor, 11-10 
Vinci, Leonardo da, 36-2 
Vision, 36-1 ss 
binocular, 36-4 
de los colores, 35-1 ss 

Wapstra, 52-10 
Watt (unidad), 13-3 
Weyl, H., 11-1 

Young, 35-7 
Yukawa, H., 2-8 
Yustova, H., 35-8 
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